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СОСТАВЛЕНИЕ 
ГРУПП 

МОНОМИАЛЬНЫХ 
(1,0,-1) – МАТРИЦ 

ЧЕТВЕРТОГО 
ПОРЯДКА

Розглядається множина прямих і проти-
лежних елементів, які співставляються чоти-
ривимірному ортонормованому базису. На цій 
кінцевій множині формується сукупність пар-
них підстановок четвертого ступеня у вигляді 
добутку двох транспозицій. Кінцева множи-
на підстановок представляється мономіаль-
ними (1,0,-1)-матрицями четвертого поряд-
ку. Встановлюється ізоморфність групи 
кватерніонів і двох некомутативних підгруп 
8-го порядку

Ключові слова: мономіальні (1,0,-1)-матри-
ці, група кватерніонів, таблиці Келі

Рассматривается множество прямых и про-
тивоположных элементов, сопоставляемых 
четырехмерному ортонормированному бази-
су. На этом конечном множестве формируется 
совокупность четных подстановок 4-й степени в 
виде произведения двух транспозиций. Конечное 
множество подстановок представляется моно-
миальными (1, 0, -1) – матрицами четвертого 
порядка. Устанавливается изоморфность груп-
пы кватернионов и двух некоммутативных под-
групп 8-го порядка

Ключевые слова: мономиальные (1, 0, -1) 
– матрицы, группа кватернионов, таблицы 
Кэли

A set of direct and inverse elements are exam-
ined and compared with four–dimensional orth-
onormal basis. The aggregate of even substituti-
ons of fourth power are formed on this set, which 
is shown as a product of two transpositions. Finite 
set of substitutions submitted by monomial (1, 0, -
1) – matrices of fourth-order. An isomorphism of 
quaternion group and two noncommutative subgr-
oups of eighth order was determined

Key words: monomial (1, 0, -1) – matrices, 
quaternion group, tables of Cayley

УДК 514.74:531.3

В . В .  К р а в е ц
Доктор технических наук, профессор

Кафедра специализированных компьютерных систем
Украинский государственный химико-

технологический университет
пр. Гагарина, 8, г. Днепропетровск, Украина, 49005

Контактный тел.: 8 (067) 726-07-72; 8 (056) 748-07-06

Т . В .  К р а в е ц
Ассистент

Кафедра «Теоретическая механика»*
Контактный тел.: 8 (067) 921-10-67; 8 (056) 713-58-03

А . В .  Х а р ч е н к о
Аспірант

Кафедра «Прикладная математика»*
Контактный тел.: 8 (050) 321-14-60

Е-mail: caxon@mail.ru
*Днепропетровский национальный университет 

железнодорожного транспорта
ул Лазаряна, 2, г. Днепропетровск, Украина, 49010

Введение

При построении математических моделей дина-
мики управляемых технических объектов [8, 16] ис-
пользуется традиционный математический аппарат 
векторной алгебры [39], алгебры кватернионов [9], 
матричного [2, 25], винтового [7], тензорного [11] ис-
числений. Для описания вращательного движения в 
качестве переменных применяются параметры Родри-
га-Гамильтона, Кейли-Клейна, кватернионы, гипер-
комплексные числа Люша (квадриплексные числа) 
[23], параметры Эйлера, компоненты вектора конечно-
го поворота, вектор Гиббса, направляющие косинусы, 
углы Эйлера, Эйлера-Крылова и др. В аналитической 
механике твердого тела наибольшее распространение 

получила векторная форма представления алгоритмов 
решения поставленных задач, которые позволяет «эко-
номить не только бумагу, но и время» [11]. В вычисли-
тельном эксперименте [1, 20] к форме представления 
алгоритмов предъявляются специфические требова-
ния, удовлетворить которые оказывается возможным 
применением матричного исчисления, удачным вы-
бором переменных, новой организацией вычислитель-
ных процессов, обусловленной спецификой этих пере-
менных. Поэтому значительное внимание уделяется 
разработке исчисления кватернионных матриц [13, 23, 
24] и эта актуальная задача еще не получила исчерпы-
вающее решение. Данная статья имеет цель изучение 
свойств кватернионных матриц. Элементы исчисле-
ния кватернионных матриц получили признание и 
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применение не только в аналитической механике при 
построении математических моделей, по существу за-
меняя векторное исчисление, но и оказались хорошо 
адаптированными к современной технологии проведе-
ния вычислительного эксперимента по исследованию 
нелинейной динамики сложных механических систем 
в пространственном движении. При этом математи-
ческие модели и соответствующие им алгоритмы об-
ретают симметрию, компактность, универсальность, 
что ускоряет программирование, отладку вычисли-
тельного процесса, обеспечивают удобства в работе, 
т.е. повышает производительность интеллектуального 
труда [3, 5, 14, 21].

Постановка задачи

Построить группу мономиальных (1, 0, -1) – ма-
триц [26] четвертого порядка, представляющих тожде-
ственные и четные подстановки четвертой степени на 
множестве элементов четырехмерного ортонормиро-
ванного базиса и противоположных элементов. Опре-
делить подгруппы построенного множества мономи-
альных (1, 0, -1) – матриц. Среди полученных подгрупп 
найти изоморфные группе кватернионов.

Решение задачи

Вводится система четырех нормированных и вза-
имно ортогональных векторов:

которым сопоставляются элементы конечного мно-
жества e e e e1 2 3 4  (или 1, 2, 3, 4) и противополож-
ные элементы e e e e1 2 3 4

* * * *  (или 1*, 2*, 3*, 4*). Про-
тивоположным элементам множества соответствуют 
противоположные векторы ортонормированного че-
тырехмерного базиса:

Отметим, что четырехмерным пространством опе-
рирует специальная теория относительности [11], тео-
рия конечного поворота [18], проективная геометрия 
[22]. Например, рассматривая совокупность пяти то-
чек O O O O E0 1 2 3, , , , , из которых никакие четыре 
не принадлежат одной плоскости, получим образован-
ный точками O O O O0 1 2 3, , , ,  тетраэдр, принимае-
мый в качестве базисного.

Тогда эти точки являются фундаментальными про-
ективной системы координат, а точка Е – единичной 
[22]. Эти точки имеют следующие проективные коор-
динаты:

С помощью введенного множества элементов фор-
мируется совокупность четных подстановок четвертой 
степени, представленных в виде произведения двух 
транспозиций и тождественных подстановок [6]. Ис-
комые подстановки в развернутой записи приводятся 
в таблице 1. 

Каждая из полученных подстановок представля-
ется квадратной (1, 0, -1) – матрицей путем расста-
новки единиц в строках и столбцах таблицы размера 
4 4× , соответственно определяемых по верхнему 
и нижнему числу, указанному в подстановке, или 
минус единицы, если нижние числа подстановки от-
мечены.

На остальных местах таблицы проставляются 
нули, т.е. (1, 0, -1) – матрицы содержат в каждой 
строке и столбце в точности одну единицу или минус 
единицу.

Полученное таким образом множество мономи-
альных (1, 0, -1) – матриц в развернутой записи при-
водится в таблице 2.

Тождественные и четные подстановки четвертой 
степени и соответствующие им (1, 0, -1) – мономиаль-
ные матрицы образуют мультипликативную группу 
64-го порядка и подгруппы 32-го, 16-го, 8-го, 4-го и 2-го 
порядков.

В этом нетрудно убедиться, производя всевозмож-
ные композиции элементов данного множества. На-
пример, композиция подстановок A1  и B2

1 2 3 4

2 1 4 3
1 2 3 4

3 4 1 2

1 2 3 4

4 3 2 1













=




* *

,

приводит к элементу данной совокупности C3  и 
т.д. для композиции любых двух подстановок. Очевид-
но, что с помощью матричного представления устанав-
ливается эквивалентный результат:

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0−

=
−

.

Полученные результаты сводятся в таблицы Кэли 
(таблица 3) [10]. 

Из рассмотрения таблицы 3 обнаруживаются из-
вестные пять свойств, присущих таблице умножения 
группы [19].

Выделяются две подгруппы четвертого порядка, 
семь подгрупп восьмого порядка, двадцать четыре 
подгруппы шестнадцатого порядка и одна подгруппа 
тридцать второго порядка (табл.4) [15].

Подгруппы второго порядка в силу их тривиаль-
ности не рассматриваются. Порядок исходной группы 
кратен порядку любой из составленных подгрупп, что 
соответствует теореме Лагранжа [10]. 

Набор элементов A A A A0 1 2 3, , ,  составляет под-
группу 4-го порядка, таблица умножения которой 
приведена в табл.5. Из таблицы 4 непосредственно 
следует, что данная подгруппа является абелевой [10]. 
Вторую абелеву подгруппу четвертого порядка состав-
ляет набор элементов A R S T0 1 2 3, , , ,  для которой 
таблица умножения дана в табл.5.

Подгруппы восьмого порядка составляют наборы 
элементов, приведенные в табл.4. Таблицы умноже-
ния, соответствующие этим подгруппам, приводятся 
в таблице 6 и таблице 7. Подгруппы восьмого порядка, 
имеющие номера по порядку №2 и №3 в табл.4, явля-
ются некоммутативными (табл.6), а остальные – абе-
левыми (табл.7).

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1, , , ,

− − − −1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1, , , .

O O O O E0 1 2 31 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1111( , , , ), ( , , , ), ( , , , ), ( , , , ), ( , , , )
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A0

1 2 3 4

1 2 3 4
=






, A1

1 2 3 4

2 1 4 3
=






, A2

1 2 3 4

3 4 1 2
=






, A3

1 2 3 4

4 3 2 1
=






;

B0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





*
, B1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





*
, B2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





*
, B3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





*
;

C0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





* , C1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





* , C2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





* , C3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





* ;

D0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





* , D1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





* , D2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





* , D3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





* ;

F0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





* , F1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





* , F2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





* , F3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





* ;

R0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





* * , R1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





* * , R2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





* * , R3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





* * ;

S0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





* * , S1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





* * , S2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





* * , S3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





* * ;

T0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





* * , T1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





* * , T2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





* * , T3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





* * ;

A0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





* * * * , A1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





* * * * , A2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





* * * * , A3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





* * * * ;

B0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





* * * , B1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





* * * , B2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





* * * , B3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





* * * ;

C0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





* * * , C1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





* * * , C2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





* * * , C3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





* * * ;

D0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





* * * , D1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





* * * , D2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





* * * , D3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





* * * ;

F0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





* * * , F1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





* * * , F2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





* * * , F3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





* * * ;

R0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





* * , R1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





* * , R2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





* * , R3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





* * ;

S0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





* * , S1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





* * , S2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





* * , S3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





* * ;

T0

1 2 3 4

1 2 3 4
=





* * , T1

1 2 3 4

2 1 4 3
=





* * , T2

1 2 3 4

3 4 1 2
=





* * , T3

1 2 3 4

4 3 2 1
=





* * .

Таблица 1

Тождественные и четные подстановки четвертой степени элементов множества четырехмерного ортонормированного 
базиса и противоположных элементов

Таблица 2

Множество мономиальных (1, 0, -1) – матриц

A0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

= , A1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

= , A2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

= , A3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

= ;



18

Восточно-Европейский журнал передовых технологий 3/3 ( 39 ) 2009

Продолжение таблицы 2

B0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=

−

, B1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=

−

, B2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=

−

, B3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=

−

;

C0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=
−

, C1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=
−

, C2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=
−

, C3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=
−

;

D0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=
−

, D1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=
−

, D2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=
−

, D3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=
−

;

F0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=

−

, F1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=

−

, F2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=

−

, F3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=

−

;

R0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=
−

−

, R1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=
−

−

, R2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=
−

−

, R3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=
−

−

;

S0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=
−

−

, S1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=
−

−

, S2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=
−

−

, S3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=
−

−

;

T0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=

−

−

, T1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=

−

−

, T2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=

−

−

, T3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=

−

−

;

A0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=

−
−

−
−

, A1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=

−
−

−
−

, A2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=

−
−

−
−

, A3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=

−
−

−
−

;

B0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=

−
−

−
, B1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=

−
−

−
, B2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=

−
−

−
, B3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=

−
−

−
;

C0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=

−
−

−

, C1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=

−
−

−

, C2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=

−
−

−

, C3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=

−
−

−

;
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D0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=

−

−
−

, D1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=

−

−
−

, D2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=

−

−
−

, D3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=

−

−
−

;

F0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=
−

−
−

, F1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=
−

−
−

, F2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=
−

−
−

, F3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=
−

−
−

;

R0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=

−
−

, R1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=

−
−

, R2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=

−
−

, R3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=

−
−

;

S0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=

−

−
, S1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=

−

−
, S2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=

−

−
, S3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=

−

−
;

T0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=
−

−
, T1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=
−

−
, T2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=
−

−
, T3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=
−

−
.

Продолжение таблицы 2

Таблица 3

Таблица умножения множества мономиальных (1, 0, -1) – матриц четвертого порядка, составляющих мультипликативную 
группу шестьдесят четвертого порядка

* A A A A0 1 2 3  B B B B0 1 2 3  C C C C0 1 2 3  D D D D0 1 2 3

* A A A A0 1 2 3  B B B B0 1 2 3  C C C C0 1 2 3  D D D D0 1 2 3

A

A

A

A

0

1

2

3

A

A

A

A

0

1

2

3

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B B B B

C C C C

D D D D

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C C C C

B B B B

F F F F

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D D D D

F F F F

B B B B

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B

B

B

B

0

1

2

3

B

B

B

B

0

1

2

3

B B B B

B B B B

B B B B

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A

R R R R

S S S S

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R R R R

A A A A

T T T T

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S S S S

T T T T

A A A A

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C

C

C

C

0

1

2

3

C

C

C

C

0

1

2

3

C C C C

C C C C

C C C C

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R R R R

A A A A

T T T T

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A

R R R R

S S S S

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T T T T

S S S S

R R R R

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D

D

D

D

0

1

2

3

D

D

D

D

0

1

2

3

D D D D

D D D D

D D D D

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S S S S

T T T T

A A A A

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T T T T

S S S S

R R R R

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A

R R R R

S S S S

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0
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F

F

F

F

0

1

2

3

F

F

F

F

0

1

2

3

F F F F

F F F F

F F F F

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T T T T

S S S S

R R R R

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S S S S

T T T T

A A A A

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R R R R

A A A A

T T T T

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R

R

R

R

0

1

2

3

R

R

R

R

0

1

2

3

R R R R

R R R R

R R R R

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C C C C

B B B B

F F F F

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B B B B

C C C C

D D D D

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

F F F F

D D D D

C C C C

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S

S

S

S

0

1

2

3

S

S

S

S

0

1

2

3

S S S S

S S S S

S S S S

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D D D D

F F F F

B B B B

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

F F F F

D D D D

C C C C

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B B B B

C C C C

D D D D

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T

T

T

T

0

1

2

3

T

T

T

T

0

1

2

3

T T T T

T T T T

T T T T

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

F F F F

D D D D

C C C C

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D D D D

F F F F

B B B B

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C C C C

B B B B

F F F F

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

Продолжение таблицы 3

* F F F F0 1 2 3 R R R R0 1 2 3 S S S S0 1 2 3 T T T T0 1 2 3

* F F F F0 1 2 3 R R R R0 1 2 3 S S S S0 1 2 3
T T T T0 1 2 3

A

A

A

A

0

1

2

3

A

A

A

A

0

1

2

3

F F F F

D D D D

C C C C

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R R R R

R R R R

R R R R

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S S S S

S S S S

S S S S

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T T T T

T T T T

T T T T

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B

B

B

B

0

1

2

3

B

B

B

B

0

1

2

3

T T T T

S S S S

R R R R

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C C C C

C C C C

C C C C

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D D D D

D D D D

D D D D

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

F F F F

F F F F

F F F F

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C

C

C

C

0

1

2

3

C

C

C

C

0

1

2

3

S S S S

T T T T

A A A A

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B B B B

B B B B

B B B B

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

F F F F

F F F F

F F F F

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D D D D

D D D D

D D D D

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D

D

D

D

0

1

2

3

D

D

D

D

0

1

2

3

R R R R

A A A A

T T T T

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

F F F F

F F F F

F F F F

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B B B B

B B B B

B B B B

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C C C C

C C C C

C C C C

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

F

F

F

F

0

1

2

3

F

F

F

F

0

1

2

3

A A A A

R R R R

S S S S

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D D D D

D D D D

D D D D

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C C C C

C C C C

C C C C

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B B B B

B B B B

B B B B

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R

R

R

R

0

1

2

3

R

R

R

R

0

1

2

3

D D D D

F F F F

B B B B

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T T T T

T T T T

T T T T

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S S S S

S S S S

S S S S

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0
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* A A A A0 1 2 3 B B B B0 1 2 3 C C C C0 1 2 3 D D D D0 1 2 3

* A A A A0 1 2 3
B B B B0 1 2 3 C C C C0 1 2 3

D D D D0 1 2 3

A

A

A

A

0

1

2

3

A

A

A

A

0

1

2

3

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B B B B

C C C C

D D D D

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C C C C

B B B B

F F F F

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D D D D

F F F F

B B B B

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B

B

B

B

0

1

2

3

B

B

B

B

0

1

2

3

B B B B

B B B B

B B B B

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A

R R R R

S S S S

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R R R R

A A A A

T T T T

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S S S S

T T T T

A A A A

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C

C

C

C

0

1

2

3

C

C

C

C

0

1

2

3

C C C C

C C C C

C C C C

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R R R R

A A A A

T T T T

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A

R R R R

S S S S

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T T T T

S S S S

R R R R

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D

D

D

D

0

1

2

3

D

D

D

D

0

1

2

3

D D D D

D D D D

D D D D

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S S S S

T T T T

A A A A

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T T T T

S S S S

R R R R

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A

R R R R

S S S S

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

F

F

F

F

0

1

2

3

F

F

F

F

0

1

2

3

F F F F

F F F F

F F F F

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T T T T

S S S S

R R R R

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S S S S

T T T T

A A A A

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R R R R

A A A A

T T T T

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R

R

R

R

0

1

2

3

R

R

R

R

0

1

2

3

R R R R

R R R R

R R R R

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C C C C

B B B B

F F F F

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B B B B

C C C C

D D D D

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

F F F F

D D D D

C C C C

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S

S

S

S

0

1

2

3

S

S

S

S

0

1

2

3

S S S S

S S S S

S S S S

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D D D D

F F F F

B B B B

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

F F F F

D D D D

C C C C

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B B B B

C C C C

D D D D

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T

T

T

T

0

1

2

3

T

T

T

T

0

1

2

3

T T T T

T T T T

T T T T

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

F F F F

D D D D

C C C C

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D D D D

F F F F

B B B B

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C C C C

B B B B

F F F F

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S

S

S

S

0

1

2

3

S

S

S

S

0

1

2

3

C C C C

B B B B

F F F F

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T T T T

T T T T

T T T T

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R R R R

R R R R

R R R R

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T

T

T

T

0

1

2

3

T

T

T

T

0

1

2

3

B B B B

C C C C

D D D D

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S S S S

S S S S

S S S S

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R R R R

R R R R

R R R R

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

Продолжение таблицы 3
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* F F F F0 1 2 3 R R R R0 1 2 3 S S S S0 1 2 3 T T T T0 1 2 3

* F F F F0 1 2 3 R R R R0 1 2 3 S S S S0 1 2 3
T T T T0 1 2 3

A

A

A

A

0

1

2

3

A

A

A

A

0

1

2

3

F F F F

D D D D

C C C C

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R R R R

R R R R

R R R R

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S S S S

S S S S

S S S S

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T T T T

T T T T

T T T T

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B

B

B

B

0

1

2

3

B

B

B

B

0

1

2

3

T T T T

S S S S

R R R R

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C C C C

C C C C

C C C C

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D D D D

D D D D

D D D D

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

F F F F

F F F F

F F F F

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C

C

C

C

0

1

2

3

C

C

C

C

0

1

2

3

S S S S

T T T T

A A A A

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B B B B

B B B B

B B B B

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0


F F F F

F F F F

F F F F

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D D D D

D D D D

D D D D

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D

D

D

D

0

1

2

3

D

D

D

D

0

1

2

3

R R R R

A A A A

T T T T

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

F F F F

F F F F

F F F F

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B B B B

B B B B

B B B B

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C C C C

C C C C

C C C C

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

F

F

F

F

0

1

2

3

F

F

F

F

0

1

2

3

A A A A

R R R R

S S S S

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

D D D D

D D D D

D D D D

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

C C C C

C C C C

C C C C

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

B B B B

B B B B

B B B B

B B B B

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R

R

R

R

0

1

2

3

R

R

R

R

0

1

2

3

D D D D

F F F F

B B B B

C C C C

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T T T T

T T T T

T T T T

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S S S S

S S S S

S S S S

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S

S

S

S

0

1

2

3

S

S

S

S

0

1

2

3

C C C C

B B B B

F F F F

D D D D

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T T T T

T T T T

T T T T

T T T T

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R R R R

R R R R

R R R R

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

T

T

T

T

0

1

2

3

T

T

T

T

0

1

2

3

B B B B

C C C C

D D D D

F F F F

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

S S S S

S S S S

S S S S

S S S S

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

R R R R

R R R R

R R R R

R R R R

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

Продолжение таблицы 3
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Таблица 5

Таблицы умножения абелевых подгрупп порядка 4

* A0 A1 A2 A3

A0 A0 A1 A2 A3

A1 A1 A0 A3 A2

A2 A2 A3 A0 A1

A3 A3 A2 A1 A0

* A0 R1 S2 T3

A0 A0 R1 S2 T3

R1 R1 A0 T3 S2

S2 S2 T3 A0 R1

T3 T3 S2 R1 A0

Порядок
подгруппы

№
п/п

Элементы подгруппы

4
1

2

A A A A

A R S T
0 1 2 3

0 1 2 3

8

1

2

3

4

5

6

7

*

*

A A A A A A A A

A R S T A R S T

A S T R A S T R

A T S R A

0 1 2 3 0 1 2 3

0 2 3 1 0 2 3 1

0 1 2 3 0 1 2 3

0 1 2 3 0 TT S R

A S R T A S R T

A R T S A R T S

A R S T A R S T

1 2 3

0 1 2 3 0 1 2 3

0 1 2 3 0 1 2 3

0 0 0 0 0 0 0 0

16

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

A R S T A R S T A R S T A R S T

A R S T A R S T A R S T A
0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 RR S T

A R S T A R S T A R S T A R S T

A R S T A R S T A R

0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 11 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0

S T A R S T

A R S T A R S T A R S T A R S T

A R S T A R SS T A R S T A R S T

A R S T A R S T A R S T A R S T

A R S

0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 11 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0

T A R S T A R S T A R S T

A R S T A R S T A R S T A R S TT

A R S T A R S T A R S T A R S T

A R S T A R S T A R S T

0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 11 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0

A R S T

A R S T A R S T A R S T A R S T

A R S T A R S T AA R S T A R S T

A R S T A R S T A R S T A R S T

A R S T A

0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 11 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0

R S T A R S T A R S T

A R S T A R S T A R S T A R S T

A RR S T A R S T A R S T A R S T

A R S T A R S T A R S T A R
1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 00 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1

S T

A R S T A R S T A R S T A R S T

A R S T A R S T A R SS T A R S T

A R S T A R S T A R S T A R S T

A R S T A R S

1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 00 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1

T A R S T A R S T

A R S T A R S T A R S T A R S T

A R S TT A R S T A R S T A R S T1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

32
1 A A A A R R R R S S S S T T T T

A A A A R R R R S S S S T
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 TT T T1 2 3

Таблица 4

Подгруппы множества мономиальных (1, 0, -1) – матриц
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Таблица 6

Таблицы умножения некоммутативных подгрупп порядка 8

* A T R S0 1 2 3  A T R S0 1 2 3

A

T

R

S

0

1

2

3

A

T

R

S

0

1

2

3

A T R S

T A S R

R S A T

S R T A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

 

A T R S

T A S R

R S A T

S R T A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A T R S

T A S R

R S A T

S R T A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

 

A T R S

T A S R

R S A T

S R T A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A S T R0 1 2 3  A S T R0 1 2 3

A

S

T

R

0

1

2

3

A

S

T

R

0

1

2

3

A S T R

S A R T

T R A S

R T S A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

 

A S T R

S A R T

T R A S

R T S A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A S T R

S A R T

T R A S

R T S A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

 

A S T R

S A R T

T R A S

R T S A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

Таблица 7

Таблицы умножения Абелевых подгрупп порядка 8

* A A A A0 1 2 3  A A A A0 1 2 3

A

A

A

A

0

1

2

3

A

A

A

A

0

1

2

3

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

 

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

 

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

* A T S R0 1 2 3  A T S R0 1 2 3

A

T

S

R

0

1

2

3

A

T

S

R

0

1

2

3

A T S R

T A R S

S R A T

R S T A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

 

A S T R

T A R S

S R A T

R S T A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A T S R

T A R S

S R A T

R S T A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

 

A T S R

T A R S

S R A T

R S T A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

* A S R T0 1 2 3  A S R T0 1 2 3

A

S

R

T

0

1

2

3

A

S

R

T

0

1

2

3

A S R T

S A T R

R T A S

T R S A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

 

A S R T

S A T R

R T A S

T R S A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A S R T

S A T R

R T A S

T R S A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

 

A S R T

S A T R

R T A S

T R S A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

* A R T S0 1 2 3  A R T S0 1 2 3

A

R

T

S

0

1

2

3

A

R

T

S

0

1

2

3

A R T S

R A S T

T S A R

S T R A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

 

A R T S

R A S T

T S A R

S T R A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A R T S

R A S T

T S A R

S T R A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

 

A R T S

R A S T

T S A R

S T R A

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

Аналогично проводится рассмотрение двадцати 
четырех таблиц умножения подгрупп 16-го порядка и 
подгруппы 32-го порядка.

Известно, что кватернион определяется как гипер-
комплексное число:

e a e a e a e a0 0 1 1 2 2 3 3+ + +

(используется также запись: 1 0 1 2 3a ia ja ka+ + + )
где e a0 0 (1 0a ) – скалярная,
e a e a e a1 1 2 2 3 3+ +  ( ia ja ka1 2 3+ + ) – векторная часть 

кватерниона,
a a a a0 1 2 3, , ,  - действительные числа,
e e e e i j k0 1 2 3 1, , , , , ,( )  - элементы базиса.
Здесь e0 (1) – вещественная единица, e e e1 2 3, ,  ( i j k, , ) 

могут трактоваться как специальные кватернионы (ги-
перкомплексные единицы), либо как базисные векторы 
трехмерного пространства [9, 23]. Для элементов базиса 
пространства кватернионов приняты специальные пра-
вила умножения [12]:

e e e e1
2

2
2

3
2

0= = = −
= − =
= − =
= − =

;

;

;

;

e e e e e

e e e e e

e e e e e

1 2 2 1 3

2 3 3 2 1

3 1 1 3 2

 

i l k

ij ij k

jk kj i

ki ik j

2 2 2 1= = = −
= − =
= − =
= − =



















;

;

;

.

Множество, состоящее из восьми элементов e e e e0 1 2 3, , , , 
− − − −e e e e0 1 2 3, , , , 1 1, , , , , , ,i j k i j k( ) − − − −( )  (здесь знак минус 
служит различительным значком), составляет группу 
кватернионов с известной таблицей умножения [6]. Из 
сравнения группы кватернионов и найденных некомму-
тативных подгрупп восьмого порядка, устанавливаем их 
изоморфность [10]. При этом возможен различный поря-
док сопоставления элементов базиса пространства кватер-
нионов элементам рассматриваемых некоммутативных 
подгрупп. Перечень конкретных вариантов сопоставления 
для этих подгрупп приводится в табл.8. 
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В частности, для номера 16 первой некоммутатив-
ной подгруппы и для номера 10 второй некоммутатив-
ной подгруппы имеем:

1

1
0 1 2 3

0 1 2 3

   

   

A i T j R k S

A i S j T k R

, , , ,

, , , . ,

что соответствует известным обозначениям [16], 
приведенным в табл.9.

Элементы
Базиса

Элементы подгрупп

1

i

j

k

№

A0 A0 A0 A0 A0 A0 A0  A0  A0 A0 A0  A0 A0 A0  A0   A0 A0 A0  A0  A0 A0  A0  A0  A0

S1 T2 R3 S1  T2 R3  S1 T2  R3 S1  T2  R3 S1 T2  R3  S1  T2 R3  S1  T2  R3 S1  T2  R3

T2 R3 S1 R3  S1 T2  R3 S1 T2  R3 S1  T2 T2  R3  S1 T2 R3  S1  T2  R3 S1  R3  S1  T2

R3 S1 T2 T2 R3  S1 T2  R3 S1 T2 R3 S1  R3  S1 T2  R3  S1  T2  R3 S1  T2  T2  R3  S1

1   2   3   4    5    6   7    8   9  10 11  12 13  14  15 16* 17  18  19  20  21  22  23  24

1

i

j

k

№

A0 A0 A0 A0  A0 A0 A0  A0 A0  A0 A0 A0  A0  A0  A0   A0 A0  A0  A0 A0  A0  A0  A0  A0

T1 S3 R2 T1  R2 S3  T1 R2  S3 T1  R2  S3  T1  S3  R2  T1  S3  R2 T1  S3  R2  T1  R2  S3

S2 R3 T1 R2 S3  T1 R2  S3 T1   R2 S3  T1   S3  R2  T1 S3  R2 T1  S3  R2  T1  R2  S3  T1

R2 T1 S3 S3  T1 R2  S3 T1  R2  S3 T1  R2  R2  T1 S3  R2 T1  S3  R2  T1  S3  S3  T1  R2

1    2   3   4    5   6    7    8   9   10* 11 12  13  14  15 16  17 18  19   20 21   22  23  24

Таблица 8

Варианты сопоставления элементов базиса пространства кватернионов элементами некоммуттивных подгрупп порядка 8

Элементы
кватерниона

Базисные матрицы Обозначения

l A0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

= A E0 0=

i T S1 1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=
−

−
=

−

− T E S Et1 1 1 1= =,

j R T2 2

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

=
−

−

=

−

−

R E T Et2 2 2 2= =,

k S R3 3

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

=
−

−

=

−
−

S E R Et3 3 3 3= =,

-1 A0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=

−
−

−
−

A I0 =

-i T S1 1
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Таблица 9

Мономиальные матрицы, эквивалентные элементам пространства кватернионов
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Выводы

Вводится совокупность мономиальных (1, 0, -1)-
матриц четвертого порядка. Составленное множество 
матриц образует мультипликативную группу 64-го 
порядка. Находятся подгруппы 4-го, 8-го, 16-го, 32-го 
порядков и приводятся соответствующие им табли-
цы Кэли. Показывается, что среди семи подгрупп 
8-го порядка пять являются абелевыми, а две – неком-
мутативными. Устанавливается, что некоммутатив-
ные подгруппы 8-го порядка являются изоморфными 
группе кватернионов. Приводятся 24 варианта сопо-
ставления элементов базиса пространства кватерни-
онов и построенных мономиальных матриц. Из 24 
вариантов сопоставления выбирается один удобный 
вариант, удовлетворяющий критерию симметрии для 
каждой из двух некоммутативных подгрупп. Вводятся 
целесообразные обозначения для выбранных базис-
ных матриц.
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Получено аналітичний вираз підігріву вовни 
в зимовий період електромагнітною енергі-
єю КВЧ діапазону, який дозволяє ухвалити 
потужність ЕПМ та час нагрівання
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Получено аналитическое выражение подо-
грева шерсти в зимний период электромагнит-
ной энергией КВЧ диапазона, которое позво-
ляет определить мощность ЭМП и время 
нагрева
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Постановка проблемы

Одним из основных элементов процесса первичной 
обработки шерсти в зимний период является ее подо-
грев в кипах до 25°С и угнетение вредных микроорга-
низмов, так как в 1г шерсти содержится до 700 млн. 
бактерий.

Из вышесказанного следует, что подогрев шер-
сти в кипах желательно проводить таким способом, 
который минимизирует непроизводственные потери 
энергии, сохранить природные свойства шерсти, уни-
чтожить вредные микроорганизмы, будет экологиче-
ски безопасным с одной стороны, а с другой - позволит 
контролировать и регулировать ход процесса.

Всем этим требованиям отвечает электромагнит-
ный нагрев шерсти.

При его использовании весь объем нагревается 
одновременно до одной и той же температуры за корот-
кий промежуток времени.

Положительным фактором в данном случае явля-
ется и то, что данная задача может быть теоретически 
описана и строго решена. Возможность получения 
аналитического выражения, описывающего течение 
процесса подогрева шерсти, позволит устанавливать 
необходимую мощность ЭМП и время нагрева.

Анализ предшествующих исследований

По данным литературных источников |1,2|, элек-
тромагнитная энергия давно нашла применение для 
сушки материалов, дезинфекции зерна, уничтожения 
вредителей-насекомых, обработки комбикорма, сте-
рилизации тары, инструментов, спецодежды. Однако 
следует отметить, что результаты, полученные в этих 
работах, не могут быть использованы для разогрева 
шерсти в кипах и уничтожения вредных микроорга-
низмов.


