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КОЛЕБАНИЯ 
КОМПРЕССОРНОЙ 

ЛОПАТКИ ПРИ ЕЕ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИ 

НЕЛИНЕЙНОМ 
ДЕФОРМИРОВАНИИ

Розроблено метод аналізу нелінійних 
коливань компресорних лопаток, в основі 
якого лежить метод нелінійних нормаль-
них форм Шоу-Пьерра. Знайдено власні 
частоти та форми коливнь моделі лопатки. 
Проаналізовано режими нелінійних коли-
вань, їх стійкість

Ключові слова: нелінійні нормальні 
форми, компресорні лопатки, внутрішній 
резонанс

На основании метода нелинейных нор-
мальных форм Шоу-Пьерра разработан под-
ход к анализу нелинейных колебаний ком-
прессорных лопаток. Найдены собственные 
частоты и формы колебаний модели лопат-
ки. Исследованы режимы нелинейных коле-
баний и их устойчивость

Ключевые слова: нелинейные нормаль-
ные формы, компрессорные лопатки, вну-
тренний резонанс

The Shaw-Pierre nonlinear normal modes 
based method of nonlinear vibrations anal-
ysis of compressor blades is developed. 
Eigenfrequencies and eigenforms of model of a 
blade vibration are found. Nonlinear oscillati-
ons of a blade are analyzed, their stability are 
studied

Key words: nonlinear normal modes, compr-
essor blades, internal resonance
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1. Введение

Компрессорные лопатки в процессе эксплуатации 
находятся под действием значительных динамиче-
ских нагрузок, возникающих вследствие действия на 
лопатки потока газа. Зачастую, амплитуды колеба-
ний соизмеримы с толщиной лопатки. Для описания 
таких колебаний используется геометрически нели-
нейная теория. В статье [7] с помощью метода Ритца 
находились линейные собственные формы колебаний 
пологих анизотропных оболочек. Нелинейные коле-
бания раскладывались по двум линейным модам. С 
помощью метода Бубнова-Галеркина выводилась дис-
кретная модель системы. К.М. Лиев и С.В. Лира [9] ис-
пользовали энергетический подход для исследования 
линейных собственных колебаний прямоугольных 
в плане пологих оболочек различной гауссовой кри-
визны с различными условиями закрепления. Статьи 
[8,10] посвящены исследованию нелинейных колеба-
ний лопастей гидротурбины, которая моделировалась 

закрученной оболочкой переменной кривизны, имею-
щей в плане кольцевой сектор. Линейные колебания 
компрессорных лопаток исследованы в [3,4].

В этой статье исследованы нелинейные колебания 
компрессорной лопатки. Нелинейная колебания си-
стемы раскладывалась по собственным формам ли-
нейных колебаний. Получена модель системы с конеч-
ным числом степеней свободы, которая исследуется 
методом нелинейных нормальных форм Шоу-Пьерра с 
учетом внутренних резонансов.

2. Постановка задачи

Рассмотрим колебания компрессорной лопатки, 
представляющей собой пологую трапециевидную в 
плане закрученную оболочку переменной толщины. 
Оболочка защемлена по одной стороне и свободна по 
трем остальным. Эскиз плана такой оболочки пред-
ставлен на рис. 1. В связи со сложностью геометрии 
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срединной поверхности оболочки переход к главным 
координатам в данной задачи нецелесообразен.

Рис. 1. Эскиз плана оболочки

Профиль лопасти представляет собой круговой серп. 
По длине лопатки максимальная стрела изогнутости и 
максимальная толщина изменяются линейно. Краевые 
условия на защемленном участке контура имеют вид:
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где u x y t v x y t, , , ( , , )( ) , w x y t, ,( )  − перемещения точек 
срединной поверхности панели в направлении x y z, , , 
соответственно.

3. Линейные собственные частоты и формы колебаний 

Для нахождения собственных форм и частот ли-
нейных колебаний воспользуемся методом Релея-Рит-
ца. При применении этого метода необходимо удовлет-
ворять только кинематическим граничным условиям.

Потенциальную энергию оболочки представим так 
[2]:

где A  и B  – коэффициенты Ляме. Параметры, вхо-

дящие в (2), определяются так [1]:
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где   k k k1 2 12, ,  – кривизны координатных нормаль-
ных сечений срединной поверхности, ε ε γ1 2, ,  – компо-
ненты тангенциальной деформации, χ χ τ1 2, ,  – компо-
ненты изгибной деформации, ω ω1 2,  – углы вращения 
относительно тангенциальных осей, δ  – угол враще-
ния вокруг нормали [1]. Интеграл в (2) берется по пло-
щади проекции срединной поверхности оболочки на 
плоскость Λ . Поскольку в этом разделе рассматрива-
ются линейные колебания оболочек, то в выражениях 
(3) не учитываются нелинейные слагаемые.

Кинетическая энергия оболочки имеет следующий 
вид:

T w u v h x y ABdxdy= + +( ) ( )∫ρ
2
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где ρ  – плотность материала панели. Собственные 
формы и частоты линейных колебаний определяются 
методом Релея-Ритца.

4. Нелинейная дискретная модель колебаний 

Нелинейные колебания лопатки будем аппрокси-
мировать комбинацией собственных форм линейных 
колебаний. Колебания оболочки представим так:
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где W x y U x y V x y i Ni i i( , ), ( , ), ( , ), ,= 1  – норми-
рованные собственные формы линейных коле-
баний. Отметим, что функции (5) удовлетво-
ряют краевым условиям (1). Соотношения (5) 

введем в кинетическую и потенциальную энергии (2, 4). 
Используя кинетическую и потенциальную энергии, со-
ставим уравнение Лагранжа второго рода относительно 
обобщенных координат η η1 3,..., N . В силу закрученности 
лопатки, перемещения в направлении, ортогональном 
срединной поверхности лопатки, включают в себя не 
только перемещения w  в направлении оси z , но и пере-
мещения в направлении y  – v . Перемещения v  нельзя 
считать малыми, поэтому в уравнениях Лагранжа пре-
небрежем инерционными членами только по u . Тогда 
из 3N  обыкновенных дифференциальных уравнений 
Лагранжа N  уравнений превращаются в линейные 
алгебраические уравнения относительно η ηN N+1 2,..., . Ре-
шения линейных алгебраических уравнений введем в 
дифференциальные уравнения. В результате получим 
систему 2N  обыкновенных дифференциальных урав-
нений относительно η η η η1 2 1 3,..., , ,...,N N N+ .

Введем безразмерные переменные и параметры:
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где Ω1  – первая (наименьшая) собственная частота 
линейных колебаний, h0  – максимальная толщина в 
корневом сечении лопатки. В модальном пространстве 
динамическая система, описывающая колебания обо-
лочки принимает следующий вид:
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Для анализа нелинейных колебаний системы (6) 
воспользуемся нелинейными нормальными формами 
Шоу-Пьера [11]. Идея метода заключается в выделе-
нии одной или нескольких обобщенных координат, 
определяющих поведение системы в данном колеба-
тельном режиме. Остальные координаты при этом 
являются зависимыми. Выделим обобщенные коорди-
наты, например, пусть это будут первые M  координат 
ξ ξ1,.. M , которые определяют движение на нормальной 
форме. Нормальную форму (инвариантное многооб-
разие) представим так:
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Нелинейная нормальная форма (7) удовлетворяет 
следующим уравнениям в частных производных:
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Функции X Y k M Nk k, , ,..= +1 2  будем искать в виде 
полиномов от ξ ξ ξ ξ1 1, ,.. , 

M M  с неизвестными коэффици-
ентами. В случае, когда исходная система приведена 
к модальным координатам, т.е. имеет вид (6), в этих 
полиномах коэффициенты при степенях ниже второй 
автоматически равняются нулю. Введем эти полиномы 
в (8) и приравняем коэффициенты при одинаковых 
степенях ξ ξ ξ ξ1 1, ,.. , 

M M .

В результате получим множество систем линейных 
алгебраических уравнений. Первая система линейна 
относительно коэффициентов при вторых степенях, 
вторая – относительно коэффициентов при третьих 
степенях и т.д. Последовательно решая полученные 
системы линейных уравнений, находим коэффициен-
ты полиномов. После того, как нормальная форма (7) 
получена, представления для ξk k M N, ,..= +1 2  вводят-
ся в соответствующие уравнения системы (6). Таким 
образом, мы получаем систему M  дифференциальных 
уравнений, описывающую движение на нормальной 
форме:

    ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξk k M M M M N M Mf X X= ( )+1 1 1 1 2 1 1,.. , , ,.. , ,... , ,.. ,(( )( ) , 

k M= 1,.. .  (9)

Оценка устойчивости периодических движений 
проводилась с помощью теоремы Флоке-Ляпунова 
[6].

5. Численное моделирование колебаний

Рассмотрим модель стальной компрессорной ло-
патки с параметрами из [3]: b = 0 0285.  м, l = 0 134.  м, 
h0 0 00453= .  м, клиновидность лопатки χ = 0 4349. , 
максимальная стрела изогнутости у корня лопат-
ки f0 0 0055= .  м, отношение стрелы изогнутости на 
свободном конце к f0  φ = 0 4118. , угол закрутки 
ϕ0 0 422= . .

Для расчета собственных частот методом Релея-
Ритца базисные функции, удовлетворяющие гра-
ничным условиям (1), строились с помощью мето-
да R-функций [5]. Достаточное количество базисных 
функций устанавливалось исходя из требования схо-
димости собственных частот.

В табл. 1 приводятся результаты расчетов соб-
ственных частот, а также экспериментальные и рас-
четные данные из [3].

Таблица 1

Частоты, Гц

Резуль-
таты 

расчета
275.35 1020.14 1238.08 2428.35 2628.88 3153.8

Резуль-
таты 

расчета 
[3]

285 1000 1215 2560 3280

Экспе-
римент 

[3]
273 1000 1223 2457 2946

На рис. 2 приведены узловые линии собственных 
форм линейных колебаний W x yi( , ) . Первые формы 
хорошо согласуются с приведенными в [3, 4].

Рис. 2. Узловые линии первых собственных форм

Как следует из анализа частот, в системе может 
существовать внутренний резонанс между четвертой 
и пятой собственными частотами 1:1. Между третьей и 
четвертой, а также третьей и пятой собственными ча-
стотами может существовать внутренний резонанс 1:2.
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Для получения дискретной модели нелинейных ко-
лебаний лопатки в разложениях (5) использовались 
первые пять собственных форм. После исключения 
обобщенных координат по u  мы приходим к системе 
с десятью степенями свободы вида (6). Системы такой 
размерности крайне сложно анализировать. Вследствие 
возможности существования в системе внутренних резо-
нансов между третьей, четвертой и пятой собственными 
формами колебаний, логичным выглядит предположе-
ние, что в широком диапазоне частот поведение систе-
мы определяется именно этими тремя координатами. 
Поэтому три обобщенные координаты – ξ ξ ξ3 4 5, ,  – и их 
производные были выбраны в качестве независимых для 
построения нормальной формы. Таким образом, вместо 
системы десяти уравнений (6) мы пришли к системе трех 
уравнений (9). Движения на этой форме исследовались с 
помощью метода гармонического баланса.

Рассмотрим колебания с преобладающей коорди-
натой ξ3 , которая автопараметрически возбуждает 
колебания ξ5  с удвоенной частотой. Такой режим 
существует, пока амплитуда ξ5  мала (рис. 3). На рис. 
3 по оси ординат показывается размах колебаний 
Ri i i= ( )( ) − ( )( )( )0 5. max minξ τ ξ τ . Устойчивые колеба-
ния показываются сплошной линией, а неустойчи-
вые – пунктирной. Вертикальными линиями на рис. 
3 показаны линейные собственные частоты соответ-
ствующих координат. Амплитуды остальных обоб-
щенных координат в этом режиме близки к нулю. 
При дальнейшем увеличении частоты колебаний ξ3  
и ξ5  совершают колебания с частотой 2Ω , при этом 
амплитуда ξ3  становится малой.

Рис. 3. Амплитудно-частотные характеристики

Колебания с преобладающей обобщенной коорди-
натой ξ4  возбуждают также координаты ξ3  (с в два 
раза меньшей частотой) и ξ5 , однако этот режим ока-
зывается полностью неустойчивым.

Колебания с преобладающей обобщенной коорди-
натой ξ5  не возбуждают колебаний остальных обоб-
щенных координат. Амплитудно-частотная характе-
ристика для этого режима приведена на рис. 4.

Рис. 4. Амплитудно-частотная характеристика

Для оценки точности решения, полученного с по-
мощью метода нелинейных нормальных форм метод 
гармонического баланса применялся к полной системе 
нелинейных дифференциальных уравнений (6). Полу-
ченные таким образом решения в устойчивых частях 
совпадают с результатами, полученными нелинейны-
ми нормальными модами.

Для подтверждения представленных выше резуль-
татов проводилось прямое численное моделирование 
системы (6). Результаты этого моделирования показа-
ны на рис. 3-4 точками.

6. Заключение

Амплитуды колебаний в резонансных режимах ча-
сто соизмеримы с толщиной компрессорных лопаток. 
При проектировании лопаток необходимо оценивать 
возможность возникновения внутренних резонансов, 
так как реализация таких режимов приводит к уста-
лостным поломкам оборудования. Анализ свободных 
колебаний является отправной точкой для анализа 
вынужденных колебаний реальных лопаток.

Проведенный анализ показал, что предложенный 
метод позволяет эффективно анализироваться нели-
нейные колебания компрессорных лопаток, описыва-
емые дискретными моделями большой размерности. 
Метод позволяет с достаточной точностью строить 
скелетные кривые колебаний при наличии в системе 
внутренних резонансов.
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