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Розроблено метод оцінки напружено-
деформованого стану дорожнього покрит-
тя внаслідок дії експлуатаційних наван-
тажень. Для вирішення вказаної задачі 
використано розв’язок класичної задачі 
Бусінеска. Досліджено можливість урахуван-
ня просторової конфігурації ділянок шосе при 
оцінці їх напружено-деформованого стану. 
Такий підхід дасть можливість створювати 
програмні комплекси для оцінки та прогнозу-
вання стану дорожнього покриття на основі 
аналізу трафіку

Ключові слова: дорожнє покриття, напру-
жений стан, деформований стан, задача 
Бусінеска, радіус кривизни

Разработан метод оценки напряжен-
но-деформированного состояния дорожного 
покрытия вследствие действия эксплуатаци-
онных нагрузок. Для решения указанной зада-
чи использовано решение классической задачи 
Буссинеска. Исследована возможность учета 
пространственной конфигурации участков 
шоссе при оценке их напряженно-деформи-
рованного состояния. Такой подход позволит 
создавать программные комплексы для оцен-
ки и прогнозирования состояния дорожного 
покрытия на основе анализа трафика

Ключевые слова: дорожное покрытие, 
напряженное состояние, деформированное 
состояние, задача Буссинеска, радиус искрив-
лений

1. Вступ

Стан автомобільних доріг України викликає ба-
гато нарікань у користувачів транспортних засобів, 
оскільки він впливає на швидкість та якість пере-
везень, обумовлює значне погіршення стану техніч-
них засобів, що експлуатуються в даних умовах. Не 
завжди вдається відповісти на питання про те, чому 
автомобільні шляхи приходять в неналежний стан 
вже через декілька місяців після ремонту. Очевидно, 
що проблематика оцінки технічного стану автомо-
більних доріг є актуальною. 

Вона розглядається в різних аспектах – дослід-
ження апаратними методами, що вимагає, як прави-
ло, значних об’ємів експериментальних досліджень, 
а також методами математичного моделювання, що 
є особливо ефективним за умов сучасного рівня роз-
витку комп’ютерної техніки.

В пропонованій роботі наведено математичні мо-
делі процесу деформування та напруженого стану 
дорожнього покриття при різних умовах експлуата-
ції та зміну геометричної конфігурації траси, роз-
глядаються різні схеми навантаження дорожнього 
покриття.

2. Літературний огляд та постановка проблеми

Незважаючи на те, що методики прокладання до-
ріг, технології виготовлення дорожнього покриття 
є добре відомими [1–3], при їх практичній реаліза-
ції показники якості відрізняються від реальних. 
У зв’язку з цим виникає потреба діагностування 
реального технічного стану дорожнього покриття. 
В найпростішій постановці задачі оцінки напру-
жено-деформованого стану дорожнього покриття 
використовується задача оцінки напруженого стану 
півпростору, який виникає внаслідок дії зосередже-
ної сили P [3]. 

Існує значна кількість досліджень задач такого 
роду [4–6], проте вони, як правило, присвячені ви-
рішенню задач теоретичного характеру. Для вирі-
шення вказаної задачі з урахуванням особливостей 
досліджуваних об’єктів – автомобільних доріг –  
використовується розв’язок класичної задачі Бусі-
неска [7] про дію зосередженої сили P на границі 
пружного півпростору x3 0= , причому лінія дії сили 
ортогональна його границі. 

Задача Бусінеска є універсальним засобом для 
моделювання широкого класу задач технічної діаг-
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ностики (дорожнє покриття, елементи конструкції 
об’єктів нафтогазової промисловості, злітно-посад-
кові смуги аеропортів тощо). Крім того, необхідно 
вказати на те, що використання результатів вирі-
шення задачі Бусінеска дозволяє побудувати до-
статньо простий розрахунковий алгоритм при мо-
делюванні реальних об’єктів – достатньо строгий 
математичний апарат адаптується до конкретної 
технічної задачі. 

При цьому при вирішенні таких задач вдається 
уникнути необхідності урахування сингулярностей 
в розрахункових алгоритмах шляхом відповідного 
підбору схем навантаження [9].

Важливого значення набуває також побудова мо-
делей для оцінки зміни НДС дорожнього покриття з 
урахуванням особливостей реального стану покрит-
тя (зміна геометричної конфігурації дорожнього по-
криття, особливості експлуатації, тип транспортних 
засобів тощо) з використанням класичних підходів 
[8–10].

Метою дослідження є:
– моделювання процесу деформування та напру-

женого стану дорожнього покриття з використан-
ням методів класичної теорії пружності (розв’язок 
задачі Бусінеска) та урахуванням схем наванта-
ження покриття, інтенсивності руxу, властивостей 
матеріалу та їх зміни внаслідок часу та умов експлуа- 
тації;

– розробка програмного забезпечення для реалі-
зації вказаних моделей, що дозволяє робити ефек-
тивні прогнози стосовно часу експлуатації покриття 
та корегувати схеми та технологію прокладання та 
ремонту доріг для підвищення надійності їх експлу-
атації.

3. Математична модель процесу деформування 
дорожнього покриття

Згідно з результатами [7] розв’язку задачі Бусіне-
ска компоненти вектора переміщень, обумовлені дією 
на півпростір зосередженої сили P, визначаються за 
формулами:
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де x1
2 , x2

2 , x3
2  – декартові координати точки, в якій 

визначаються переміщення; P – зосереджена сила, 
E  – модуль Юнга матеріалу, з якого виготовлено до-
рожнє покриття, v  – коефіцієнт Пуассона цього мате-

ріалу, r x x x= + +1
2

2
2

3
2 , якщо точка прикладення сили 

має координати (0;0;0).

Компоненти тензора напружень при цьому обчис-
люються за формулами:
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Для оцінки напружено-деформованого стану на 
поверхні дорожнього покриття ( x3 0= ) формули (1) та 
(2) використовуються у вигляді:
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а для компонент тензора напружень:
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де r x x= +1
2

2
2 .

Формули (1), (2) можуть бути використані для 
оцінки напружено-деформованого стану дорожнього 
покриття в тому випадку, коли сила P  прикладена в 
точці з координатами η η η( , , )1 2 0 . При цьому вони на-
бувають вигляду:
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Для компонент тензора напружень:
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де r x x xη η η η= − + − + −( ) ( ) ( )1 1
2

2 1
2

3 1
2 .

З метою вивчення залежності компонент тензора 
напружень від глибини при дії фіксованої сили було 
досліджено поведінку залежностей (2) від x3  при фік-
сованих значеннях x x1 2,  та сталих фізико-механічних 
параметрах матеріалу. В формулі (2) остання залеж-
ність має вигляд:

σ
π π33

3
2

5 3
2

1
2

2
2

3
2 5 2

1 3

3
2

3
2

= − = − ⋅ ⋅ + + =
Px

r
P

x x x x F x( ) ( )./  (7)

Досліджуючи F x( )3  на екстремум, одержується:
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З умови F x1 3 0'( ) =  встановлюється, що екстремаль-
не значення F x1 3 33( ) = σ  досягається на глибині:
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Умова (9) дозволяє зробити вис-

новок про те, що максимальні зна-
чення напружень досягається на 
певній глибині, яку можна визна-
чити за формулою (9). Аналогічно 
можна встановити, що максималь-
ні за модулем значення для σ13  та σ23  
досягаються в точках:
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Для оцінки поведінки компо-
нент σ11 , σ12  та σ22  будуються 
графіки цих функцій від x3  при 
фіксованих x1  та x2  при однако-
вих значеннях діючих сил та ха-
рактеристик E  та v  матеріалу. 
Розподіл цих напружень подано 
на рис. 1.

На основі результатів, наведених на 
рис. 1, можна зробити висновок про те, 
що всі компоненти тензора напружень 
мають максимум на певній глибині до-
рожнього покриття, що висуває певні 
технологічні вимоги до спорудження 
об’єктів такого роду. Для більш деталь-
ного вивчення розподілу значень меха-
нічних напружень необхідно задати ре-
альні значення параметрів P E v x x x, , , , ,1 2 3 , 
оскільки дані, подані на рис. 1, мають 
модельний характер.

Для оцінки впливу на НДС дорожнього покриття 
пропонується наступна схема (рис. 2):

Рис. 2. Схема навантаження дорожнього покриття від 
одного транспортного засобу

В точках A i i i( , , )η η η1 2 3  зосереджено навантажен-
ня P / 4 , де P  – вага транспортного засобу. В такому 
випадку компоненти тензора напружень в точці 
P x x x( , , )1 2 3  можуть бути визначені за формулами:
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Рис. 1. Розподіл напружень по глибині дорожнього 
покриття
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де r x x xi i i iη η η η= − + − + −( ) ( ) ( ) .1 1
2

2 2
2

3 3
2

Результати (11) можуть бути узагальнені на випа-
док ділянки дороги, по якій рухаються k  транспор-
тних засобів різної ваги Pj  (рис. 3 та рис. 4).

Рис. 3. Схема оцінки навантаження на дорожнє покриття 
для трьох транспортних засобів

Навантаження на дорожнє покриття в точці 
B x x x( , , )1 2 3  визначається за формулами (11), проте в 
кожній із сум в даному випадку буде не чотири, а 4k  
доданків, де k  – кількість транспортних засобів, 
кожен з яких має вагу Pi j k, ,..,=1 .

На рис. 4 відображено ділянку дороги, що пред-
ставляє собою дві полоси різних напрямків. Точки 
Ai  виражають зони контакту транспортних засобів з 
дорожнім покриттям (колеса), а Pj k=1,..,  - навантаження, 
прикладене до дорожнього покриття за рахунок маси 
та прискорення транспортного засобу. Лінії, що з’єдну-
ють ці точки, це відстані між колесами (колісна база –  
відстань між переднім і заднім колесом, колісна пара –  
відстань між лівим і правим колесом).

Дану ділянку для зручності відображено в першій 
чверті декартової системи координат таким чином, 
щоб праве переднє колесо (точка A1 ) першого транс-
портного засобу було точкою відліку. Метою дослід-
ження є визначення напружень в точці B  з координа-
тами ( , , )x x x1 2 3 .

Для такого експерименту було обрано конкретні 
транспортні засоби, що представляють собою легко-
ві автомобілі. Маси автомобілів варіюють від 1116 до 
2135 кг. Колісні бази – від 2470 до 3002 мм, колісні 
пари – від 1110 до 1651 мм [12]. Посилаючись на цю 
інформацію, можна визначити координати всіх точок і 
навантаження, прикладені в них.

Використання залежностей виду (6), (11) перед-
бачає, що рух транспортних засобів здійснюється по 
прямолінійних траєкторіях. В той же час багато діля-
нок доріг не є прямолінійними, наявні викривлення 
осей доріг в різних площинах, що обумовлює появу 
додаткових навантажень. Зокрема, в разі викривлень 
у вертикальній площині викликає додаткове наванта-
ження від дії відцентрової сили, яке можна оцінити за 
відомою формулою:

P
mv

Ry =
2

,  (12)

де m  – маса транспортного засобу; v  – швидкість 
його руху; R  – радіус кривизни траєкторії. Радіус 
кривизни траєкторії можна визначати багатьма спо-
собами. Якщо лінія дороги може бути математично 
параметризована у вигляді аналітичної залежності 
y f x= ( ),  то радіус кривизни може бути визначений за 
відомою формулою:

1
1 2 3 2R

y x
y x

=
+

''( )
[ ' ( )]

,/  (13)

причому вказаний радіус кривизни визначається в 
точці ( , ( )).x f x

Причому випадок аналітичного задання y f x= ( )  
стосується лише окремих модельних ділянок. В пере-
важній більшості практичних випадків вказана за-
лежність не може бути одержаною. Як правило (рис. 5), 
можна визначити координати трьох точок.

Рис. 4. Схема оцінки навантаження на дорожнє покриття 
для дев’яти транспортних засобів



53

Математика и кибернетика - прикладные аспекты

Рис. 5. Модель автодороги з вертикальним 
викривленням осі

В такому випадку радіус кривизни траєкторії авто-
дороги може бути визначений як радіус кола, що про-
ходить через вказані три точки. Координати центра 
цього кола можуть бути визначені за формулою:

Координати (14) є розв’язком системи рівнянь:

( ) ( ) ;

( ) ( ) ;

( ) ( )

x x y y R

x x y y R

x x y y

0 1
2

0 1
2 2

0 2
2

0 2
2 2

0 3
2

0 3

− + − =

− + − =

− + − 22 2=







 R .

 (15)

За відомими координатами (14) x0  та y0  можна 
знайти радіус кривизни траєкторії за будь-яким з рів-
нянь системи (15):

R x x y y= − + −( ) ( ) .0 1
2

0 1
2  (16)

4. Результати тестових розрахунків та їх аналіз

Для розрахунку розробленої математичної моделі 
створено програмний пакет, що дозволить оцінити на-
пружено-деформований стан дорожнього покриття.

Виходячи з умов та схеми на рис. 4 було проведено 
розрахунки тензорів напружень для дев’яти транс-
портних засобів (рис. 6). Оскільки при збільшенні 
відстані до зафіксованої точки B напруження різко 
зменшуються, було виведено лише ті навантаження, 
які прикладаються в радіусі 4 метрів. Як зображено 
на рис. 7, від найближчої точки прикладення наванта-
жень напруження є найбільшими і складають 342 кПа. 
Просумувавши всі напруження отримаємо 472 кПа.

Рис. 6. Зміна напружень при зменшенні відстані до точки 
вимірювання

Рис. 7. Сумарні навантаження в кожній точці

Зважаючи на те, що верхній шар дорожньо-
го покриття (асфальтобетон) в сухому вигляді 
та при температурі до +5° C має межу текучості  
2.2 МПа, а коефіцієнт Пуассона в такому випадку 
рівний 0.18 [6], то даний результат цілком задо-
вольняє поставленій задачі. Проте значення цих 

навантажень значно зміняться при зміні наступних 
умов:

– підвищення температури асфальтобетону до  
+50 °С (це в свою чергу приведе до зменшення межі 
текучості до 1.1 та збільшення коефіцієнта Пуассона 
до 0.29 [5]);

– збільшення навантажень на дорожнє покриття 
(за рахунок зміни типу транспортного засобу);

Для реалізації даних умов розрахуємо матема-
тичну модель для вантажного транспортного засобу. 
Обрана вантажівка має дві осі, тобто дві колісні пари, 
але задня пара – зі здвоєними шинами, тому умовно 
розділимо вагу на шість частин і врахуємо це в фор-
мулі (11).

А також збільшимо коефіцієнт Пуассона до 0.29. 
Результати розрахунків показано на рис. 8.

Рис. 8. Розподіл напружень під дією вантажного 
транспортного засобу

Отже, в контрольній точці напруження будуть рів-
ними 711кПа. А при заданих умовах межа напружень 
дорівнює 1.1 МПа.

Тобто результат такого дослідження можна вважа-
ти близьким до критичного.

На рис. 9 зображено результати розрахунку на-
пружень по глибині дорожнього покриття при при-
кладенні ваги вантажного транспортного засобу та з 
коефіцієнтом Пуассона рівним 0.3 (оскільки потрібно 
врахувати те, що до глибини 60 см розміщуються де-
кілька шарів щебеню, а глибше – грунти та глина).
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Рис. 9. Розподіл напружень по глибині дорожнього 
покриття

Результат підтверджує те, що на певній глибині 
покриття досягаються максимальні за модулем на-
пруження. 

А якщо зважати на те, що на глибині 70 см роз-
міщений нестабільний земляний покрив, який спе-
ціальним чином не утрамбовується, то сумарні на-
пруження з рис. 9 вже можуть бути загрозливими для 
всіх верхніх шарів дорожнього покриття.

5. Висновки

Аналізуючи наведену інформацію, можна зробити 
висновки про те, що:

– розроблено модель процессу деформування до-
рожнього покриття, яка враховує реальну конфігурацію 
навантажень на поверхню, температуру середовища;

– при аналізі напружено-деформованого стану до-
рожнього покриття за допомогою розв’язку задачі Бу-
сінеска виявлено, що максимальні напруження вста-
новлюються на певній глибині покриття, яка залежить 
від величини діючого на покриття навантаження.

– одержані результати дадуть можливість діагно-
стувати та прогнозувати стан доріг на основі інформа-
ції про будову дорожнього полотна та оцінки інтенсив-
ності руху транспорту.

Напрямки подальших досліджень можуть бути 
пов’язаними з вивченням поведінки матеріалу, з якого 
виготовлено дорожнє покриття, при циклічних на-
вантаженнях, що дозволить оцінити час експлуатації 
дорожнього покриття в реальних умовах експлуатації. 
При цьому необхідно використати експериментальні 
методи дослідження спеціально підібраних зразків до-
рожнього покриття.
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