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Будується розрахункова модель пруж-
ної взаємодії проникного під Головний 
Аеродинамічний Обтікач ракети-носія аку-
стичного випромінювання з коловими пла-
стинчастими елементами підвісу приладів 
інерціальної навігації. Аналізується стаціо-
нарна і нестаціонарна взаємодія

Ключові слова: колова пластина, плоска 
хвиля, хвильове число

Строится расчетная модель упругого 
взаимодействия проникающего под Головной 
Аэродинамический Обтекатель ракеты-
носителя акустического излучения с кру-
говыми пластинчатыми элементами под-
веса приборов инерциальной навигации. 
Анализируется стационарное и нестацио-
нарное взаимодействие

Ключевые слова: круглая пластина, пло-
ская волна, волновое число

We construct the design model of elastic inte-
raction of penetrating under Head Aerodynamic 
Fairing of the launch vehicle acoustic radiation 
with circular plate elements of the suspensi-
on of devices of inertial navigation. The stati-
onary and nonstationary interaction are being 
analyzed

Key words: circular plate, a plane wave, the 
wave number
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1. Вступ

Дослідження відносяться до області прикладної 
механіки і присвячені вивченню природи і опису ви-
мушеного згинного руху плоских колових фрагментів 
підвісу гіроскопічних приладів під дією проникаю-
чого акустичного випромінювання. Високий рівень 
пройдешнього надлишкового тиску – вище 140 дБ 
– слугує докорінній зміні властивостей механічних 
систем підвісу. Йдеться про те, що вони за таких рівнів 

переходять до розряду імпедансних систем і потребу-
ють відповідної зміни розрахункових моделей взаємо-
дії і переходу до систем з розподіленими параметрами, 
або дискретно неперервними параметрами.

Такий підхід створює умови для більш детального 
вивчення явища і з’ясовування умов виникнення осо-
бливостей резонансного типу – хвильове співпадання 
(просторовий резонанс), просторово-частотний резо-
нанс, частотний резонанс. Наявність таких даних дає 
можливість прогнозування ризик виникнення додат-
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кових похибок інерціального обладнання і погіршення 
технічних характеристик літальних апаратів. Включа-
ючи також можливість виникнення нештатних ситуа-
цій в режимі їх експлуатаційного використання.

2. Аналіз стану проблеми і постановка задачі 
досліджень

Проникаюче під Головний Аеродинамічний Обті-
кач акустичне випромінювання високої інтенсивності 
певним чином діє на механічні системи командно-ви-
мірювального комплексу ракети-носія [1]. Результа-
том цього впливу слугують пружні коливання поверх-
ні, які в своїй сукупності призводять до виникнення 
похибок приладів інерціальної навігації [2].

Якісна і кількісна оцінка цього явища стає можли-
вою за умови з’ясування природи явища і його аналі-
тичного огляду.

За мету дослідження обрано вивчення закономір-
ностей згинного руху плоских колових фрагментів 
підвісу гіроскопа.

3. Одновимірна задача пружної взаємодії пластини з 
акустичним променем

Скористуємося наявними результатами для осмис-
лення вивчаємого явища.

Отже, нехай на пластину діє стаціонарна плоска 
звукова хвиля виду

f x y
D

P ik x y( , ) exp ( )= −
1

0 0 α β ,

де α β,  – сталі коефіцієнти; k0  – хвильове число; 
D  – циліндрична жорсткість пластини; P0  – ампліту-
да звукового тиску.

Позначимо

x r= cosϕ ; y r= sinϕ ; 
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де r = exp( )ξ .

Знайдемо частинний розв’язок W r W2 2( ) (exp )= ξ  
рівняння (2) у вигляді суми степеневого ряду відносно 
r = expξ
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з коефіцієнтами W n2 , що підлягають визначенню.
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Таким чином, розв’язок рівняння руху на цей випа-
док має вигляд:
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Певна річ, що доданок
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можна було б пропустити, бо він являється частин-
ним розв’язком однорідного рівняння LW1 0= , і скори-
статися частковим розв’язком неоднорідного рівняння 
(2) в наступній формі – 
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Таким чином, для плоскої хвилі акустичного впли-
ву граничний розв’язок W r0( )  формується відповідно 
до формули, в якій значення W r0( )  окреслюється спів-
відношенням (5):

W r

P

k D
J J

0

0

0

4

2

1
1

2

2
1

2
1

( )

( ) ( )

=

=
( )

+ 





− − + 





−








γ
λ

λ
λ

λ
0 0
















+

r
R

2

2

+
( )

×

× −[ ]− + 





−












P

k D

R J
k

J
r

0

0

3

1 1
0

1
1

2 22
2

1

γ

λ λ
γ

λ
λ

1 0( ) ( )
RR

R
r2 ln













, (8)

де γ λk r0 =  – безрозмірна змінна; γ λk R0 1=  – без-

розмірна стала; 
P

k D
0

0

3γ( )
 – 

безрозмірна стала; 
1

0γk
< const[ ] = .

Нестаціонарна взаємодія акустичних хвиль з пла-
стиною. Пластина з отвором. За нестаіонарної задачі 
диференціальне рівняння має вид – 

∆2 1
W x y t

h
D

W x y t
D

q x y t
f x y

D
i t( , , ) ( , , ) ( , , )

( , )
exp+ = =

ρ
ω . (9)

Розв’язок шукаємо у вигляді

W x y t u x y i t( , , ) ( , )exp= ω , (10)

де u x y( , )  підлягає визначенню.

Тоді,

∆2u u
f
D

+ =ω , ω
ρ

ω
h

D
= 2 . (11)

Наближений розв’язок рівняння (11) будуємо у 
формі лінійної комбінації координатних функцій

u x y c u x y ij
j( , ) ( , ), ,≈ =0 2 6  (12)

із стовпцем

C c c c c c
T

0 0
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0
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0
6= ( ) , (13)

який підлягає обчисленню.
Отже, в розрахункову схему повинні бути внесені 

наступні зміни. Матрицю Грама B0  координатних 
функцій uj  по енергії оператора Α  отримуємо з ма-
триці B  (12) викреслюванням першого рядка і першо-
го стовпця:

B
R0 2

8
15

15 0 0 0 0

0 15 0 0 0

0 0 7 1 0

0 0 1 7 0

0 0 0 0 3

=
π

. (14)

Таблицю значень функції

∆( ) det( )ω ωG B= −0 0 , 0 < ω  (15)

створюємо аналогічно попередньому. Додатні коре-
ні функції ∆( )ω  назвемо сингулярними значеннями 
вивчаємої коливальної системи, а нульові – резонанс-
ними.

Якщо значення ω  не сингулярне, тоді
C G B F0 0 0

1
0= − −( )ω . (16)

Обчислений стовпець C0  дозволяє встановити на-
ближене значення стаціонарної задачі – 

u x y c u x y jo
j

j( , ) ( , ), ,≈ = 2 6 . (17)

Наближений розв’язок нестаціонарної задачі (9) 
шукаємо у вигляді – 

W x y t c u x y i t jj
j( , , ) ( , )exp , ,≈ =0 2 6ω . (18)

Можна провести порівняльну оцінку функцій 
det( )G B− ω  та ∆( ) det( )ω ωG B= −0 0  з метою виз-
начення ступеня правочинності обраних змін схеми 
обчислень.

В тому випадку, коли розв’язок задачі потребує рівно-
сті нулю в центрі пластини частинних похідних першого 
порядку за x  та y , тоді з числа координатних функцій 
u x yj( , )  слід вилучити перші три функції – u1 , u2 , u3 , а 
розв’язок будувати з сім’ї останніх трьох – u4 , u5 , u6 . Це 
призвело б до вже відзначених величин в обчисленнях, 
але замість однієї, в матрицях G  і B  слід викреслити 
перших три рядки і перших три стовпця, а в стовпці F  
– перший, другий і третій елементи. У цьому випадку 
приходимо до ( )3 3×  матриць G00  та B00  і до стовпця F00  
також з трьох елементів.

Уточнення моделі для випадку закріпленого центру 
пластини ( r0 0→ ). Розглянуте явище припускало від-
сутність в центрі пластини закріплень, що, природно, 
знайшло відображення у виборі координатних функ-
цій u x yj( , ) . Всі вони, окрім першої u x y1( , ) , обертають-
ся на нуль при x y= = 0 . В той же час u1 0 0 1( , ) = .

Уточнена модель має виключити переміщення в 
центрі пластини. Для виконання цієї умови, слід 
вилучити функцію u x y1( , )  з базису u x yj( , ) , який те-
пер буде містити тільки п’ять координатних функцій 
u x yj( , )  ( j = 2 6, ), лінійна комбінація яких буде набли-
женим розв’язком стаціонарної задачі

u x y c u x y jj
j( , ) ( , ), ,≈ =0 2 6 , (19)
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де

C c c c c c
T

0 0
2

0
3

0
4

0
5

0
6= ( )  (20)

стовпець, що підлягає визначенню.
Сформульовані умови забезпечать наявність нуля 

переміщень у центрі пластини.
Окреслимо зміни в структурі вже побудованої мо-

делі і , взявши її за основу, визначимо закономірності 
виникаючих хвильових процесів.

Матриця Грама G0  образів координатних функцій 
(19) має вигляд:

G
R0

5

6

4

9 0 0 0 0

0 9 0 0 0

0 0 19 7 0

0 0 7 19 0

0 0 0 0 6

= π . (21)

Новий стовпець вільних членів F0  знаходиться з 
формули 

F
R

R
J

R
J

J
R

J
R

J

J
R

J
R

J

R
J

x

y

x y

x y

0 4 0 2 2

0 2 2

2

32

6

6

2
15 3

2
3 15

12

2 2

2 2

= − + +

− + +

xxy

 (22)

За плоскої акустичної хвилі, F0  набуває вигляду – 

F
DR

P

i
J

i
J

J J
0 2 0

2

2

1 2
2

64

6

6

7 18 6=

( )

−
( )

( )
−

( )
−

π

ε
λ

λ

ε
λ

λ
λ

λ
λ

λ

cos

sin

cos22

7 18 6 2

6 2

3

1 2
2

3

3

ε
λ

λ
λ

λ
λ

λ
ε

λ
λ

ε
λ

λ

J

J J J

J

( )

( )
−

( )
+

( )

( )
cos

sin

, (23)

де α β λ2 2
0+ =k r ; α β λ2 2

0 1+ =k R .

Якщо 
λ1

2

2
1







<< , тоді маємо:

F
DR

P

i

i

0 2 0

2

16

6
2

6
2

5 2 2 2
2

5 2 2

≈

⋅

− ⋅

− +( )





− −

π

λ
ε

λ
ε

ε
λ

cos

sin

cos

coss

sin

2
2

2
2

2

2

2

ε
λ

λ
ε

( )











. (24)

Стовпець коефіцієнтів лінійної комбінації сім’ї 
(19) координатних функцій змінюється:

C c c c c c
T

0 0
2

0
3

0
4

0
5

0
6= ( ) =

=

−

R
D

P
4

0

1

64

9 0 0 0 0

0 9 0 0 0

0 0 19 7 0

0 0 7 19 0

0 0 0 0 6

. 

6
2

6
2

5 2 2 2
2

5 2 2 2
2

2

i

i

⋅

− ⋅

− +( )





− −( )




λ
ε

λ
ε

ε
λ

ε
λ

cos

sin

cos

cos


⋅





2

2

2
2

2
λ

εsin

. (25)

Наближений розв’язок, таким чином, будується за 
схемою

u x y c u x y jj
j( , ) ( , ), ,≈ =0 2 6 . (26)

Наведені дані дозволяють вирішувати задачі про-
ектування акустично «прозорих», чи акустично «не-
прозорих» рухомих об’єктів. Зрозуміло, що пропонує-
мі моделі не можуть розглядатися як єдино можливі.

Взаємодія плоскої ступінчастої (підводний вибух), 
або експотенціально згасаючої хвилі вивчалися в ціло-
му ряді робіт і часто слугують свого роду «еталонною» 
мірою при апробації різноманітних підходів до аналізу 
природи і математичного опису задач гідропружності.

Створення «прозорих» об’єктів передбачає наяв-
ність акустично твердих конструкцій, навпаки, «не-
прозорих» – акустично м’яких елементів. Останні роз-
глядаються при розв’язанні задач супроводу рухомих 
об’єктів.

4. Висновки

Наведені результати вимушеного згинного руху 
колової пластини в акустичних полях створюють умо-
ви вибору заходів для боротьби з негативними проява-
ми зміни динамічного стану поверхні. Це можуть бути 
пасивні засоби звукоізоляції, або автокомпенсаційні 
методи зменшення впливу звукових хвиль.

Здійснений опис відносного руху пластини постає 
однією із складових усвідомлення причин появи при-
скорення Коріоліса за умов наявної хитавиці фюзеля-
жу. Наступний крок використання цих результатів по-
лягає в створенні схеми Ейлеревих сил інерції і оцінки 
впливу їх моментів на похибки вимірювань.
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