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Введение. При решении современных ме-
теорологических и экологических задач ат-
мосферные процессы моделируются на ос нове 
фундаментальных уравнений гидродина мики 
[Кибель, 1957; Гилл, 1986; Гладкий, Скопець-
кий, 2005]. Уравнения сохранения количества 
движения Навье—Стокса, энергии, массы, 
концентрации примеси, влажности и водности, 
сохранения и диссипации кинетической энер-
гии турбулентности в полном или упрощенном 
видах составляют основу многих математиче-
ских моделей циркуляции атмосферы [Прусов, 
Дорошенко, 2006].

В общем виде эти уравнения являются трех-
мерными нелинейными уравнениями конвек-
тивной диффузии и не имеют аналитических 
решений. Модели на основе уравнений гидро-
динамики, как правило, реализуют с помощью 
разностных схем [Марчук, 1967; Белов и др., 
1989; Самарский, Михайлов, 2001]. Их преиму-
ществом являются универсальность и эконо-
мичность. Для конечно-разностных методов 
наиболее полно развиты основные теоретиче-
ские понятия: аппроксимация, устойчивость, 
сходимость [Самарский, Гулин, 1973; Самар-
ский, Вабищевич, 1999], но важным является 
зависимость точности и времени решения 
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уравнений от величины пространственно-вре-
менных шагов дискретной сетки. Чем меньше 
шаги сетки, тем выше точность и больше ма-
шинное время решения.

Проблема точности и экономии времени 
особенно актуальна для метеорологических 
и экологических задач, основанных на урав-
нениях гидродинамики. Такие задачи отлича-
ются сложностью математических вычисле-
ний, необходимостью оперировать больши-
ми массивами данных и получать решения в 
оперативном режиме. В мировой практике 
при реализации гидродинамических моделей 
используют параллельные вычислительные си-
стемы, которые, в свою очередь, нуждаются в 
соответствующих методах и алгоритмах для их 
эффективного применения [Дорошенко, 2000].

В настоящей статье представлена модифи-
кация метода решения трехмерных уравне-
ний конвективной диффузии, основанного на 
аддитивно-усредненном расщеплении [Горде-
зиани, Миладзе, 1974] и методе явного счета, 
описанного в работах [Прусов и др., 2007; Гук, 
2011]. Модификация проведена с целью увели-
чения эффективности метода для решения за-
дач с помощью алгоритма распараллеливания 
по направлениям.

Модифицированное аддитивно-усредненное расщепление
 для решения трехмерных уравнений гидродинамики
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Моделирование атмосферных процессов 
на основе уравнений гидродинамики. При 
математическом моделировании физических 
процессов, которые происходят в атмосфере 
Земли, наиболее распространенной является 
концепция, согласно которой движение воз-
духа в атмосфере Земли представляется как 
движение сплошной среды с позиции метода 
Эйлера [Roache, 1985; Anderson et al., 1997]. В 
методе Эйлера рассматривается изменение па-
раметров движения частичек сплошной среды 
во времени (скорости, ускорения, плотности, 
температуры, давления), которые проходят 
через фиксированную точку пространства, 
и изменение их при переходе из одной точки 
пространства в другую. Таким образом, в мето-
де Эйлера параметры поля движения воздуха 
являются функциями времени t и координат 
пространства ( )1 2 3, ,x x x≡X .

Допустим, что элементарный объем возду-
ха занимает положение X в момент времени t:
X=X(t). Тогда некоторое свойство € этого эле-
ментарного объема воздуха будет изменяться 
во времени согласно равенству 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2 3, , , ,x t x t x t t t tℜ = ℜ ≡ ℜ X .

Для элементарного объема скорость изме-
нения свойства € определяется формулой

31 2

1 2 3

dxdx dxd
dt t x dt x dt x dt
ℜ ∂ℜ ∂ℜ ∂ℜ ∂ℜ

= + + + ≡
∂ ∂ ∂ ∂

( )d
t dt t

∂ℜ ∂ℜ⎛ ⎞≡ + ⋅∇ ℜ ≡ + ⋅∇ ℜ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

X V .

Систему уравнений, которые описывают 
общую циркуляцию атмосферы, запишем в 
векторном виде [Прусов, Сніжко, 2005]:

• уравнение сохранения массы 

  0d
dt
ρ

+ ρ∇ ⋅ =V ; (1)

• уравнение сохранения количества дви-
жения (Навье—Стокса) 

  ( )12d p v
dt

+ Ω× = − ∇ + + ∇ ⋅
ρ

V V g V ; (2)

• уравнение притока тепла в атмосфере

  ( )rad
v

H
p

Ld k F Q
dt cΤ
θ

= ∇ ⋅ ∇θ − − ; (3)

• уравнение притока удельной влажности

  ( )d H
dq k q Q
dt

= ∇ ⋅ ∇ + ; (4)

• уравнение притока сконденсированной 
влаги (водности)

  ( )d H
d k Q
dt
δ

= ∇ ⋅ ∇δ − ; (5)

• уравнение переноса концентрации при-
меси

  ( )d s
ds k s Q
dt

= ∇ ⋅ ∇ + ; (6)

• уравнение состояния

 p R T= ρ . (7)

В системе уравнений (1)–(7) приняты сле-
дующие обозначения: ρ — плотность воздуха; 

( )1 2 3, ,v v v≡V  — скорость перемещения ат-
мосферного воздуха; p — давление воздуха; 
ν — коэффициент турбулентной вязкости; 

( )1000 pR cT pθ =  — потенциальная темпера-
тура воздуха; T — абсолютная температура 
воздуха; R = 287,04 Дж·кг–1·К–1 — универсаль-
ная газовая постоянная; cp = 3,5R — удельная 
теплоемкость при постоянном давлении; q — 
удельная влажность (масса водяного пара в 
единице массы воздуха); δ — удельная водность 
(масса сконденсированной влаги в единице 
массы воздуха); s — концентрация примеси в 
воздухе; Ω — угловая скорость вращения Зем-
ли; ( )0,0, g≡ −g  — ускорение; kT  — коэффи-
циент турбулентной теплопроводности; kd — 
коэффициент турбулентной диффузии; Frad 
— плотность радиационного потока энергии; 

( ) 32500,8 2,3 273 10vL T≈ − − ×⎡ ⎤⎣ ⎦  Дж·кг–1 — скры-
тая теплота испарения; QH — изменение удель-
ной влажности в единице объема воздуха, ко-
торый двигается в тех частях атмосферы, где 
влажность достигает насыщения qw:

0, ,
, ;

w
H

w

q q
Q

dq dt q q
<⎧

= ⎨ρ ≥⎩

Qs — изменение концентрации примеси в еди-
нице объема воздуха в той части атмосферы, 
где имеют место химические реакции.

Коэффициент турбулентной вязкости v 
определяется решением модели, которая яв-
ляется одной из наиболее проверенных и рас-
пространенных моделей турбулентности. В ка-
честве зависимых переменных принимаются 
плотность кинетической энергии турбулент-
ного пульсационного движения ( 2 2

1 2k v v′ ′= ρ + +  

)2
3 2v′+  и скорость диссипации 1,5

dC k Lε =  тур-
булентной кинетической энергии k [Шуман и 
др., 1984]:
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( ) ji i
k

j i j

vv vdk k k
dt x x x

⎛ ⎞∂∂ ∂
= ∇ ⋅ ∇ + ν + − ε +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠   

 ( )
3

a k k
T

g T k k Q
T x

⎛ ⎞ν ∂
+ + γ ≡ ∇ ⋅ ∇ +⎜ ⎟ξ ∂⎝ ⎠

, (8)

 ( ) 1
ji i

j i j

vv vd k C
dt k x x xε

⎛ ⎞∂∂ ∂ε ε
= ∇ ⋅ ∇ε + ν + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (9)

 ( )2 3
3

a
T

g TC C k Q
k T x ε ε

⎡ ⎤⎛ ⎞ε ν ∂
+ + γ − ε ≡ ∇ ⋅ ∇ε +⎢ ⎥⎜ ⎟ξ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

,

 , 1, 2,3i j = ,

где 0,3dC = ; 1 1,43C = ; 2 0,29C = , 3 0,09C =  — 
эмпирические постоянные; γa=0,0098 К·м–1 — 

сухоадиабатический вертикальный градиент 
температуры. Турбулентная вязкость опреде-
ляется соотношением

 2
4C kν = ε . (10)

Полуэмпирическая модель (8)—(10), извест-
ная в научных кругах как (k–ε)-модель турбу-
лентности, основана на полученных Рейнольд-
сом уравнениях движения тепло- и массопере-
носа для усредненных величин.

Уравнения модели циркуляции атмосферы 
(1)—(10) — это в основном трехмерные урав-
нения конвективной диффузии, не имеющие 
аналитических решений. Реализация подоб-
ных моделей численно связана с большими 
затратами машинных ресурсов и времени. В 
связи с этим экономичность и эффективность 
параллельных вычислений являются одними из 
главных критериев при выборе метода реше-
ния уравнений модели.

Постановка задачи. Приведенные выше 
уравнения гидродинамики можно записать в 
общем виде следующим образом:

 
u u f
t

∂
+ Λ =

∂
 при 

( )1 2 3, , ,
0,

x x x
t

∈ Ω Γ

>
  (11)

 
( )

( )
1 2 3

0
1 2 3

0, , ,

, ,

u x x x

u x x x

=

=
 при ( )1 2 3, ,x x x ∈ Ω , (12)

 ( )1 2 3, , , 0u t x x x ≡  при 
( )1 2 3, , ,

0,
x x x

t
∈ Γ

>
 (13)

где [ ] [ ] [ ]1 2 30, 0, 0,Ω = × ×  — пространствен-
ная область определения задачи; Г — граница 
области Ω; ( )1 2 3, , ,u u t x x x=  — зависимая функ-
ция; ( )1 2 3, , ,f f t x x x=  — свободный член урав-

нения; 
3

1
α

α=

Λ = Λ∑  — пространственный диф-

ференциальный оператор, представленный 

суммой операторов; v
x xxα α α

α αα

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
Λ = − μ⎜ ⎟∂ ∂∂ ⎝ ⎠

,

,vα αμ  — коэффициенты конвекции и диффу-
зии.

В работах [Кацалова, 2013; 2015] пред-
ложен и исследован метод решения задачи 
(11)—(13). Суть метода состоит в применении 
аддитивно-усредненного расщепления  к трех-
мерному уравнению и экономичной конечно-
разностной схемы явного счета к последова-
тельности полученных одномерных задач.

Решение одномерных задач можно прово-
дить параллельно по времени на разных про-
цессорах. Но практика показала, что при обыч-
ном аддитивно-усредненном расщеплении 
обмен данными на каждом шаге не позволяет 
получать значительную экономию времени ре-
шения задачи. В связи с этим была проведена 
модификация метода аддитивно-усредненного 
расщепления [Черниш, 2009]. Суть модифика-
ции состоит в введении параметра m, который 
указывает количество временных шагов, на ко-
торых можно проводить решение одномерных 
задач без обмена данными между ними.

Дискретизируем пространственно-вре мен-
ную область задачи:

{ }, 0,1,...nt n nτω = = τ =

— временная сетка,

( )1 2 3, ,h h h hω = ω =

( ){ 1 1 1 2 2 2 3 3 3, , :x j h x j h x j h hα= = = = =

}, 0,..., , 1, 2,3J j Jα α α α= = α =

— равно мер ная по каждому координатному 
на прав ле нию xa пространственная сетка.

Определим пространство H0 как множество 
векторов 

( ){ 1 2 30 1 , ,( , ,..., ) :N b i i iy y y y y= =

{ } }0, 0, , 1, 2,3i Jα α= ∈ α =

со скалярным произведением

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
31 2

1 2 3 1 2 3
1 2 3

11 1

1 1 1
,

h

JJ J

b i i i b i i i
x i i i

y v h y x v x h y v
−− −

∈ω = = =

= =∑ ∑ ∑ ∑ ,

где

( )
3

1
1 1N Jα

α=

= + −∏ , 1 2 3h h h h= , 
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( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , Tb i i i a i i i= ⋅  — биективнйый опе-
ратор, ( )1 2 3, ,a a a a=  — проекционный век-

тор, ( )
1

0
1s

s
a J

α−

α
=

= +∏ , 0 0J = . По сути оператор 

( )1 2 3, ,b i i i  определяет переход от трехцифро-
вого индексирования к последовательному для 
каждого узла сетки ωh  и значений y в них.

Для элементов этого пространства рассма-
тривается норма ( ),y y y= .

Определим следующие операторы, которые 
действуют в H0:

1
,

i i
x i

y y
y

h
−−

= , 1
,

i i
x i

y y
y

h
+ −

= .

Запишем конечно-разностную схему для 
задачи (11)—(13), полученную с помощью мо-
дификации аддитивно-усредненного расще-
пления [Прусов и др., 2009б] и метода явного 
счета [Гук, 2011], так:

1
1

3

n m s n m s
n m s n m s n m sy y

B y A y
− + + − +

− + + − + − +α α
α α α α α

−
+ − = ϕ

τ
,

 0,..., 1s m= − , 1,2,3α = , (14)
где

( ) ,2 x ii
v

B y y
h α

α α
α

α

⎛ ⎞μ
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

( ) ,2 x ii
v

A y y
h α

α α
α

α

⎛ ⎞μ
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

1,..., 1i N= − ,

 
3

1

1

1
3

n ny y+
α

α=

= ∑ , (15)

 n m n my y− −
α = , 1,2,3α = , 0 0y u= , (16)

 1
0 0ny + = , 1 0n

Ny + = , 1,2,...n =  (17)

Легко видеть, что при m = 1 имеет место 
аддитивно-усредненное расщепление с исполь-
зованием метода явного счета. В работе [Пру-
сов и др., 2009а] теоретически показано, что 
модифицированное аддитивно-усредненное 
расщепление дает ощутимый выигрыш вре-
мени при значениях параметра m от 2 до 10. 
При m >10  экономия времени значительно не 
увеличивается по сравнению с m =10.

Численный эксперимент. Проиллюстри-
руем работу модифицированного аддитивно-
усредненного расщепления и метода явного 
счета на примере решения двумерной задачи, 
которая имеет аналитическое решение:

1 2
1 2

u u uv v
t x x

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂

 1 2
1 1 2 2

u u f
x x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= μ + μ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (18)
при

 ( ) [ ]2
1 2, 0;1x x ∈ , [ ]0;10t ∈ ,

 ( ) ( )1 2 1 20, , sinu x x x x= +

при  
 ( ) [ ]2

1 2, 0;1x x ∈ , 0t = ,

 ( ) ( )1 2 1 2, , , ,Au t x x u t x x=  
при
 ( ) [ ]2

1 2, 0;1x x ∈ ∂ , [ ]0;1t ∈ ,
где

( ) maxsin , 1,k k k kv x v v= ≤ = μ =

( )20,001 0,1 sin 0kx= + ⋅ > ,

( ) ( ) ( )( )( )( )1 2 1 2 max 1 2, , 0,1 sin 2 sin 2f t x x v v v x x= + − + + ×

( ) ( ) ( )1 2 max 1 2 1 2 maxcos sinx x v t x x v t× + − + μ + μ + − .

Аналитическое решение этой задачи кон-
вективной диффузии имеет вид

( ) ( )1 2 1 2 max, , sinAu t x x x x v t= + − .

Численные эксперименты были проведены 
при 1 2 0,01x xΔ = Δ = .

Результаты решения задачи (18) с помощью 
модифицированного аддитивно-усредненного 
расщепления и схемы явного счета представ-
лены в табл. 1 и частично изображены на ри-
сунке.

Результаты, представленные в табл. 1, экс-
периментально подтверждают устойчивость 
и сходимость предложенного метода. Имеет 
место устойчивость метода при соотношении 
временного и пространственного шагов τ=10h; 
очевидно, что er→0 при τ→0 с порядком O(τ).

Видим, что при увеличении параметра m 
точность ухудшается. По результатам тести-
рования была выведена зависимость точного 
решения от m: er(m) ffi 0,9m, где er — ошибка при 
m =1.

По сути уменьшение точности является це-
ной за выигрыш времени расчетов.

По данным табл. 2 очевидно ожидаемое 
уменьшение машинного времени с увеличени-
ем параметра m. Таким образом, применение 
параллельных вычислений является эффектив-
ным при значении параметра m >1, при этом 
выигрыш времени существенный.
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Выводы. Моделирование циркуляции ат-
мосферы, как правило, проводится на основе 
фундаментальных уравнений гидродинамики, 
которые в общем виде являются трехмерны-
ми уравнениями конвективной диффузии и не 
имеют аналитических решений.

Задачи метеорологии и экологии, основан-
ные на моделях циркуляции атмосферы, имеют 
значительную сложность и требуют не только 
точных, но и быстрых решений. В силу этого 
обстоятельства их решение часто проводится 
с помощью конечно-разностных схем и парал-
лельных вычислений. Такой подход позволяет 
добиться большей точности при меньших за-
тратах машинного времени.

Т а б л и ц а  1. Максимальное отклонение = −
=1, -1
max i i

i N
er u y  решения задачи (18) с помощью 

модифицированного аддитивно-усредненного расщепления и схемы явного счета y и анали-
тического решения uA при разных значениях временного шага и параметра m

τ
m 0,1 0,01 0,005 0,001

1 0,076241 0,008112 0,004126 0,000841
2 0,130510 0,019590 0,010054 0,002060
4 0,206657 0,043349 0,022487 0,004643
8 0,414267 0,089145 0,047077 0,009871

10 0,418327 0,110943 0,059074 0,012479

Т а б л и ц а  2. Время t решения задачи (18) с помощью модифицированного аддитивно-
усредненного расщепления и схемы явного счета с использованием двух процессоров при 
разных значениях временного шага и параметра m

m t (τ=0,1) t (τ=0,01) t (τ=0,005) t (τ=0,001)
1 0,460 4,58 9,16 45,812
2 0,264 2,644 5,284 26,420
4 0,168 1,680 3,36 16,792
8 0,124 1,196 2,392 11,976

10 0,112 1,104 2,204 11,02

Результаты решения задачи (18) с помощью модифицированого аддитивно-усредненного расщепления и схемы явного 
счета (серый — численное решение, черный — аналитическое): a — τ = 0,01, m = 1; б — τ = 0,1, m = 10.

В статье изложен метод решения трехмерных 
задач конвективной диффузии, эффективный 
при параллельных вычислениях. Метод состоит 
в применении аддитивно-усредненного расще-
пления по направлениям на последовательность 
одномерных задач, которые решаются парал-
лельно без обновления краевых условий на про-
тяжении m временных шагов. Представлены 
результаты решения тестовой задачи. 

Результаты численного эксперимента под-
тверждают эффективность применения моди-
фицированного аддитивно-усредненного рас-
щепления и метода явного счета для параллель-
ных вычислений при решении многомерных 
уравнений конвективной диффузии. Решение 
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тестовых задач показало, что метод устойчив, 
сходим и дает хорошую точность, хорошо ра-
ботает в случае переменных коэффициентов. 
Введенная модификация позволяет значитель-
но уменьшить время решения задачи.

Результаты численного эксперимента под-

тверждают целесообразность использования 
модифицированного аддитивно-усредненного 
расщепления и метода явного счета при реше-
нии гидродинамических уравнений. Прежде 
всего, это обусловлено экономичностью и хо-
рошей точностью описанного метода.
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Modified additive-averaged splitting for solving 
three-dimensional equations of hydrodynamics

© L. N. Katsalova, 2016

Hydrodynamic equations form the basis of modern ecological and meteorological mod-
els. The complexity of the implementation of such models is due to three-dimensionality 
and nonlinearity of the equations, as well as large amounts of data and the need for prompt 
solutions. The use of parallel computing for solving hydrodynamic systems entered in 
the world practice. This approach makes it possible to reduce solution time significantly, 
but requires the development of new methods of implementation of the model equations. 
The described method for solving three-dimensional equations of convective diffusion is 
a modification of additive-averaged splitting three-dimensional equations. The modifi-
cation carried out to increase the efficiency of splitting for the parallel computing. The 
essence of the modification is the introducing a parameter that indicates the number of 
steps, on which one-dimensional problems are solved by an explicit account in parallel 
on different processors without exchange of data between them. The results of numerical 
experiments that confirm the good accuracy, convergence and efficiency of the proposed 
method are shown.

Key words: hydrodynamics, convection diffusion equation, parallel computing, addi-
tive-averaged splitting, explicit account method.
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