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◗✉❛♥t✉♠ ●❡♦♠❡tr②✿ ❆♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②

❆♥❞r❡② ❆✳ ❙✈✐♥❛r❡♥❦♦

❆❜str❛❝t ❆♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡♥❡r❣②✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣

t❤❡♦r② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

t❤❡♦r② ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠

❑❡②✇♦r❞s ▼✉❧t✐♣❤♦t♦♥ r❡s♦♥❛♥❝❡s · ❆♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡♥❡r❣②✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

· ❊✐❣❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡s

▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✷✵✵✵✮ ✺✺❘✵✺ · ✺✸❇✵✺

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝tr❛✱ s♣❡❝tr❛❧✱ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✉t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r ❤❡❛✈② ❛t♦♠✐❝ s②st❡♠s ✐s ♦❢ ❛ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❬✶❪✕❬✾❪✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ t❛s❦s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥❡✇

❜r❛♥❝❤ ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr②✱ ♥❛♠❡❧②✱ q✉❛♥t✉♠ ❣❡♦♠❡tr② ❬✷❪✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦❞✐✜❡❞

❡♥❡r❣②✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐s✲

t✐❝ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞

♥❡✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❜❛s✐s✬s ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ q✉❛s✐st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡s

❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✷❪✱ ❬✸❪ ✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❝✐t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❢❡✇

♠❛✐♥ ❣r♦✉♣s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✉❧t✐✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦

♠❡t❤♦❞ ✭❛s ❛ r✉❧❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ P❛✉❧✐

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦r ❇r❡✐t ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❡t❝✳✮ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❣❡t ❛ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡

✉s❡❢✉❧ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥ ❢❛❝t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❧② q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢

s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛✈② q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❉✐r❛❝✲

❋♦❝❦ ✭▼❈❉❋✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♠♦st r❡❧✐❛❜❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐❡❧❡❝tr♦♥
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◗✉❛♥t✉♠ ●❡♦♠❡tr②✿ ❆♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✸✶

s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ s❡r✈❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s✐s ❢♦r

t❤❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞②✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❣❡♦♠❡tr②✳

✷ ❋♦r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②

❲❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ r❡❢✳❬✶❪✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♦r✐❣✐♥❛❧

♠♦♠❡♥t ♦❢ ♦✉r s❝❤❡♠❡ ✐s ✐♥ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❬✸❪✱ ❬✶✵❪

❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❛s✐s✬s ✭♦♣t✐♠✐③❡❞

❜❛s✐s✬s✮ ❚❤❡ ❧❛t❤❡r ✐♥❝❧✉❞❡s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s s②st❡♠s

❢♦r ❉✐r❛❝✲❧✐❦❡ ❜✐✲s♣✐♥♦r ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✶✵❪✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✲❧✐❦❡ ✐♦♥✿

((2jiv)
−13jie[JiMi], εin) → (Φo, εsc)✳ ❍❡r❡ Φo ✐s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞

s❤❡❧❧s ✭❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡✲❧✐❦❡ ✐♦♥✮❀ Ji ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ t❛r❣❡t st❛t❡❀ ✐♥❞✐❝❡s iv✱ ie ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ♦❢ ✈❛❝❛♥❝② ❛♥❞

❡❧❡❝tr♦♥❀ ✐♥❞✐❝❡s εin ❛♥❞ εsc ❛r❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ s❝❛tt❡r❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ s❝❛tt❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳

❋✉rt❤❡r ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✏❛t♦♠ ♣❧✉s ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥✑ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

❛s

|I〉 = a+in
∑

miv,mie

a+ieaivΦoC
Ji,Mi
mie,miv

✭✶✮

❍❡r❡ CJi,Mi
mie,miv

✐s t❤❡ ❈❧❡❜s❤✲●♦r❞❛♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

❋✐♥❛❧ st❛t❡ ✐s✿

|F 〉 = a+scΦo, ✭✷✮

✇❤❡r❡ |I〉 r❡♣r❡s❡♥ts t❤r❡❡✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ✭✸◗P✮ st❛t❡✱ ❛♥❞ |F 〉 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦♥❡✲

q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ✭✶◗P✮ st❛t❡✳

❚❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥ ❞❡t❛✐❧s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ r❡❢✳ ❬✷❪✳ ❋♦r t❤❡ st❛t❡ ✭✶✮ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❛rt ♦❢ ❡♥❡r❣② s❤✐❢t ■♠∆E

❛♣♣❡❛rs ✜rst ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❢♦✉rt❤ ♦r✲

❞❡r ♦❢ t❤❡ ◗❊❉ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞

❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② εsc ❬✷❪✿

∫

dεscG(εiv, εie, εin, εsc)/(εsc − εiv − εie − εin − i0) ✭✸✮

✇✐t❤

■♠∆E = πG(εiv, εie, εin, εsc). ✭✹✮
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❆✳❆✳ ❙✈✐♥❛r❡♥❦♦

❍❡r❡ G ✐s ❛ ❞❡✜♥✐t❡ sq✉✐r❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡r❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡

σ = −2■♠∆E ✭✺✮

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ❡✐❣❡♥✲❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐t ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡✐❣❡♥✲❢✉♥❝t✐♦♥

✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② δ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ str❡♥❣t❤ Ω(I → F ) ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❝r♦ss

s❡❝t✐♦♥ σ ❜② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❬✷❪✿

σ(I → F ) = Ω(I → F )π/
(

(2Ji + 1)εin
(

(αZ)2εin + 2
))

. ✭✻✮

❍❡r❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✉♥✐ts ❛r❡ ✉s❡❞❀ ✶ ❈✳✉✳≈✷✼✳✵✺✹Z2 ❡❱✱ ❢♦r ❡♥❡r❣②❀ ✶

❈✳✉✳≈ 0.529 · 10−8/Z ❝♠✱ ❢♦r ❧❡♥❣t❤❀ ✶ ❈✳✉✳≈ 2.419 · 10−17/Z2 s❡❝ ❢♦r t✐♠❡✳

❚❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✷❪✿

σ(IK → 0) = −π
∑

jin,jsc

(2jsc + 1)





∑

jie,jiv

〈0|jin, jsc|jie, jiv, Ji〉B
IK
ie,iv





2

. ✭✼✮

❍❡r❡ BIK
ie,iv ✐s ❛ r❡❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ ❡✐❣❡♥✲✈❡❝t♦rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢✲

t❡r ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝✉❧❛r ❡♥❡r❣② ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧✐❦❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

〈|jin, jsc|jie, jiv, Ji〉 = sqrt(2jie + 1)(2jiv + 1)(−1)jie+1/2)
∑

λ

(−1)λ+Ji ×

×

(

δλ,Ji
/(2Ji + 1)Qλ(sc, ie; iv, in) +

(

jin jsc Ji

jie jiv λ

)

Qλ(ie, in; iv, sc)

)

. ✭✽✮

❍❡r❡ ✈❛❧✉❡s QQul
λ ❛♥❞ QBr

λ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛♥❞ ❇r❡✐t

❡①♣r❡ss✐♦♥s ❬✷❪✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✭✐♥✈❡rs❡

♣r♦❝❡ss✮ ♦♥❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r a+inΦo ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞

|F 〉 = a+sc
∑

mfe,mfv

a+feafvΦoC̃
Jf ,Mf
mfe,mfv ✭✾✮

❛s ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

σ(0 → IF ) = 2π(2Jf +1)
∑

jin,jsc

(2jsc +1)





∑

jfe,jfv

BFK
fe,fv 〈jfe, jfvJf |jin, jsc|0〉





2

✭✶✵✮
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◗✉❛♥t✉♠ ●❡♦♠❡tr②✿ ❆♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✸✸

✇✐t❤

〈jfe, jfv, Jf |jin, jsc0|〉 = sqrt(2jfe + 1)(2jfv + 1)(−1)jfe+1/2
∑

λ

(−1)λ+Jf ×

×

(

δλ,Jf
(1/(2Jf + 1))Qλ(sc, ie; iv, in)

(

jin jsc Jf

jfe jfv λ

)

Qλ(fe, sc; fv, in)

)

.✭✶✶✮

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ ❢♦r t❤❡

s❝❛tt❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❯♣♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ♦♥❡ ❣❡ts

s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ s❛✈✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t

♠✉❧t✐♣❧✐❡r (2Jf +1) ✐♥ ✭✶✼✮✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❧❧ ♥❡❝❡ss❛r② ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥❡ ♠✉st

✉s❡ t❤❡ ❜❛s✐s✬s ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❜r✐❡✢②

❝♦♥s✐❞❡r ♦✉r ✐❞❡❛ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✸ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥ts

■♥ r❡❢✳❬✸❪ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ab initio ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢

❝✐t❡❞ ❜❛s✐s✬s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ✉s❡❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✉❧t✐❡❧❡❝✲

tr♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ◗❊❉ P❚ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐❞t❤s ♦❢

❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ♦❢ ◗❊❉ P❚ t❤❡r❡ ❛♣♣❡❛r ❞✐❛❣r❛♠s✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ■♠∆E ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦r❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✭♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s❤❡❧❧ ❝♦r❡ ❜② t❤❡ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝❧❡✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡

❡✛❡❝ts ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♣♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❣❛✉❣❡ ✭t❤❡ ❣❛✉❣❡

♥♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✸❪ ❧❡t ✉s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦♥

❛t♦♠ ✇✐t❤ ✶◗P ✐♥ t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜② t❤❡

r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ③❡r♦t❤ ♦r❞❡r ♦❢ ◗❊❉ P❚ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥

❜❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ VN (r)+VC(r)+VXC(r)✳ ❍❡r❡ t❤❡ ✇r✐tt❡♥ t❡r♠s ❛r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥✉❝❧❡❛r✱ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤✐s

✐s ❛ ❦❡② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✸❪ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥s ✭❝✳❢✳

❬✸❪✕❬✶✵❪✮ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝✐t❡❞ ✈❡rs✐♦♥s t❤❡r❡ ✐s ❛❜s❡♥t VXC(r) ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■t ✐s ❡❛s✐❧② t♦

✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t ✐♥ ❢❛❝t ♦✉r ✈❡rs✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳

■♥ r❡❢✳❬✼❪✕❬✾❪t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡

❛✉t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❤♦t♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ s②st❡♠s✳ ❋r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✉s✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❧♦♦❦s ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♥❞

❧♦❣✐st✐❝❛❧❧②✳ ■♥ t❤✐s ❧✐❣❤t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛✲

t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρC(r) ❧♦♦❦s ❛s ✈❡r② ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡✳ ❆❧❧

t❤❡ ❣❛✉❣❡ ♥♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t t❡r♠s ❛r❡ ♠✉❧t✐❡❧❡❝tr♦♥ ❜② t❤❡✐r ♥❛t✉r❡ ✭t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ♥♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛✲

t♦r str❡♥❣t❤s ✈❛❧✉❡s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❵❧❡♥❣t❤✬
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❆✳❆✳ ❙✈✐♥❛r❡♥❦♦

❛♥❞ ❵✈❡❧♦❝✐t②✬ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r♠s✮ ❛r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s t♦♦✳ ❚♦ r❡✲

❛❧✐③❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s❝❤❡♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❛t♦♠✐❝ ❝♦❞❡ ✧❙✉♣❡r❛t♦♠✧ ❬✷❪✳ ❚❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡st✐♠❛t❡s s❤♦✇ t❤❛t ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥

✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
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