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❰á✬➵êòîì äîñë✐äæåííÿ â äàí✐é ðîáîò✐ ➵ êâàç✐àðåàëüíà íåñê✐í÷åííî ìàëà

äåôîðìàö✐ÿ äîâ✐ëüíî➝ îäíîçâ✬ÿçíî➝ ðåãóëÿðíî➝ ïîâåðõí✐ íåíóëüîâî➝ ãàóñîâî➝

êðèâèíè çà óìîâè✱ ùî ïðè ö✐é äåôîðìàö✐➝ â✐äõèëåííÿ ïîâåðõí✐ â✐ä äîòè÷íî➝

ïëîùèíè çáåð✐ãà➵òüñÿ ó áóäü✲ÿêîìó íàïðÿì✐✳

✃ëþ÷îâ✐ ñëîâà ✃âàç✐àðåàëüíà íåñê✐í÷åííî ìàëà äåôîðìàö✐ÿ❀ âàð✐àö✐ÿ❀ â✐ä✲

õèëåííÿ❀ ñèñòåìà ð✐âíÿíü✳

Ó➘✃ ✺✶✹✳✼✻✴✼✼

✶ ➶ñòóï

Ó òðèâèì✐ðíîìó åâêë✐äîâîìó ïðîñòîð✐ E3 ðîçãëÿíåìî îáëàñòü G, ùî íàëå✲

æèòü ïëîùèí✐ x1, x2✳ ❮åõàé S− äåÿêà îäíîçâ✬ÿçíà ïîâåðõíÿ êëàñó C3, ùî â

îêîë✐ äîâ✐ëüíî➝ ñâî➵➝ òî÷êè äîïóñêà➵ ïàðàìåòðèçàö✐þ

r = r(x1, x2), x1, x2 ∈ G,

äå r− ðàä✐óñ✲âåêòîð òî÷êè ïîâåðõí✐✱ äî òîãî æ r1 × r2 6= 0✱ ri =
∂r

∂xi
. Òóò ✐

íàäàë✐ âñ✐ ✐íäåêñè íàáóâàþòü çíà÷åíü ✶✱ ✷✳

➶ ðîáîò✐ áóäåìî ðîçãëÿäàòè íåñê✐í÷åííî ìàëó äåôîðìàö✐þ ïåðøîãî ïî✲

ðÿäêó ïîâåðõí✐ S ç äåôîðìóþ÷èì ïîëåì U(x1, x2) â êëàñ✐ C3 ✐ ïàðàìåòðîì
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➚íàë✐òè÷íå ìîäåëþâàííÿ îäí✐➵➝ çàäà÷✐ êâàç✐àðåàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî ìàëî➝

äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐ ✸✺

äåôîðìàö✐➝ t → 0

r∗(x1, x2, t) = r(x1, x2) + tU(x1, x2). (1)

❮àäàë✐ ãåîìåòðè÷í✐ îá✬➵êòè çäåôîðìîâàíî➝ ïîâåðõí✐ S∗, íà â✐äì✐íó â✐ä â✐ä✲

ïîâ✐äíèõ îá✬➵êò✐â ïîâåðõí✐ S, óìîâèìîñÿ â✐äì✐÷àòè ïîçíà÷êîþ ∗, à âàð✐àö✐➝

îá✬➵êò✐â ïîâåðõí✐ S áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç δ.

❰çíà÷åííÿ ✶ ßêùî ïðè íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîðìàö✐➝ âèãëÿäó ✭✶✮ åëå✲

ìåíò ïëîù✐ ïîâåðõí✐ çì✐íþ➵òüñÿ çà çàäàíèì çàêîíîì✱ òî òàêó äåôîðìàö✐þ

áóäåìî íàçèâàòè êâàç✐àðåàëüíîþ íåñê✐í÷åííî ìàëîþ äåôîðìàö✐➵þ ✭ê✳ í✳ ì✳

ä✳✮ ïîâåðõí✐✳

×àñòèíí✐ ïîõ✐äí✐ âåêòîðà çì✐ùåííÿ U(x1, x2) ê✳ í✳ ì✳ ä✳ ïîâåðõí✐ ðîçêëà✲

äåìî çà áàçèñîì r1, r2, n, äå n− îðò íîðìàë✐ ïîâåðõí✐ S ❬✷❪

Ui =
(

ciαT
αβ − µδ

β
i

)

rβ + ciαT
αn, (2)

äå Tαβ = T βα ∈ C2 ✲ äåÿêå ïîëå ñèìåòðè÷íîãî äâ✐÷✐ êîíòðàâàð✐àíòíîãî

òåíçîðà✱ Tα ∈ C2 ✲ ïîëå êîíòðàâàð✐àíòíîãî âåêòîðà✱ cij ✲ äèñêðèì✐íàíòíèé

òåíçîð ïîâåðõí✐ S (c11 = c22 = 0, c12 = −c21 =
√
g, g = g11g22 − g2

12
, gij−

êîåô✐ö✐➵íòè ïåðøî➝ îñíîâíî➝ êâàäðàòè÷íî➝ ôîðìè ïîâåðõí✐✮✱ δij− ñèìâîëè

✃ðîíåêåðà✱ µ = µ(x1, x2) ∈ C2− äåÿêà ôóíêö✐ÿ✳ ➶ ❬✷❪ äîâåäåíî✱ ùî ôóí✲

êö✐ÿ µ âèçíà÷à➵ çàêîí çì✐íþâàííÿ åëåìåíòà ïëîù✐ ïîâåðõí✐ ïðè ➝➝ ê✳ í✳ ì✳

ä✳✳ Ïðè µ = 0 êâàç✐àðåàëüíà äåôîðìàö✐ÿ ïîâåðõí✐ çâîäèòüñÿ äî àðåàëüíî➝

íåñê✐í÷åííî ìàëî➝ äåôîðìàö✐➝✳

❰ñíîâíà ñèñòåìà ð✐âíÿíü êâàç✐àðåàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî ìàëî➝ äåôîðìàö✐➝

ïîâåðõí✐ ìà➵ âèãëÿä ❬✷❪














Tαβ
,α − Tαbβα + µαc

αβ = 0,

Tαβbαβ + Tα
,α = 0,

cαβT
αβ = 0.

(3)

Òóò bαβ−êîåô✐ö✐➵íòè äðóãî➝ êâàäðàòè÷íî➝ ôîðìè✱ à êîìîþ ïîçíà÷åíî ñèì✲

âîë êîâàð✐àíòíî➝ ïîõ✐äíî➝ íà áàç✐ ìåòðè÷íîãî òåíçîðà gij ïîâåðõí✐ S. Ñèñòå✲

ìà ð✐âíÿíü ✭✸✮ ì✐ñòèòü òðè äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿííÿ â✐äíîñíî ✻ íåâ✐äîìèõ

ôóíêö✐é✿ Tαβ = T βα, Tα, µ.

✷ ❰á÷èñëåííÿ âàð✐àö✐➝ â✐äõèëåííÿ l ïîâåðõí✐ â✐ä äîòè÷íî➝

ïëîùèíè

➶✐äîìî✱ ùî â✐äõèëåííÿ l â✐ä äîòè÷íî➝ ïëîùèíè ïðè ïåðåì✐ùåíí✐ íà ïîâåðõ✲

í✐ S ç òî÷êè äîòèêó â íåñê✐í÷åííî áëèçüêó òî÷êó ïî äåÿê✐é êðèâ✐é ✭äàë✐✱



✸✻

❉❖■✿ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✺✻✼✸✴✷✵✼✷✲✾✽✶✷✳✷✴✷✵✶✺✳✺✶✺✼✻

❐✳ ❐✳ ➪åçêîðîâàéíà✱ Þ✳ Ñ✳ Õîìè÷

êîðîòêî✱ ✲ â✐äõèëåííÿ â✐ä äîòè÷íî➝ ïëîùèíè✮ àáî✱ ✐íøèìè ñëîâàìè✱ ✧ï✐äéîì

äîòè÷íî➝ ïëîùèíè✧ íàä ïîâåðõíåþ âèðàæà➵òüñÿ ïîëîâèíîþ äðóãî➝ êâàäðà✲

òè÷íî➝ ôîðìè✱

l =
1

2
bαβdx

αdxβ .

➚íàëîã✐÷íà ôîðìóëà ìà➵ ì✐ñöå ✐ äëÿ ïîâåðõí✐ S∗

l∗ =
1

2
b∗αβdx

αdxβ . (4)

➘ëÿ îá÷èñëåííÿ âàð✐àö✐➝ â✐äõèëåííÿ δl ïîâåðõí✐ S â✐ä äîòè÷íî➝ ïëîùèíè

ïðè ➝➝ ê✳ í✳ ì✳ ä✳ âèêîðèñòà➵ìî ðîçêëàä êîåô✐ö✐➵íò✐â äðóãî➝ êâàäðàòè÷íî➝

ôîðìè b∗αβ ïîâåðõí✐ S∗ ïî ñòåïåíÿõ t✱ çäîáóòèé â ðîáîò✐ ❬✷❪

b∗αβ = bαβ + tβαβ + o(t2), (5)

äå

βαβ ≡ δbαβ = cαγT
γνbνβ + cαγT

γ
,β − bαβµ, (6)

à ÷åðåç o(t2) ïîçíà÷åíî âåëè÷èíó ïîðÿäêó ✷ ✐ âèùå â✐äíîñíî t, ÿêîþ ìè íå✲

õòó➵ìî✳ Ï✐äñòàâèìî â ✭✹✮ âèðàç äëÿ êîåô✐ö✐➵íò✐â äðóãî➝ êâàäðàòè÷íî➝ ôîðìè

b∗αβ ç ✭✺✮

l∗ = l +
1

2
tβαβdx

αdxβ + o(t2). (7)

➬â✐äñè çíàõîäèìî âàð✐àö✐þ â✐äõèëåííÿ δl ïîâåðõí✐ â✐ä äîòè÷íî➝ ïëîùèíè ïðè

➝➝ ê✳ í✳ ì✳ ä✳

δl =
1

2
βαβdx

αdxβ . (8)

➶íåñåìî òåïåð â ✭✽✮ çàì✐ñòü âåëè÷èí βαβ ➝õ â✐äïîâ✐äí✐ ïîäàííÿ ÷åðåç òåíçîðè

äåôîðìàö✐➝ Tαβ , Tα òà ôóíêö✐þ µ ç ✭✻✮✱ òîä✐ ä✐ñòàíåìî âèðàç äëÿ øóêàíî➝

âàð✐àö✐➝

δl =
1

2
(cαγT

γνbνβ + cαγT
γ
,β − bαβµ)dx

αdxβ , (9)

à â✐äõèëåííÿ l∗ ïîâåðõí✐ S∗ íàáóäå âèãëÿäó

l∗ = l +
1

2
t(cαγT

γνbνβ + cαγT
γ
,β − bαβµ)dx

αdxβ + o(t2). (10)



❉❖■✿ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✺✻✼✸✴✷✵✼✷✲✾✽✶✷✳✷✴✷✵✶✺✳✺✶✺✼✻

➚íàë✐òè÷íå ìîäåëþâàííÿ îäí✐➵➝ çàäà÷✐ êâàç✐àðåàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî ìàëî➝

äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐ ✸✼

✸ Ïîñòàíîâêà çàäà÷✐ òà ➝➝ àíàë✐òè÷íå âèðàæåííÿ

Ïîñòàâèìî çàäà÷ó äîñë✐äèòè êâàç✐àðåàëüíó íåñê✐í÷åííî ìàëó äåôîðìàö✐þ

ïîâåðõí✐ S çà óìîâè✱ ùî ➝➝ â✐äõèëåííÿ â✐ä äîòè÷íî➝ ïëîùèíè ïðè ö✐é äåôîð✲

ìàö✐➝ çáåð✐ãà➵òüñÿ ó áóäü✲ÿêîìó íàïðÿì✐✳

❰÷åâèäíî✱ â✐äõèëåííÿ ïîâåðõí✐ l â✐ä äîòè÷íî➝ ïëîùèíè ñòàö✐îíàðíå àáî

çáåð✐ãà➵òüñÿ ïðè íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîðìàö✐➝ ïåðøîãî ïîðÿäêó✱ ÿêùî éîãî

ïðèð✐ñò ➵ âåëè÷èíîþ íå ìåíø í✐æ äðóãîãî ïîðÿäêó â✐äíîñíî t ✭÷èì ìè íåõòó✲

➵ìî✮✳ ■ íàâïàêè✳ Òîìó ñòàö✐îíàðí✐ñòü âåëè÷èíè l õàðàêòåðèçó➵òüñÿ òèì✱ ùî

➝➝ ïåðøà âàð✐àö✐ÿ òîòîæíî äîð✐âíþ➵ íóëþ✳ ■íàêøå êàæó÷è✱ äëÿ ñòàö✐îíàð✲

íîñò✐ â✐äõèëåííÿ ïîâåðõí✐ â✐ä äîòè÷íî➝ ïëîùèíè ïðè ➝➝ ê✳ í✳ ì✳ äåôîðìàö✐➝

íåîáõ✐äíî ✐ äîñòàòíüî✱ ùîá äèôåðåíö✐àëè dx1, dx2 çàäîâîëüíÿëè ð✐âíÿííÿ

βαβdx
αdxβ = 0. (11)

➶✐äõèëåííÿ ïîâåðõí✐ â✐ä äîòè÷íî➝ ïëîùèíè ïðè ➝➝ ê✳ í✳ ì✳ ä✳ çàëèøà➵✲

òüñÿ ñòàö✐îíàðíèì ó áóäü✲ÿêîìó íàïðÿì✐ òîä✐ ✐ ëèøå òîä✐✱ êîëè βαβ = 0. ➬

óðàõóâàííÿì âèðàç✐â βαβ ç ✭✻✮ ïðèõîäèìî äî òåîðåìè

Òåîðåìà ✶ ➘ëÿ òîãî ùîá ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîðìà✲

ö✐➝ îäíîçâ✬ÿçíà ïîâåðõíÿ êëàñó C3 çáåð✐ãàëà ñâî➵ â✐äõèëåííÿ â✐ä äîòè÷íî➝

ïëîùèíè ó áóäü✲ÿêîìó íàïðÿì✐✱ íåîáõ✐äíî ✐ äîñòàòíüî✱ ùîá âèêîíóâàëèñÿ

óìîâè

ciαT
αβbβj + ciαT

α
,j − bijµ = 0. (12)

➬â✐äñè âèïëèâà➵✱ ùî àíàë✐òè÷íîþ ìîäåëëþ ïîñòàâëåíî➝ íà ïî÷àòêó ïóí✲

êòó çàäà÷✐ ➵ òàêà ñèñòåìà ð✐âíÿíü



























Tαβ
,α − Tαbβα + µαc

αβ = 0,

Tαβbαβ + Tα
,α = 0,

ciαT
αβbβj + ciαT

α
,j − bijµ = 0,

cαβT
αβ = 0.

(13)

❮åâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ✱ ùî äðóãå ð✐âíÿííÿ ✭132✮ ìîæíà âèêëþ÷èòè ç ö✐➵➝

ñèñòåìè✱ ÷åðåç òå ùî âîíî ➵ ➝➝ íàñë✐äêîì✳ ➘ëÿ òîãî✱ ùîá ó öüîìó ïåðåêîíà✲

òèñÿ✱ äîñòàòíüî ñï✐ââ✐äíîøåííÿ ✭133✮ ïîìíîæèòè íà cij ✐ çãîðíóòè éîãî ïî

✐íäåêñàõ i òà j.
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❰òæå✱ ïîñòàâëåíà çàäà÷à îñòàòî÷íî çâîäèòüñÿ äî ï✬ÿòè íåçàëåæíèõ äè✲

ôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü















Tαβ
,α − Tαbβα + µαc

αβ = 0,

ciαT
αβbβj + ciαT

α
,j − bijµ = 0,

cαβT
αβ = 0.

(14)

â✐äíîñíî øåñòè íåâ✐äîìèõ ôóíêö✐é✿ Tαβ = T βα, Tα, µ.

❒à➵ ì✐ñöå

Òåîðåìà ✷ ➘ëÿ ✐ñíóâàííÿ êâàç✐àðåàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî ìàëî➝ äåôîðìàö✐➝

îäíîçâ✬ÿçíî➝ ïîâåðõí✐ êëàñó C3 ç â✐äõèëåííÿì â✐ä äîòè÷íî➝ ïëîùèíè✱ ñòà✲

ö✐îíàðíèì ó áóäü✲ÿêîìó íàïðÿì✐✱ íåîáõ✐äíî ✐ äîñòàòíüî✱ ùîá ñèñòåìà ð✐â✲

íÿíü ✭✶✹✮ ìàëà íåíóëüîâèé ðîçâ✬ÿçîê
(

Tαβ , Tα, µ
)

.

✹ ➘îñë✐äæåííÿ ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✹✮ òà ïðåäñòàâëåííÿ ➝➝

ðîçâ✬ÿçê✐â äëÿ äîâ✐ëüíî➝ ïîâåðõí✐

Òåîðåìà ✸ ❮åõàé äîâ✐ëüíà îäíîçâ✬ÿçíà ïîâåðõíÿ S êëàñó C3 íåíóëüîâî➝ ãà✲

óñîâî➝ êðèâèíè äîïóñêà➵ êâàç✐àðåàëüíó íåñê✐í÷åííî ìàëó äåôîðìàö✐þ ç â✐ä✲

õèëåííÿì â✐ä äîòè÷íî➝ ïëîùèíè✱ ñòàö✐îíàðíèì ó áóäü✲ÿêîìó íàïðÿì✐✱ òîä✐

íà ïîâåðõí✐ S ✐ñíó➵ ñèìåòðè÷íå òåíçîðíå ïîëå Tαβ ∈ C2 ✐ ôóíêö✐ÿ µ ∈ C2,

ÿê✐ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä✐

Tαβ = −1

2
(Tα

,jd
jβ + T

β
,jd

jα), (15)

µ =
1

2
Tα
,jd

jβcβα, (16)

äå dij− òåíçîð✱ îáåðíåíèé äî òåíçîðà bij , à òåíçîð Tα ➵ ðîçâ✬ÿçêîì ñèñòåìè

ð✐âíÿíü

Tα
,αi + Tα

,jd
jβ
,α bβi + T βbβi2H = 0, (17)

H− ñåðåäíÿ êðèâèíà ïîâåðõí✐✳

➘îâåäåííÿ Ïðèïóñòèìî✱ ùî ðåãóëÿðíà ïîâåðõíÿ S äîïóñêà➵ ê✳ í✳ ì✳ ä✳✱ ïðè

ÿê✐é â✐äõèëåííÿ â✐ä äîòè÷íî➝ ïëîùèíè çáåð✐ãà➵òüñÿ ó áóäü✲ÿêîìó íàïðÿ✲

ì✐✱ òîä✐ â ñèëó òåîðåìè ✷ ñèñòåìà ð✐âíÿíü ✭✶✹✮ ìà➵ íåíóëüîâèé ðîçâ✬ÿçîê
(

Tαβ , Tα, µ
)

. ➘îâåäåìî✱ ùî íà ïîâåðõí✐ S òåíçîðíå ïîëå Tαβ òà ôóíêö✐þ

µ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä✐ ✭✶✺✮ ✐ ✭✶✻✮ â✐äïîâ✐äíî ÷åðåç òåíçîð Tα✱ ÿêèé ➵

ðîçâ✬ÿçêîì ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✼✮✳
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➚íàë✐òè÷íå ìîäåëþâàííÿ îäí✐➵➝ çàäà÷✐ êâàç✐àðåàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî ìàëî➝

äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐ ✸✾

❮àäàë✐ îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì ïîâåðõîíü íåíóëüîâî➝ ãàóñîâî➝ êðèâèíè K

✐✱ íàñë✐äóþ÷è ■✳ ❮✳ ➶åêóà ❬✶❪✱ ââåäåìî äî ðîçãëÿäó òåíçîð dαβ ✱ îáåðíåíèé äî

òåíçîðà bαβ , çà ôîðìóëîþ

dij =
1

K
ciαcjβbαβ , diαbjα = δij .

ßêùî äîìíîæèìî äðóãó ð✐âí✐ñòü ñèñòåìè ✭✶✹✮ íà ciγdjν ✱ òî îäåðæèìî âèðàç

äëÿ òåíçîðà Tαβ

Tαβ = −(Tα
,jd

jβ + cαβµ). (18)

Òåïåð ✭✶✽✮ ïîìíîæèìî íà cαβ òà çãîðíåìî ïî ✐íäåêñàõ α, β✳ ➶ ñèëó cαβT
αβ =

0, ä✐ñòàíåìî âèðàç ✭✶✻✮ äëÿ ôóíêö✐➝ µ. ➘àë✐ ï✐äñòàâèìî µ ç ✭✶✻✮ ó ✭✶✽✮✱ âíàñë✐✲

äîê ÷îãî íàäàìî òåíçîðîâ✐ Tαβ ñèìåòðè÷íî➝ ôîðìè ✭✶✺✮✳ ❰òæå✱ íàì âäàëîñÿ

ó ÿâíîìó âèãëÿä✐ âèðàçèòè òðè êîìïîíåíòè òåíçîðíîãî ïîëÿ Tαβ òà ôóíêö✐þ

µ ÷åðåç äâ✐ êîìïîíåíòè T 1, T 2 êîíòðàâàð✐àíòíîãî âåêòîðà Tα✳

Ï✐äñòàâèìî â ïåðøå ñï✐ââ✐äíîøåííÿ ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✹✮ âèðàçè äëÿ

òåíçîðíîãî ïîëÿ Tαβ ✐ ôóíêö✐➝ µ ç ✭✶✺✮ òà ✭✶✻✮✱ ó ï✐äñóìêó îòðèìà➵ìî ñèñòåìó

äâîõ äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü â✐äíîñíî äâîõ êîìïîíåíò òåíçîðà Tα

Tα
,jαd

jβ + Tα
,jd

jβ
,α + Tαbβα = 0. (19)

➬ä✐éñíèìî ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✾✮✳ ➘ëÿ öüîãî çàñòîñó➵ìî òî✲

òîæí✐ñòü Ð✐÷÷✐ äî òåíçîðà Tα

Tα
,jk − Tα

,kj = −T iRα
·ijk,

äå Rα
·ijk− òåíçîð Ð✐ìàíà✳ ➬ãîðíåìî îñòàííþ ð✐âí✐ñòü ïî ✐íäåêñàõ α ✐ k, òîä✐

ä✐ñòàíåìî

Tα
,jα − Tα

,αj = −T iRα
·ijα, (20)

äå Rα
·ijα = Rij− òåíçîð Ð✐÷÷✐✳ ✃ð✐ì òîãî✱ ïðèéìà➵ìî äî óâàãè íàñòóïí✐ òî✲

òîæíîñò✐ ❬✸❪

Rij = −Kgij ; d
β
i =

1

K
ciαc

βγbαγ ; ciαc
βγ = δ

β
i δ

γ
α − δ

γ
i δ

β
α. (21)

➬ óðàõóâàííÿì ✭✷✶✮ ð✐âíÿííÿì ✭✶✾✮ ìîæíà íàäàòè âèãëÿäó

Tα
,αjd

jβ + Tα
,jd

jβ
,α + T β2H = 0, (22)

Ïîìíîæèìî ✭✷✷✮ íà bβi ✐ çãîðíåìî ïî ✐íäåêñó β✱ âíàñë✐äîê ÷îãî íàðåøò✐

îòðèìà➵ìî ñèñòåìó ð✐âíÿíü ✭✶✼✮✳ Òàêèì ÷èíîì✱ ìè äîâåëè✱ ùî ïðè ê✳ í✳ ì✳ ä✳

ç çàçíà÷åíèì îáìåæåííÿì íà ïîâåðõí✐ S ïî íåîáõ✐äíîñò✐ ✐ñíó➵ òåíçîðíå ïîëå

Tαβ òà ôóíêö✐ÿ µ✱ ÿê✐ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç òåíçîð Tα ó âèãëÿä✐ ✭✶✺✮ ✐ ✭✶✻✮

â✐äïîâ✐äíî✱ à Tα â ñâîþ ÷åðãó ➵ ðîçâ✬ÿçêîì ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✼✮✳ Òåîðåìà

äîâåäåíà✳



✹✵
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❐✳ ❐✳ ➪åçêîðîâàéíà✱ Þ✳ Ñ✳ Õîìè÷

❒à➵ ì✐ñöå ✐ îáåðíåíà

Òåîðåìà ✹ ❮åõàé íà äîâ✐ëüí✐é ïîâåðõí✐ S(K 6= 0) êëàñó C3 ✐ñíó➵ òåíçîðíå

ïîëå Tαβ ∈ C2 òà ôóíêö✐ÿ µ ∈ C2✱ ÿê✐ ìîæíà âèðàçèòè ó âèãëÿä✐ ✭✶✺✮✱ ✭✶✻✮

â✐äïîâ✐äíî ÷åðåç òåíçîðíå ïîëå Tα ∈ C2, ÿêå ➵ ðîçâ✬ÿçêîì ñèñòåìè ð✐âíÿíü

✭✶✼✮✳ Òàêà ïîâåðõíÿ äîïóñêà➵ êâàç✐àðåàëüíó íåñê✐í÷åííî ìàëó äåôîðìàö✐þ ç

â✐äõèëåííÿì â✐ä äîòè÷íî➝ ïëîùèíè✱ ñòàö✐îíàðíèì ó áóäü✲ÿêîìó íàïðÿì✐✳

Ïðè öüîìó ïîëå çì✐ùåííÿ U ìà➵ ïðåäñòàâëåííÿ

U(M) =

∫

M0M

((

−1

2
ciαT

α
,jd

jβ − 1

2
ciαT

β
,jd

jα − 1

2
ckαT

α
,jd

jkδ
β
i

)

rβ + ciαT
αn

)

dxi+

(23)

+U0,

äå U0− ñòàëèé âåêòîð✱ à êðèâîë✐í✐éíèé ✐íòåãðàë áåðåòüñÿ ïî äîâ✐ëüí✐é

ñïðÿìí✐é ë✐í✐➝✱ ùî íàëåæèòü ïîâåðõí✐ òà ç✬➵äíó➵ ô✐êñîâàíó òî÷êó M0 ç✐

çì✐ííîþ òî÷êîþ M.

➘îâåäåííÿ Ïðèïóñòèìî✱ ùî íà ïîâåðõí✐ S(K 6= 0) ✐ñíó➵ òåíçîðíå ïîëå

Tαβ ∈ C2 òà ôóíêö✐ÿ µ ∈ C2✱ ÿê✐ ìîæíà ïîäàòè ôîðìóëàìè ✭✶✺✮✱ ✭✶✻✮ â✐äïî✲

â✐äíî ÷åðåç òåíçîðíå ïîëå Tα ∈ C2, ÿêå ➵ ðîçâ✬ÿçêîì ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✼✮✳

Ïîêàæåìî✱ ùî çà òàêèõ óìîâ ïîâåðõíÿ äîïóñêà➵ ê✳ í✳ ì✳ ä✳ ç✐ ñòàö✐îíàðíèì

â✐äõèëåííÿì â✐ä äîòè÷íî➝ ïëîùèíè ó áóäü✲ÿêîìó íàïðÿì✐✳ ➘ëÿ öüîãî ñïî✲

÷àòêó ïåðåâ✐ðèìî✱ ùî çà äàíîãî ïîäàííÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ Tαβ òà ôóíêö✐➝ µ

ôîðìóëàìè ✭✶✺✮✱ ✭✶✻✮ ñèñòåìà ð✐âíÿíü ✭✶✹✮ çàäîâîëüíÿ➵òüñÿ✳

➘✐éñíî✱ âíåñåìî âèðàçè äëÿ Tαβ òà µ ç ✭✶✺✮✱ ✭✶✻✮ â ïåðøå ñï✐ââ✐äíîøåííÿ

ñèñòåìè ✭✶✹✮✱ âíàñë✐äîê ÷îãî îäåðæèìî

Tα
,jαd

jβ + Tα
,jd

jβ
,α + Tαbβα = 0. (24)

ßêùî òåïåð âðàõóâàòè òîòîæí✐ñòü Ð✐÷÷✐ ✭✷✵✮ òà ôîðìóëè ✭✷✶✮✱ òî ñèñòåì✐

ð✐âíÿíü ✭✷✹✮ çìîæåìî íàäàòè âèãëÿäó ✭✷✷✮✳ Ïîìíîæèìî ✭✷✷✮ íà bβi ✐ çãîðíå✲

ìî ïî ✐íäåêñó β✱ â ðåçóëüòàò✐ ÷îãî ïåðåêîíà➵ìîñÿ✱ ùî ñï✐ââ✐äíîøåííÿ ✭141✮

âðåøò✐ ðåøò çâåäåòüñÿ äî ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✼✮✳ ❰ñê✐ëüêè çà óìîâîþ òåîðå✲

ìè òåíçîðíå ïîëå Tα ➵ ðîçâ✬ÿçêîì ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✼✮✱ òî çâ✐äñè âèïëèâà➵✱

ùî ïåðøå ñï✐ââ✐äíîøåííÿ ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✹✮ òîòîæíî âèêîíó➵òüñÿ✳

Ïåðåêîíà➵ìîñÿ✱ ùî äðóãå ñï✐ââ✐äíîøåííÿ ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✹✮ çà óìîâè

òåîðåìè òàêîæ òîòîæíî âèêîíó➵òüñÿ✳ ➬ ö✐➵➝ ìåòîþ ñïåðøó ïîêàæåìî✱ ùî ç

ôîðìóë ✭✶✺✮✱ ✭✶✻✮ âèïëèâà➵ ñï✐ââ✐äíîøåííÿ ✭✶✽✮✳ Ñïðàâä✐✱ ïîìíîæèìî ✭✶✻✮

íà cαβ ✳ Ó â✐äïîâ✐äíîñò✐ ç òîòîæí✐ñòþ ✭213✮ ä✐ñòàíåìî

cαβµ =
1

2

(

T
β
,kd

kα − Tα
,kd

kβ
)

. (25)
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➚íàë✐òè÷íå ìîäåëþâàííÿ îäí✐➵➝ çàäà÷✐ êâàç✐àðåàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî ìàëî➝

äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐ ✹✶

➶íåñåìî òåïåð â ✭✶✺✮ çàì✐ñòü äîäàíêó
1

2
T

β
,kd

kα éîãî âèðàç ç ✭✷✺✮✱ à ñàìå

1

2
T

β
,kd

kα =
1

2
Tα
,kd

kβ + cαβµ.

Òîä✐ ð✐âíîñòÿì ✭✶✺✮ ìîæíà íàäàòè âèãëÿäó ✭✶✽✮✳ Ï✐äñòàâèìî íàðåøò✐ âèðàç

äëÿ Tαβ ç ✭✶✽✮ â äðóãå ñï✐ââ✐äíîøåííÿ ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✹✮✱ âíàñë✐äîê ÷îãî

îäåðæèìî òîòîæí✐ñòü

ciαT
αβbβj + ciαT

α
,j − bijµ = −ciαT

α
,kd

kβbβj − ciαc
αβµbβj + ciαT

α
,j − bijµ ≡ 0.

❰ñê✐ëüêè òðåò➵ ñï✐ââ✐äíîøåííÿ ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✹✮ ➵ óìîâîþ ñèìåòðè✲

÷íîñò✐ òåíçîðà Tαβ ✱ à ñàì öåé òåíçîð Tαβ çà óìîâîþ òåîðåìè ïîäàíî â ñè✲

ìåòðè÷íîìó âèãëÿä✐ ✭✶✺✮✱ òî öå ñï✐ââ✐äíîøåííÿ✱ î÷åâèäíî✱ òåæ âèêîíó➵òüñÿ✳

Ï✐äñòàâèìî âèðàçè äëÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ Tαβ òà ôóíêö✐➝ µ ç ✭✶✺✮✱ ✭✶✻✮ òà

âèðàç äëÿ Tα ç ✭✶✼✮ â ñèñòåìó äâîõ äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü ✭✷✮

Ui =

(

−1

2
ciαT

α
,jd

jβ − 1

2
ciαT

β
,jd

jα − 1

2
ckαT

α
,jd

jkδ
β
i

)

rβ + ciαT
αn. (26)

➬ ïîïåðåäíüîãî âèïëèâà➵✱ ùî óìîâè ✐íòåãðîâàíîñò✐ ✭✶✹✮ ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✷✻✮

òîòîæíî âèêîíóþòüñÿ✳

❰òæå✱ äëÿ äîâ✐ëüíî➝ îäíîçâ✬ÿçíî➝ ïîâåðõí✐ S êëàñó C3 íåíóëüîâî➝ ãàóñî✲

âî➝ êðèâèíè ✐ñíó➵ ïîëå âåêòîðà çì✐ùåííÿ U ó âèãëÿä✐ ✭✷✸✮✳ ➘ëÿ áóäü✲ÿêîãî

êîíòðàâàð✐àíòíîãî âåêòîðà Tα ç ✭✶✼✮ öå äåôîðìóþ÷å ïîëå îäíîçíà÷íî ✭ç

òî÷í✐ñòþ äî ñòàëîãî âåêòîðà U0✮ âèçíà÷à➵ êâàç✐àðåàëüíó íåñê✐í÷åííî ìàëó

äåôîðìàö✐þ✱ ïðè ÿê✐é çáåð✐ãà➵òüñÿ â✐äõèëåííÿ â✐ä äîòè÷íî➝ ïëîùèíè ö✐➵➝

ïîâåðõí✐ ó áóäü✲ÿêîìó íàïðÿì✐✳ Òåîðåìà äîâåäåíà✳

❐✐òåðàòóðà

✶✳ ➶åêóà ➮✳ ❮✳ ❰áîáùåííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè✱ ❒✿ ❮àóêà✳ ➹ë✳ ðåä✳ ôèç✳✲ìàò✳
ëèò✳✱ ✷✲å èçä✳✱ ✺✶✷ ñ✳ ✭✶✾✽✽✮✳

✷✳ ➪åçêîðîâàéíà ❐✳ ❐✳✱ Õîìè÷ Þ✳ Ñ✳ ✃âàç✐àðåàëüíà íåñê✐í÷åííî ìàëà äåôîðìàö✐ÿ

ïîâåðõí✐ â E3✴✴ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥✳ ●❡♦♠✳ ❈❡♥t❡r✱ ➑✼✭✷✮✱ Ñ✳ ✻✲✶✾✱ ✭✷✵✶✹✮✳

✸✳ ➪åçêîðîâàéíà ❐✳ ❐✳ ➚ðåàëüí✐ íåñê✐í÷åííî ìàë✐ äåôîðìàö✐➝ ✐ âð✐âíîâàæåí✐ ñòàíè

ïðóæíî➝ îáîëîíêè✱ ❰äåñà✿ ➚ñòðîïðèíò✱ ✶✻✽ ñ✳ ✭✶✾✾✾✮✳



✹✷

❉❖■✿ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✺✻✼✸✴✷✵✼✷✲✾✽✶✷✳✷✴✷✵✶✺✳✺✶✺✼✻

❐✳ ❐✳ ➪åçêîðîâàéíà✱ Þ✳ Ñ✳ Õîìè÷

❐✐ë✐ÿ ❐åîíò✐➝âíà ➪åçêîðîâàéíà

❤tt♣✿✴✴♦r❝✐❞✳♦r❣✴✵✵✵✵✲✵✵✵✷✲✽✸✵✺✲✸✶✷✾

❰äåñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ ■✳ ■✳ ❒å÷íèêîâà✱ ❰äåñà✱ Óêðà➝íà

❊✲♠❛✐❧✿ ❧✐❧✐②❛❜❡③❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Þë✐ÿ Ñòåïàí✐âíà Õîìè÷

❤tt♣✿✴✴♦r❝✐❞✳♦r❣✴✵✵✵✵✲✵✵✵✷✲✸✹✷✽✲✽✵✵✶

❰äåñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ ■✳ ■✳ ❒å÷íèêîâà✱ ❰äåñà✱ Óêðà➝íà

❊✲♠❛✐❧✿ ❦❤♦♠②❝❤✳②✉❧✐✐❛❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

▲✐❧✐✐❛ ▲✳ ❇❡③❦♦r♦✈❛✐♥❛✱ ❨✉❧✐✐❛ ❙✳ ❑❤♦♠②❝❤

❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐❛r❡❛❧ ✐♥✜♥✐t❡s✐✲

♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ st✉❞② ✐s t❤❡ q✉❛s✐❛r❡❛❧ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✉❧❛r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡✱

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤✐s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ t❤❡

t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥❡ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥✳


