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✃âàç✐àðåàëüíà íåñê✐í÷åííî ìàëà äåôîðìàö✐ÿ
ïîâåðõí✐ â E3

❐✳ ❐✳ ➪åçêîðîâàéíà Þ✳ Ñ✳ Õîìè÷

➚íîòàö✐ÿ ➶ äàí✐é ðîáîò✐ ââîäèòüñÿ äî ðîçãëÿäó ïîíÿòòÿ êâàç✐àðåàëüíî➝

íåñê✐í÷åííî ìàëî➝ äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐✳ ➶ñòàíîâëåíî íåîáõ✐äíó ✐ äîñòàòíþ

óìîâó òîãî✱ ùîá íåñê✐í÷åííî ìàëà äåôîðìàö✐ÿ áóëà êâàç✐àðåàëüíîþ✳ ➬äî✲

áóòî îñíîâíó ñèñòåìó ð✐âíÿíü êâàç✐àðåàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî ìàëî➝ äåôîðìàö✐➝

òà îá÷èñëåíî âàð✐àö✐➝ äåÿêèõ ãåîìåòðè÷íèõ âåëè÷èí ïðè ðîçãëÿäóâàí✐é äå✲

ôîðìàö✐➝✳ ➶✐äçíà÷èìî✱ ùî êâàç✐àðåàëüíà äåôîðìàö✐ÿ óçàãàëüíþ➵ àðåàëüíó

íåñê✐í÷åííî ìàëó äåôîðìàö✐þ ïîâåðõí✐✳

■äåÿ ùîäî âèâ÷åííÿ êâàç✐àðåàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî ìàëî➝ äåôîðìàö✐➝ íàëå✲

æèòü ïðîôåñîðó ❒✳ Ñ✳ Ñèíþêîâó ✐ áóëà çàÿâëåíà â ðîáîò✐ ❬✶❪✳

✃ëþ÷îâ✐ ñëîâà ✃âàç✐àðåàëüíà íåñê✐í÷åííî ìàëà äåôîðìàö✐ÿ · îñíîâíà ñè✲

ñòåìà ð✐âíÿíü · âàð✐àö✐➝ îñíîâíèõ ãåîìåòðè÷íèõ âåëè÷èí

Ó➘✃ ✺✶✹✳✼✻✴✼✼

✶ ❮åîáõ✐äíà ✐ äîñòàòíÿ óìîâà êâàç✐àðåàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî ìàëî➝

äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐

Ó òðèâèì✐ðíîìó åâêë✐äîâîìó ïðîñòîð✐ E3 ðîçãëÿíåìî îáëàñòü G, ùî íàëå✲

æèòü ïëîùèí✐ x1, x2; âîíà ìîæå ïîêðèâàòè ✐ âñþ ïëîùèíó✳ ❮åõàé S ⊂ E3−
äåÿêà ïîâåðõíÿ êëàñó C3✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî ì✐æ òî÷êàìè ö✐➵➝ ïîâåðõí✐ ✐ òî÷✲

êàìè îáëàñò✐ G óñòàíîâëåíî âçà➵ìíî îäíîçíà÷íó ✐ âçà➵ìíî íåïåðåðâíó â✐ä✲

ïîâ✐äí✐ñòü ✭ãîìåîìîðô✐çì✮ òàê✱ ùî â îêîë✐ äîâ✐ëüíî➝ ñâî➵➝ òî÷êè ïîâåðõíÿ S
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✃âàç✐àðåàëüíà íåñê✐í÷åííî ìàëà äåôîðìàö✐ÿ ïîâåðõí✐ â E3 ✼

äîïóñêà➵ ïàðàìåòðèçàö✐þ

r = r(x1, x2), x1, x2 ∈ G,

äå r− ðàä✐óñ✲âåêòîð òî÷êè ïîâåðõí✐✳ ➪óäåìî ðîçãëÿäàòè ➝➝ íåñê✐í÷åííî ìàëó

äåôîðìàö✐þ S∗ âèäó

r∗(x1, x2, t) = r(x1, x2) + tU(x1, x2), ✭✶✮

äå U(x1, x2)− äåôîðìóþ÷å ïîëå ïîâåðõí✐ S, t → 0.

❮àäàë✐ ãåîìåòðè÷í✐ îá✬➵êòè çäåôîðìîâàíî➝ ïîâåðõí✐ S∗, íà â✐äì✐íó â✐ä

â✐äïîâ✐äíèõ îá✬➵êò✐â ïîâåðõí✐ S, óìîâèìîñÿ â✐äì✐÷àòè ïîçíà÷êîþ ∗.

❰çíà÷åííÿ ✶ ❮åñê✐í÷åííî ìàëó äåôîðìàö✐þ ïåðøîãî ïîðÿäêó ✭✶✮ áóäåìî

íàçèâàòè êâàç✐àðåàëüíîþ íåñê✐í÷åííî ìàëîþ äåôîðìàö✐➵þ✱ ÿêùî ïðè òàê✐é

äåôîðìàö✐➝ åëåìåíò ïëîù✐ ïîâåðõí✐ çì✐íþ➵òüñÿ çà çàäàíèì çàêîíîì✳

➶ ïîäàëüøîìó âñ✐ ✐íäåêñè íàáóâàþòü çíà÷åííÿ ✶✱ ✷✳

Òåîðåìà ✶ ➘ëÿ òîãî✱ ùîá íåñê✐í÷åííî ìàëà äåôîðìàö✐ÿ ïîâåðõí✐ S êëàñó

C3 áóëà êâàç✐àðåàëüíîþ✱ íåîáõ✐äíî ✐ äîñòàòíüî✱ ùîá ïðè ö✐é äåôîðìàö✐➝

âèêîíóâàëàñü óìîâà

εαβg
αβ = 2ϕ, ✭✷✮

äå 2εij ≡ δgij− âàð✐àö✐➝ ìåòðè÷íîãî òåíçîðà ïîâåðõí✐ S✱ gij− êîìïîíåí✲

òè òåíçîðà✱ îáåðíåíîãî äî ìåòðè÷íîãî gij✱ à ϕ(x1, x2)− äåÿêà çàçäàëåã✐äü

çàäàíà ôóíêö✐ÿ êëàñó C2.

➘îâåäåííÿ ➴ëåìåíò ïëîù✐ dσ∗ =
√
g∗dx1dx2 ïîâåðõí✐ S∗ ðîçêëàäåìî ïî ñòå✲

ïåíÿõ t

dσ∗ = dσ + tδdσ + o(t2),

äå δdσ− ïåðøà âàð✐àö✐ÿ åëåìåíòà ïëîù✐ ïîâåðõí✐✱ à ÷åðåç o(t2) ïîçíà÷åíî

âåëè÷èíó ïîðÿäêó ✷ ✐ âèùå â✐äíîñíî t, ÿêîþ ìè áóäåìî íåõòóâàòè✳ ➬â✐äñè

íîðìîâàíèé åëåìåíò ïëîù✐ ïîâåðõí✐ S∗ âèðàçèìî ó âèãëÿä✐

dσ∗

dσ
= 1 + t

δdσ

dσ
+ o(t2). ✭✸✮

➘ëÿ òîãî✱ ùîá âèçíà÷èòè âàð✐àö✐þ åëåìåíòà ïëîù✐ ïîâåðõí✐ S✱ çíàéäåìî

ïîñë✐äîâíî äèñêðèì✐íàíò g∗ ✐
√
g∗

g∗ = g∗
11
g∗
22
−g∗2

12
= (g11+t2ε11+o(t2))(g22+t2ε22+o(t2))−(g12+t2ε12+o(t2))2 =

= g + 2t(g11ε22 + g22ε11 − 2g12ε12) + o(t2) = g + 2tgεαβg
αβ + o(t2);
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√
g∗ =

√
g + 2tgεαβgαβ + o(t2) =

√
g + tδ

√
g + o(t2) =

=
√
g + t

(
∂
√
g∗

∂t

)∣∣∣
t=0

+ o(t2) =
√
g + t

√
gεαβg

αβ + o(t2).

❰÷åâèäíî✱

δg = 2gεαβg
αβ , δ

√
g =

√
gεαβg

αβ . ✭✹✮

❰òæå✱ åëåìåíò ïëîù✐ ïîâåðõí✐ S∗ äîð✐âíþ➵

dσ∗ =
√
g∗dx1dx2 = dσ + tδdσ + o(t2) = dσ + tdσεαβg

αβ + o(t2),

à âàð✐àö✐ÿ åëåìåíòà ïëîù✐ ïîâåðõí✐ S

δdσ = εαβg
αβdσ. ✭✺✮

➬✬ÿñó➵ìî ãåîìåòðè÷íèé çì✐ñò âåëè÷èíè εαβg
αβ . ➬ ôîðìóëè ✭✺✮ âèïëèâà➵

εαβg
αβ =

δdσ

dσ
. ✭✻✮

Òàêèì ÷èíîì✱ âåëè÷èíà εαβg
αβ ÿâëÿ➵ ñîáîþ íîðìîâàíó âàð✐àö✐þ åëåìåíòà

ïëîù✐ ïîâåðõí✐ S.

Ó â✐äïîâ✐äíîñò✐ ç îçíà÷åííÿì✱ íåñê✐í÷åííî ìàëà äåôîðìàö✐ÿ áóäå êâà✲

ç✐àðåàëüíîþ òîä✐ ✐ ëèøå òîä✐✱ êîëè ïðè ö✐é äåôîðìàö✐➝ â✐äîìèé çàêîí çì✐✲

íþâàííÿ δdσ åëåìåíòà ïëîù✐ ïîâåðõí✐ S. ❰÷åâèäíî✱ çàäàííÿ ôóíêö✐➝ δdσ

ð✐âíîñèëüíî çàäàííþ ôóíêö✐➝
δdσ

dσ
; ïîêëàäåìî

δdσ

dσ
= 2ϕ(x1, x2) ✭✼✮

✐ íàäàë✐ áóäåìî ââàæàòè ôóíêö✐þ ϕ çàäàíîþ ôóíêö✐➵þ êëàñó C2. ➬ óðàõó✲

âàííÿì ôîðìóë ✭✻✮ òà ✭✼✮ îòðèìà➵ìî ✭✷✮✳

Òåîðåìó äîâåäåíî✳

➶✐äçíà÷èìî✱ ùî ïðè ϕ ≡ 0 íà ïîâåðõí✐ S óìîâà ✭✷✮ ïåðåòâîðþ➵òüñÿ ó

íåîáõ✐äíó ✐ äîñòàòíþ óìîâó òîãî✱ ùîá íåñê✐í÷åííî ìàëà äåôîðìàö✐ÿ ïîâåðõ✲

í✐ áóëà àðåàëüíîþ ❬✷❪✳ ❰òæå✱ êâàç✐àðåàëüíà íåñê✐í÷åííî ìàëà äåôîðìàö✐ÿ

ïîâåðõí✐ óçàãàëüíþ➵ àðåàëüíó íåñê✐í÷åííî ìàëó äåôîðìàö✐þ✳ Ïðè εij ≡ 0

â ñâîþ ÷åðãó àðåàëüíà íåñê✐í÷åííî ìàëà äåôîðìàö✐ÿ ïîâåðõí✐ ñòàíîâèòüñÿ

íåñê✐í÷åííî ìàëèì çãèíàííÿì✳
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✃âàç✐àðåàëüíà íåñê✐í÷åííî ìàëà äåôîðìàö✐ÿ ïîâåðõí✐ â E3 ✾

✷ ❰ñíîâíà ñèñòåìà ð✐âíÿíü êâàç✐àðåàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî ìàëî➝

äåôîðìàö✐➝

×àñòèíí✐ ïîõ✐äí✐ âåêòîðà çì✐ùåííÿ U(x1, x2) êâàç✐àðåàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî ìà✲

ëî➝ äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐ ðîçêëàäåìî çà áàçèñîì r1, r2, n, äå rα = ∂r
∂xα

, n− îðò

íîðìàë✐ ïîâåðõí✐ S

Ui = ciαT̂
αβrβ + ciαT

αn, ✭✽✮

äå T̂αβ ∈ C2 ✲ äîâ✐ëüíèé äâ✐÷✐ êîíòðàâàð✐àíòíèé òåíçîð✱ Tα ∈ C2 ✲ êîíòðà✲

âàð✐àíòíèé âåêòîð✱ cij ✲ äèñêðèì✐íàíòíèé òåíçîð ïîâåðõí✐ S

c11 = c22 = 0, c12 = −c21 =
√
g.

Ðîçêëàäåìî òåíçîð T̂αβ íà éîãî ñèìåòðè÷íó ✐ êîñîñèìåòðè÷íó ÷àñòèíè

T̂αβ = Tαβ + µcαβ , ✭✾✮

äå µ = µ(x1, x2)− äåÿêà ôóíêö✐ÿ êëàñó C2, cβαcγα = δβγ . ➶íåñåìî â ✭✽✮

çàì✐ñòü T̂αβ éîãî çíà÷åííÿ ç ✭✾✮

Ui =
(
ciαT

αβ − µδ
β
i

)
rβ + ciαT

αn. ✭✶✵✮

Ð✐âíîñò✐ ✭✶✵✮ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñèñòåìó äâîõ âåêòîðíèõ äèôåðåí✲

ö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü â✐äíîñíî îäí✐➵➝ âåêòîð✲ôóíêö✐➝ U ✳ ➘ëÿ ✐ñíóâàííÿ ðîçâ✬ÿçêó

ö✐➵➝ ñèñòåìè íåîáõ✐äíî ✐ äîñèòü✱ ùîá âèêîíóâàëèñÿ óìîâè ✐íòåãðîâíîñò✐

U i,j = U j,i ⇐⇒ cijU ,ij = 0, ✭✶✶✮

äå êîìîþ ïîçíà÷åíî êîâàð✐àíòíó ïîõ✐äíó íà áàç✐ ìåòðè÷íîãî òåíçîðà gij ✳

✃îðèñòóþ÷èñü äåðèâàö✐éíèìè ð✐âíÿííÿìè òåîð✐➝ ïîâåðõîíü

ri,j = bijn, ni = −bαi rα, ✭✶✷✮

äå bij−êîåô✐ö✐➵íòè äðóãî➝ êâàäðàòè÷íî➝ ôîðìè ïîâåðõí✐ S, bαi = bijg
jα, ïî✲

ñë✐äîâíî çíàéäåìî

U i,j =
(
ciαT

αβ
,j − µjδ

β
i − ciαT

αb
β
j

)
rβ +

(
ciαT

αβbβj − µbij + ciαT
α
,j

)
n, ✭✶✸✮

cijU i,j =
(
Tαβ
,α − µαc

βα − Tαbβα
)
rβ +

(
Tαβbαβ + Tα

,α

)
n.

Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè ôàêò ë✐í✐éíî➝ íåçàëåæíîñò✐ âåêòîð✐â ri, n, óìîâàì ✐í✲

òåãðîâíîñò✐ ✭✶✶✮ íàäàìî âèãëÿäó




Tαβ
,α − Tαbβα + µαc

αβ = 0,

Tαβbαβ + Tα
,α = 0,

cαβT
αβ = 0.

✭✶✹✮
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➬àçíà÷èìî✱ ùî òðåò➵ ñï✐ââ✐äíîøåííÿ ñèñòåìè âèçíà÷à➵ ñèìåòðè÷í✐ñòü òåí✲

çîðà Tαβ .

➶ñòàíîâèìî ãåîìåòðè÷íèé çì✐ñò ôóíêö✐➝ µ(x1, x2), ÿêà âõîäèòü â ñèñòåìó

ð✐âíÿíü ✭✶✹✮✳ ➘ëÿ öüîãî ïåðåäóñ✐ì âèçíà÷èìî ìåòðè÷íèé òåíçîð ïîâåðõí✐ S∗

g∗ij = ri
∗rj

∗ =
(
ri + tUi

) (
rj + tUj

)
= gij + t

(
riUj + rjUi

)
+ o(t2).

➬â✐äñè âàð✐àö✐ÿ ìåòðè÷íîãî òåíçîðà ïîâåðõí✐ S

2εij =
(
riUj + rjUi

)
. ✭✶✺✮

Ï✐äñòàâèìî â ✭✶✺✮ çàì✐ñòü Ui, Uj ➝õ çíà÷åííÿ ç ✭✶✵✮✱ ✐ ïåðøèé òåíçîð äåôîð✲

ìàö✐➝ 2εij ïðåäñòàâèìî ÷åðåç Tαβ , µ ó âèãëÿä✐

2εij = Tαβ (ciαgjβ + cjαgiβ)− 2µgij . ✭✶✻✮

Ïîìíîæèìî îòðèìàíó ð✐âí✐ñòü ✭✶✻✮ íà gij

εαβg
αβ = −2µ.

➬ ✐íøîãî áîêó✱ íà ï✐äñòàâ✐ ✭✷✮

εαβg
αβ = 2ϕ.

➬â✐äñè âèïëèâà➵✱ ùî

µ(x1, x2) = −ϕ(x1, x2) = −1

2
εαβg

αβ = −δdσ

2dσ
. ✭✶✼✮

❰òæå✱ â ñèñòåì✐ ð✐âíÿíü ✭✶✹✮ ôóíêö✐þ µ ìîæíà òëóìà÷èòè ÿê ôóíêö✐þ✱ ùî

âèçíà÷à➵ çàêîí çì✐íþâàííÿ åëåìåíòà ïëîù✐ ïîâåðõí✐ ïðè ➝➝ êâàç✐àðåàëüí✐é

íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîðìàö✐➝✳

Ñèñòåìà ð✐âíÿíü ✭✶✹✮ ïðåäñòàâëÿ➵ ñîáîþ ñèñòåìó òðüîõ äèôåðåíö✐àëü✲

íèõ ð✐âíÿíü â✐äíîñíî ✻ íåâ✐äîìèõ ôóíêö✐é✿ T 11, T 12 = T 21, T 22, T 1, T 2, µ.

Öþ ñèñòåìó ìè áóäåìî íàçèâàòè îñíîâíîþ ñèñòåìîþ ð✐âíÿíü êâàç✐àðåàëüíî➝

íåñê✐í÷åííî ìàëî➝ äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐✳

❮åõàé
(
Tαβ , Tα, µ

)
, µ 6= 0− äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ✬ÿçîê êëàñó C2

ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✹✮ äëÿ îäíîçâ✬ÿçíî➝ ïîâåðõí✐ êëàñó C3. ❰ñê✐ëüêè óìîâè

✐íòåãðîâàíîñò✐ ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✵✮ âèêîíóþòüñÿ✱ òî ç ✭✶✵✮ ìîæíà çíàéòè

îäíîçíà÷íå äåôîðìóþ÷å ïîëå êâàç✐àðåàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî ìàëî➝ äåôîðìàö✐➝

U(M) =

∫

M0M

(
ciαT

αβrβ − µri + ciαT
αn

)
dxi + U0, ✭✶✽✮

äå U0− ñòàëèé âåêòîð✳

Òàêèì ÷èíîì✱ ìà➵ ì✐ñöå
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✃âàç✐àðåàëüíà íåñê✐í÷åííî ìàëà äåôîðìàö✐ÿ ïîâåðõí✐ â E3 ✶✶

Òåîðåìà ✷ ➘ëÿ ✐ñíóâàííÿ êâàç✐àðåàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî ìàëî➝ äåôîðìàö✐➝ îä✲

íîçâ✬ÿçíî➝ ïîâåðõí✐ êëàñó C3 íåîáõ✐äíî ✐ äîñòàòíüî✱ ùîá ñèñòåìà ð✐âíÿíü

✭✶✹✮ ìàëà íåíóëüîâèé ðîçâ✬ÿçîê✳

➶✐äçíà÷èìî✱ ùî ñèñòåìà ð✐âíÿíü ✭✶✹✮ áóëà îòðèìàíà òàêîæ ó ïðàöÿõ ❬✸❪✱

❬✹❪ ó çâ✬ÿçêó ç äîñë✐äæåííÿì ñòðóêòóðè ðîçâ✬ÿçê✐â çàãàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî

ìàëî➝ äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐✳ ➶ äàí✐é ðîáîò✐ öÿ ñèñòåìà ð✐âíÿíü íàáóâà➵ ✐íøî✲

ãî ãåîìåòðè÷íîãî òëóìà÷åííÿ✱ ÿê îñíîâíà ñèñòåìà ð✐âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ

êâàç✐àðåàëüíî➝ íåñê✐í÷åííî ìàëî➝ äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐✳

✸ ➶àð✐àö✐➝ îñíîâíèõ ãåîìåòðè÷íèõ âåëè÷èí ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é

íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîðìàö✐➝

Ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîðìàö✐➝ âñ✐ îá✬➵êòè ïîâåðõí✐ îò✲

ðèìóþòü✱ âçàãàë✐ êàæó÷è✱ íåíóëüîâ✐ âàð✐àö✐➝✳ ✃îðèñòóþ÷èñü òåíçîðíèìè ìå✲

òîäàìè✱ âèâåäåìî ôîðìóëè äëÿ âàð✐àö✐é äåÿêèõ ãåîìåòðè÷íèõ âåëè÷èí ïðè

êâàç✐àðåàëüí✐é äåôîðìàö✐➝✳

➶èùå íàìè âæå çíàéäåíî ìåòðè÷íèé òåíçîð g∗ij ✱ äèñêðèì✐íàíò g∗✱
√
g∗✱

åëåìåíò ïëîù✐ dσ∗ ïîâåðõí✐ S∗✳ ➶èïèøåìî ➝õ âèðàçè

g∗ij = gij + t2εij + o(t2) = gij + t
(
Tαβ (ciαgjβ + cjαgiβ)− 2µgij

)
+ o(t2),

g∗ = g + tδg + o(t2) = g − 4tgµ+ o(t2),

√
g∗ =

√
g + tδ

√
g + o(t2) =

√
g − 2t

√
gµ+ o(t2),

dσ∗ = dσ − 2tµdσ + o(t2).

➶àð✐àö✐➝ â✐äïîâ✐äíèõ ãåîìåòðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ìàþòü âèãëÿä

2εij = Tαβ (ciαgjβ + cjαgiβ)− 2µgij ,

δg = −4gµ,

δ
√
g = −2

√
gµ,

δdσ = −2µdσ.
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➶àð✐àö✐ÿ îðòà íîðìàë✐

➶àð✐àö✐þ îðòà íîðìàë✐ n ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîðìàö✐➝

ïîâåðõí✐ S âèçíà÷èìî êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ

n =
r1 × r2√

g
.

❰òæå✱

n∗ =
r1

∗ × r2
∗

√
g∗

=
(r1 + tU1)× (r2 + tU2)√

g − 2t
√
gµ+ o(t2)

= n+ t

(
∂n∗

∂t

)∣∣∣
t=0

+ o(t2) =

= n+ t
(r1 × U2 + U1 × r2)

√
g + r1 × r2 · 2

√
gµ

g
+ o(t2) =

= n+ t

(
r1 × U2 + U1 × r2√

g
+ 2nµ

)
+ o(t2) = n+ t(cijri × Uj + 2nµ) + o(t2).

➬â✐äñè âàð✐àö✐ÿ îðòà íîðìàë✐ ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîð✲

ìàö✐➝ ïîâåðõí✐ S ìà➵ âèãëÿä

δn = cijri × Uj + 2nµ. ✭✶✾✮

➶èðàçèìî âåëè÷èíó δn ÷åðåç òåíçîðè Tαβ , Tα. ➘ëÿ öüîãî ï✐äñòàâèìî ó ✭✶✾✮

çàì✐ñòü Uj éîãî çíà÷åííÿ ç ✭✶✵✮ òà ñêîðèñòà➵ìîñü ôîðìóëàìè ❬✷❪

ri × rj = cijn, n× ri = ciαr
α, ✭✷✵✮

îñòàòî÷íî îòðèìà➵ìî

δn = cαβT
αrβ . ✭✷✶✮

Òàêèì ÷èíîì✱ îðò íîðìàë✐ n∗ ïîâåðõí✐ S∗ ðîçêëàäà➵òüñÿ ïî ñòåïåíÿõ t ó

âèãëÿä✐

n∗ = n+ tcαβT
αrβ + o(t2).

➶àð✐àö✐➝ äèñêðèì✐íàíòíèõ òåíçîð✐â

➘ëÿ çíàõîäæåííÿ âàð✐àö✐é äèñêðèì✐íàíòíîãî òåíçîðà cij ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é

íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐ S áóäåìî âèõîäèòè ç ôîðìóëè

cij = (ri, rj , n) .

➘✐éñíî✱

c∗ij = ri
∗rj

∗n∗ =
(
(ri + tUi)× (rj + tUj), n+ tδn+ o(t2)

)
=
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✃âàç✐àðåàëüíà íåñê✐í÷åííî ìàëà äåôîðìàö✐ÿ ïîâåðõí✐ â E3 ✶✸

=
(
ri × rj + t

(
ri × Uj + Ui × rj

)
+ o(t2), n+ tδn+ o(t2)

)
=

= (ri × rj)n+ t
(
(ri × rj)δn+ n

(
ri × Uj + Ui × rj

))
+ o(t2).

➶✐çüìåìî äî óâàãè ïåðøó ôîðìóëó ✭✷✵✮ é òîòîæí✐ñòü nδn = 0 òà îäåðæèìî

ç ïîïåðåäíüî➝ ð✐âíîñò✐

δcij = n
(
ri × Uj + Ui × rj

)
. ✭✷✷✮

Ï✐äñòàâèìî â ✭✷✷✮ çàì✐ñòü Ui, Uj ➝õ çíà÷åííÿ ç ✭✶✵✮ ✐ âðàõó➵ìî ôîðìóëè ✭✷✵✮

òà òîòîæí✐ñòü n · rα = 0✳ ❰ñòàòî÷íî ä✐ñòàíåìî âèðàç äëÿ âàð✐àö✐➝ òåíçîðà cij

ïîâåðõí✐ S ÷åðåç ôóíêö✐þ µ ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é äåôîðìàö✐➝

δcij = −2cijµ. ✭✷✸✮

Ðîçêëàä ïî ñòåïåíÿõ t äèñêðèì✐íàíòíîãî òåíçîðà c∗ij ïîâåðõí✐ S
∗ äîð✐âíþ➵

c∗ij = cij − 2tcijµ+ o(t2).

➶àð✐àö✐þ äâ✐÷✐ êîíòðàâàð✐àíòíîãî äèñêðèì✐íàíòíîãî òåíçîðà ïîâåðõí✐ S

ìîæíà âèçíà÷èòè êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ

ciαcjα = δij .

Ñïðàâä✐✱

ciαδcjα + cjαδc
iα = 0.

Ïîìíîæèìî îòðèìàíó ð✐âí✐ñòü íà cjβ òà âíåñåìî çàì✐ñòü δcjα éîãî çíà÷åííÿ

ç ✭✷✸✮✳ Øóêàíó âàð✐àö✐þ ✐ c∗ij òåïåð ìîæíà çàïèñàòè òàê

δcij = 2cijµ, ✭✷✹✮

c∗ij = cij + 2tcijµ+ o(t2).

➬íàéäåìî ùå âàð✐àö✐þ çì✐øàíîãî òåíçîðà

c·ki· = giαc
αk

ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐ S. Ó â✐äïîâ✐äíî✲

ñò✐ ç ö✐➵þ ôîðìóëîþ ä✐ñòàíåìî

c∗·ki· = g∗iαc
∗αk =

(
giα + 2tεiα + o(t2)

) (
cαk + tδcαk + o(t2)

)
=

= c·ki· + t
(
giαδc

αk + 2εiαc
αk

)
+ o(t2),

çâ✐äñè

δc·ki· = giαδc
αk + 2εiαc

αk. ✭✷✺✮



✶✹

❉❖■ ✶✵✳✶✺✻✼✸✴✷✵✼✷✲✾✽✶✷✳✷✴✷✵✶✹✳✷✾✻✶✼

❐✳ ❐✳ ➪åçêîðîâàéíà✱ Þ✳ Ñ✳ Õîìè÷

➬àì✐íèìî â ✭✷✺✮ âèðàçè 2εiα, δcαk íà ➝õ çíà÷åííÿ ç ✭✶✻✮ òà ✭✷✹✮ ✐ ñêîðè✲

ñòà➵ìîñÿ ôîðìóëîþ ❬✷❪ ciβc
αk = δαi δ

k
β − δαβ δ

k
i . ❰ñòàòî÷íî îòðèìà➵ìî âàð✐àö✐þ

ì✐øàíîãî äèñêðèì✐íàíòíîãî òåíçîðà ïîâåðõí✐ S ÷åðåç ñèìåòðè÷íå äåôîðìó✲

þ÷å ïîëå Tαβ ó âèãëÿä✐

δc·ki· = Tαβ
(
2gαiδ

k
β − gαβδ

k
i

)
. ✭✷✻✮

❰òæå✱

c∗·ki· = c·ki· + tTαβ
(
2gαiδ

k
β − gαβδ

k
i

)
+ o(t2).

➶àð✐àö✐➝ äâ✐÷✐ êîíòðàâàð✐àíòíîãî òåíçîðà gij

Ñïèðàþ÷èñü íà ôîðìóëó

g∗ij = c∗iαc∗jβg∗αβ ,

îá÷èñëèìî âàð✐àö✐➝ δgij ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîðìàö✐➝ ïî✲

âåðõí✐ S. Ï✐äñòàâèìî â äàíó ð✐âí✐ñòü îòðèìàí✐ ðàí✐øå ðîçêëàäè â✐äïîâ✐äíèõ

âåëè÷èí â ðÿä ïî ñòåïåíÿõ t ✱ ìàòèìåìî

g∗ij =
(
ciα + 2tciαµ+ o(t2)

) (
cjβ + 2tcjβµ+ o(t2)

) (
gαβ + 2tεαβ + o(t2)

)
=

= gij + 2t
(
ciαcjβεαβ + 2gijµ

)
+ o(t2),

δgij = 2
(
ciαcjβεαβ + 2gijµ

)
.

➶ðàõîâóþ÷è ôîðìóëó ❬✷❪ ciαcjβ = gijgαβ − giβgαj , âàð✐àö✐ÿì òåíçîðà gij íà✲

äàìî âèãëÿäó

δgij = −2giαgjβεαβ . ✭✷✼✮

➶íàñë✐äîê ï✐äñòàâëåííÿ â ✭✷✼✮ çàì✐ñòü 2εαβ éîãî çíà÷åííÿ ç ✭✶✻✮ çíàéäåìî

øóêàíèé âèðàç âàð✐àö✐➝ δgij ÷åðåç Tαβ , µ ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é íåñê✐í÷åííî

ìàë✐é äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐

δgij = T iαc ·j
α· + T jαc ·i

α· + 2gijµ, ✭✷✽✮

à

g∗ij = gij + t
(
T iαc ·j

α· + T jαc ·i
α· + 2gijµ

)
+ o(t2).

➶✐äçíà÷èìî✱ ùî äèñêðèì✐íàíòíèé òåíçîð c∗·ki· ïîâåðõí✐ S∗ ìîæíà øóêàòè

òàêîæ âèõîäÿ÷è ç ôîðìóëè

c·ki· = ciαg
αk.
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Ïîêàæåìî✱ ùî â äàíîìó âèïàäêó ìè ïðèõîäèìî äî îäíîãî ✐ òîãî æ âèðàçó

äëÿ âàð✐àö✐é äèñêðèì✐íàíòíîãî òåíçîðà✳ Ñïðàâä✐✱

c∗·ki· = c∗iαg
∗αk =

(
ciα − 2tciαµ+ o(t2)

)
(gαk + t

(
Tαβc ·k

β· + T kβc ·α
β· + 2gαkµ

)
+

+o(t2)) = c·ki· + t
(
Tαβciαc

·k
β· + T kβciαc

·α
β·

)
+ o(t2).

Ïðèéìåìî äî óâàãè ôîðìóëó ❬✷❪ ciαc
·k
β· = giβδ

k
α − gαβδ

k
i é îñòàíí➵ ñï✐ââ✐äíî✲

øåííÿ îñòàòî÷íî ïîäàìî ó âèãëÿä✐

c∗·ki· = c·ki· + tTαβ
(
2gαiδ

k
β − gαβδ

k
i

)
+ o(t2).

➬â✐äñè îòðèìà➵ìî ✭✷✻✮✳

➶àð✐àö✐➝ äðóãîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî òåíçîðà

➶àð✐àö✐➝ êîåô✐ö✐➵íò✐â äðóãî➝ êâàäðàòè÷íî➝ ôîðìè bij ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é

íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐ S îá÷èñëèìî êîðèñòóþ÷èñü ôîðìó✲

ëîþ

b∗ij = r∗i|jn
∗,

äå ðèñêîþ ïîçíà÷åíî ñèìâîë êîâàð✐àíòíî➝ ïîõ✐äíî➝ íà áàç✐ ìåòðè÷íîãî òåíçî✲

ðà g∗ij ïîâåðõí✐ S
∗. ➚ëå ïîïåðåäíüî âèâåäåìî ôîðìóëó✱ çà ÿêîþ âèçíà÷à➵òüñÿ

âàð✐àö✐ÿ êîâàð✐àíòíî➝ ïîõ✐äíî➝ êîâàð✐àíòíîãî âåêòîðà ri ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é

íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîðìàö✐➝

r∗i|j =
∂ri

∗

∂xj
− rα

∗Γ ∗α
ij =

∂(ri + tUi)

∂xj
− (rα + tUα)

(
Γα
ij + tδΓα

ij

)
+ o(t2) =

= ri,j + t
(
U i,j − rαδΓ

α
ij

)
+ o(t2).

❰òæå✱ âðàõîâóþ÷è îñòàííþ ð✐âí✐ñòü òà ðîçêëàä îðòà íîðìàë✐ n∗ ïîâåðõí✐ S∗

â ðÿä ïî ñòåïåíÿõ t, ìàòèìåìî

b∗ij =
(
ri,j + t

(
U i,j − rαδΓ

α
ij

)
+ o(t2)

) (
n+ tδn+ o(t2)

)
=

= ri,j · n+ t
(
U i,jn− rα · nδΓα

ij + ri,jδn
)
+ o(t2).

Òàê ÿê rα · n = 0, n · δn = 0, òî ä✐ñòàíåìî

b∗ij = bij + tU i,jn+ o(t2),

δbij = U i,jn. ✭✷✾✮

➶íàñë✐äîê ï✐äñòàâëÿííÿ â ✭✷✾✮ çàì✐ñòü U i,j éîãî çíà÷åííÿ ç ✭✶✸✮ îñòàòî÷✲

íî çíàéäåìî âàð✐àö✐➝ êîåô✐ö✐➵íò✐â äðóãî➝ êâàäðàòè÷íî➝ ôîðìè ÷åðåç òåíçîðè
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äåôîðìàö✐➝ Tαβ , Tα òà ôóíêö✐þ µ ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äå✲

ôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐

δbij ≡ βij = U i,jn = ciαT
αβbβj + ciαT

α
,j − bijµ. ✭✸✵✮

Ïåðåâ✐ðèìî ñèìåòðè÷í✐ñòü òåíçîðà βij . ➘ëÿ öüîãî îá÷èñëèìî

cijβij = cij
(
ciαT

αβbβj + ciαT
α
,j − bijµ

)
= Tαβbαβ + Tα

,α.

❮åîáõ✐äíîþ ✐ äîñòàòíüîþ óìîâîþ ñèìåòðè÷íîñò✐ òåíçîðà βij ➵ cijβij = 0.

➶îíà âèêîíó➵òüñÿ òîòîæíî â ñèëó îñíîâíî➝ ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✹✮✳

➶àð✐àö✐ÿ ïîâíî➝ êðèâèíè

➶àð✐àö✐þ ïîâíî➝ êðèâèíè K ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîðìà✲

ö✐➝ ïîâåðõí✐ S çíàéäåìî âèõîäÿ÷è ç ôîðìóëè

K∗ =
1

2
c∗iαc∗jβb∗ijb

∗
αβ .

Ï✐äñòàâèìî îòðèìàí✐ âèùå ðîçêëàäè â✐äïîâ✐äíèõ âåëè÷èí ïî ñòåïåíÿõ t â

îñòàíí➵ ñï✐ââ✐äíîøåííÿ

K∗ =
1

2
(ciα+2tciαµ+o(t2))(cjβ+2tcjβµ+o(t2))(bij+ tβij+o(t2))(bαβ+ tβαβ+

+o(t2)) =
1

2

(
ciαcjβbijbαβ + t(2ciαcjβbijβαβ + 4ciαcjβbijbαβµ)

)
+ o(t2) =

= K + t(ciαcjβbαββij + 4Kµ) + o(t2).

➬à óìîâè K 6= 0 ââåäåìî äî ðîçãëÿäó òåíçîð

dij =
1

K
ciαcjβbαβ , diαbjα = δij , ✭✸✶✮

êîìïîíåíòè ÿêîãî d11, d12 = d21, d22 ➵ åëåìåíòàìè ìàòðèö✐✱ îáåðíåíî➝ äî ìàò✲

ðèö✐ ‖bij‖. Òîä✐ ðîçêëàä âåëè÷èíèK∗ ïîâåðõí✐ S∗ â ðÿä ïî ñòåïåíÿõ t íàáóâà➵

âèãëÿäó

K∗ = K + tK(dαββαβ + 4µ) + o(t2),

δK = K(dαββαβ + 4µ). ✭✸✷✮

➬àì✐íèìî βαβ íà éîãî çíà÷åííÿ ç ✭✸✵✮ ✐ îòðèìà➵ìî âèðàç δK ÷åðåç Tα, µ ïðè

êâàç✐àðåàëüí✐é íåñê✐í÷åííî ìàë✐é äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐ S

δK = K
(
dαβcαγT

γ
,β + 2µ

)
. ✭✸✸✮
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❰òæå✱

K∗ = K + tK
(
dαβcαγT

γ
,β + 2µ

)
+ o(t2).

➬àçíà÷èìî✱ ùî âàð✐àö✐þ ïîâíî➝ êðèâèíè K ïîâåðõí✐ S ìîæíà çíàõîäèòè

êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ

K∗ =
b∗

g∗
.

Ïîêàæåìî✱ ùî â öüîìó âèïàäêó ìè ïðèõîäèìî äî âèðàçó δK ó âèãëÿä✐ ✭✸✷✮✳

➘✐éñíî✱

K∗ =
b∗

g∗
=

b+ tδb+ o(t2)

g + tδg + o(t2)
= K + tδK + o(t2) = K + t

(
∂K∗

∂t

)∣∣∣
t=0

+ o(t2) =

= K + t
gδb− bδg

g2
+ o(t2),

çâ✐äñè

δK =
gδb− bδg

g2
. ✭✸✹✮

➬íàéäåìî âàð✐àö✐þ äèñêðèì✐íàíòà äðóãî➝ êâàäðàòè÷íî➝ ôîðìè b ïîâåðõí✐ S

b∗ = b∗
11
b∗
22
−b∗2

12
= (b11+ tβ11+o(t2))(b22+ tβ22+o(t2))− (b12+ tβ12+o(t2))2 =

= b+ t(b11β22 + b22β11 − 2b12β12) + o(t2).

➶èðàçèìî bij ÷åðåç êîìïîíåíòè dij ç ôîðìóëè ✭✸✶✮✱ ìà➵ìî

b∗ = b+ tKgβαβd
αβ + o(t2),

çâ✐äêè

δb = Kgβαβd
αβ . ✭✸✺✮

ßêùî ï✐äñòàâèìî îòðèìàíó ð✐âí✐ñòü ✭✸✺✮ â ✭✸✹✮✱ òî îäåðæèìî âàð✐àö✐þ ïîâíî➝

êðèâèíè K ïîâåðõí✐ S ó âèãëÿä✐ ✭✸✷✮ ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é äåôîðìàö✐➝✳

➶àð✐àö✐ÿ ñåðåäíüî➝ êðèâèíè

➘ëÿ îá÷èñëåííÿ âàð✐àö✐➝ ñåðåäíüî➝ êðèâèíè ïðè êâàç✐àðåàëüí✐é íåñê✐í÷åííî

ìàë✐é äåôîðìàö✐➝ ïîâåðõí✐ S êîðèñòó➵ìîñÿ ôîðìóëîþ

2H∗ = b∗αβg
∗αβ .

➬â✐äñè

2H∗ = (bαβ + tβαβ + o(t2))(gαβ + tδgαβ + o(t2)) = 2H + t(bαβδg
αβ + βαβg

αβ)+

+o(t2) = 2H + t(−2bαβg
αγgβνεγν + βαβg

αβ) + o(t2),
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2δH = −2bαβg
αγgβνεγν + βαβg

αβ . ✭✸✻✮

➶íàñë✐äîê ï✐äñòàâëÿííÿ çàì✐ñòü 2εγν òà βαβ ➝õ âèðàç✐â ç ✭✶✻✮ òà ✭✸✵✮ â

✭✸✻✮ îäåðæèìî øóêàíèé âèðàç âàð✐àö✐➝ ÷åðåç òåíçîðè äåôîðìàö✐➝ Tαβ , Tα

òà ôóíêö✐þ µ

2δH = Tαβcαγb
γ
β + Tα

,βc
β·
·α + 2Hµ. ✭✸✼✮

Ðîçêëàäåííÿ â ðÿä âåëè÷èíè 2H∗ ïîâåðõí✐ S∗ ïî ñòåïåíÿõ t ìà➵ âèãëÿä

2H∗ = 2H + t
(
Tαβcαγb

γ
β + Tα

,βc
β·
·α + 2Hµ

)
+ o(t2).
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