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Òîïîëîã✐÷íà ñòðóêòóðà äåôîðìàö✐é âåòîðíèõ
ïîë✐â ❒îðñà✲Ñìåéëà íà òðèâèì✐ðíèõ ìíîãîâè✲
äàõ ðîäó ✷

■✳❒✳ ■âàíþê✱ ❰✳❰✳ Ïðèøëÿê

➚íîòàö✐ÿ ❒è ðîçãëÿäà➵ìî äåôîðìàö✐➝ ïîëÿðíèõ ïîë✐â ❒îðñà✲Ñìåéëà

áåç çàìêíåíèõ òðà➵êòîð✐é íà çàìêíåíèõ òðèâèì✐ðíèõ ìíîãîâèäàõ ðîäó ✷✳

➬à êîæíèì ïîëåì áóäó➵òüñÿ ä✐àãðàìà Õåãîðà✳ ❒è îïèñó➵ìî ïåðåòâîðåííÿ

ä✐àãðàì✱ ùî â✐äïîâ✐äàþòü äåôîðìàö✐ÿì ïîë✐â✳ Ðîçãëÿäàþòüñÿ ä✐àãðàìè

Õåãîðà ðîäó ✷✱ â ÿêèõ íå á✐ëüøå ÷îòèðüîõ òî÷îê ïåðåòèíó ì✐æ ìåðèä✐àíàìè✳

➘îñë✐äæåíî ñèòóàö✐þ✱ êîëè âåðøèíè ìîæóòü ìàòè ïðîñò✐ ïåòë✐✳ ❰ïèñàíî

âñ✐ ìîæëèâ✐ ïåðåõîäè â✐ä îäí✐➵➝ ä✐àãðàìè äî ✐íøî➝✱ âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðàö✐➝

êîâçàííÿ✱ âèòÿãóâàííÿ ïåòåëü✱ ïåðåñòàíîâêè âåðøèí ì✐ñöÿìè✳ ➬íàéäåíî âñ✐

íåãîìåîìîðôí✐ ä✐àãðàìè òà âñ✐ ➝õ ìîæëèâ✐ ïåðåòâîðåííÿ✳

✃ëþ÷îâ✐ ñëîâà ➘✐àãðàìè Õåãîðà · ôóíêö✐➝ ❒îðñà · òðèâèì✐ðí✐ ìíîãîâèäè

· òîïîëîã✐÷íà åêâ✐âàëåíòí✐ñòü

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✶

➶ñòóï

➘✐àãðàìè Õåãîðà ➵ çðó÷íèì ñïîñîáîì çàäàííÿ çàìêíåíèõ îð✐➵íòîâàíèõ

òðèâèì✐ðíèõ ìíîãîâèä✐â✳ ❮àãàäà➵ìî✱ ùî òð✐éêà (F, u, v) íàçèâà➵òüñÿ ä✐àãðà✲

ìîþ Õåãîðà ìíîãîâèäó M ✱ äå F = ∂H = ∂H
′

✖ çàãàëüíà ïîâåðõíÿ ðîäó g

êðåíäåë✐â✱ u = {u1, ..., ug} ✖ ñèñòåìà ìåðèä✐àí✐â êðåíäåëÿ H ✐ v = {v1, ..., vg}
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Òîïîëîã✐÷íà ñòðóêòóðà äåôîðìàö✐é âåêòîðíèõ ïîë✐â ✶✸

✖ ñèñòåìà ìåðèä✐àí✐â êðåíäåëÿ H
′

✱ H ∪H
′

=M ✖ ðîçáèòòÿ Õåãîðà ìíîãî✲

âèäà M ✳

Ó ðîáîòàõ ❬✹❪✱ ❬✺❪ çà âåêòîðíèì ïîëåì ❒îðñà✲Ñìåéëà áåç çàìêíåíèõ òðà➵ê✲

òîð✐é íà òðèâèì✐ðíîìó ìíîãîâèä✐ áóëî ïîáóäîâàíî ä✐àãðàìó Õåãîðà✱ òî ïî✲

êàçàíî✱ ùî ïîëÿ áóäóòü òîïîëîã✐÷íî åêâ✐âàëåíòí✐ òîä✐ òà ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè

â✐äïîâ✐äí✐ ä✐àãðàìè Õåãîðà ➵ ãîìåîìîðôíèìè✳ Òàêîæ ä✐àãðàìè Õåîðà âèêî✲

ðèñòîâóþòüñÿ äëÿ òîïîëîã✐÷íî➝ êëàñèô✐êàö✐➝ ôóíêö✐é íà òðèâèì✐ðíèõ ìíî✲

ãîâèäàõ✳ Ïðîñò✐ð îðá✐ò ôóíêö✐é ðîçãëÿäàëèñü ó ðîáîò✐ ❬✸❪✳

Ùå ä✐àãðàìè Õåãîðà ðîäó ✷ äîñë✐äæóâàëèñü â ❬✻❪✱ ❬✽❪✱ áóëî äîâåäåíî✱ ùî

✐ñíó➵ ñê✐í÷åííå ÷èñëî ðîçáèòò✐â Õåãîðà äëÿ êîæíîãî ìíîãîâèäà ðîäó ✷✳

➘✐àãðàìè Õåãîðà çàäàþòü ðîçêëàä òðèâèì✐ðíîãî íà ðó÷êè Ñìåéëà✳ Ïðè

äåôîðìàö✐➝ âåêòîðíîãî ïîëÿ â✐äáóâà➵òüñÿ êîâçàííÿ ðó÷îê✱ ùî íà ìîâ✐ ä✐à✲

ãðàì Õåãîðà îçíà÷à➵ íàï✐â✐çîòîï✐þ ä✐àãðàìè çà äîïîìîãîþ äîäàâàííÿ ìå✲

ðèä✐àí✐â✱ ñêîðî÷åííÿ àáî óòâîðåííÿ äâîêóòíèê✐â✱ ïåðåñòàíîâêè ìåðèä✐àí✐â✳

❰ñíîâíà ìåòà ðîáîòè ✖ îïèñàòè âñ✐ ìîæëèâ✐ äåôîðìàö✐➝ ïîë✐â ❒îðñà✲

Ñìåéëà íà òðèâèì✐ðíèõ ìíîãîâèäàõ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ ä✐àãðàì

Õåãîðà ðîäó ✷❀ çíàéòè åêâ✐âàëåíòí✐ ä✐àãðàìè✱ ñêëàäí✐ñòü ÿêèõ íå ïåðåâè✲

ùó➵ ✹✳

✶ ➘✐àãðàìè Õåãîðà

Òðèâèì✐ðíèé ìíîãîâèä â✐äíîâëþ➵òüñÿ çà ñâî➵þ ä✐àãðàìîþ Õåãîðà îä✲

íîçíà÷íî✿ ÿêùî òð✐éêà (F, u, v) ➵ ä✐àãðàìîþ Õåãîðà ÿê ìíîãîâèäà M ✱ òàê ✐

ìíîãîâèäàM1✱ òî ✐ñíó➵ íåðóõîìèé íà ïîâåðõí✐ F ãîìåîìîðô✐çì h :M →M1✳

❰çíà÷åííÿ ✶ ➘✐àãðàìè Õåãîðà (F, u, v)✱ (F
′

, u
′

, v
′

) ìíîãîâèä✐â M ✱M
′

íàçè✲

âàþòüñÿ ãîìåîìîðôíèìè✱ ÿêùî ✐ñíó➵ òàêèé ãîìåîìîðô✐çì h : F → F
′

✱ ùî

h(u) = u
′

✱ h(v) = v
′

àáî h(u) = v
′

✱ h(v) = u
′

✭ïîðÿäîê ìåðèä✐àí✐â ïðèöüîìó

íå ìà➵ çíà÷åííÿ✮✳

➪óäü✲ÿêèé ãîìåîìîðô✐çì h : (F, u, v) → (F
′

, u
′

, v
′

) ïðîäîâæó➵òüñÿ äî ãî✲

ìåîìîðô✐çìó ĥ :M →M
′

❬✶❪✳

✳

❰çíà÷åííÿ ✷ ➘✐àãðàìè Õåãîðà (F, u, v)✱ (F
′

, u
′

, v
′

) íàçèâàþòüñÿ ✐çîòîïíè✲

ìè✱ ÿêùî ✐ñíó➵ òàêà ✐çîòîï✐ÿ ϕt : F → F,✱ ùî ϕ0 = 1✱ ϕ1(u) = u
′

✱ ϕ1(v) = v
′

❰çíà÷åííÿ ✸ ➘✐àãðàìè (F, u, v)✱ (F
′

, u
′

, v
′

) íàçèâàþòüñÿ íàï✐â✐çîòîïíèìè✱

ÿêùî ✐ñíóþòü òàê✐ ✐çîòîï✐➝ ϕt, ψt : F → F ✱ ùî ϕ0 = ψ0 = 1✱ ϕ1(u) = u
′

✐

ψ1(v) = v
′

✳



✶✹

❉❖■✿ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✺✻✼✸✴✷✵✼✷✲✾✽✶✷✳✹✴✷✵✶✹✳✹✶✺✼✸

■✳❒✳ ■âàíþê✱ ❰✳❰✳ Ïðèøëÿê

Ïðè ✐çîòîï✐➝ âñ✐ êðèâ✐ ä✐àãðàìè êîâçàþòü ïî ïîâåðõí✐ ÿê ➵äèíå ö✐ëå✱ òîä✐

ÿê ïðè íàï✐â✐çîòîï✐➝ êîæíà ñ✐ì✬ÿ ðóõà➵òüñÿ ïî✲ñâî➵ìó✳ ■çîòîïí✐ ✐ íàï✐â✐çî✲

òîïí✐ ä✐àãðàìè âèçíà÷àþòü îäèí ✐ òîé æå òðèâèì✐ðíèé ìíîãîâèä✳ ❒è íå

ì✐íÿ➵ìî êðåíäåë✐â H✱ H
′

â✐äïîâ✐äíîãî ðîçáèòòÿ Õåãîðà✱ à ò✐ëüêè çàì✐íþ➵ìî

â êîæíîìó ç íèõ ìåðèä✐îíàëüí✐ äèñêè íà ✐çîòîïí✐✳ ❰ïåðàö✐þ çâ✬ÿçíî➝ ñóìè

ìåðèä✐àí✐â✱ òîáòî îïåðàö✐þ äîäàâàííÿ îäíîãî ìåðèä✐àíà äî ✐íøîãî ìîæíà

çàñòîñóâàòè äî êîæíîãî ñ✐ìåéñòâà u✱ v ä✐àãðàìè Õåãîðà✳ ➘ëÿ ïðîñòîòè ïî✲

çíà÷åíü ïîêëàäåìî✱ ùî êðèâà u2 äîäà➵òüñÿ äî êðèâî➝ u1✳

❮åõàé (F, u, v) ✖ ä✐àãðàìà Õåãîðà ✐ β ✖ ïðîñòà êðèâà✱ ùî ç✬➵äíó➵ ìå✲

ðèä✐àíè u1, u2 ä✐àãðàìè ✐ íå ìà➵ ç êðèâèìè ✐íøèõ ñï✐ëüíèõ òî÷îê✳ ❮åõàé C

✖ çàìêíåíèé îê✐ë îá✬➵äíàííÿ u1∪u2∪β ãîìåîìîðôíèé äèñêó ç äâîìà ä✐ðêà✲

ìè ✐ íå ïåðåòèíà➵ ✐íøèõ êðèâèõ u✳ Ïîçíà÷èìî u1♯u2 êîìïîíåíòó êðàþ✱ ÿêà

íå ✐çîòîïíà êðèâ✐é u1 ÷è êðèâ✐é u2✳ Ñèñòåìó {u1♯u2, u2, ..., ug} ïîçíà÷èìî ũ✳

❰çíà÷åííÿ ✹ ➘✐àãðàìà (F, ũ, v) îòðèìó➵òüñÿ ç ä✐àãðàìè (F, u, v îïåðàö✐➵þ

äîäàâàííÿ êðèâî➝ u2 äî êðèâî➝ u1 âçäîâæ êðèâî➝ β✳

➚íàëîã✐÷íî âèçíà÷à➵òüñÿ îïåðàö✐ÿ ñóìè êðèâèõ ñèñòåìè v✳ ✃ðèâ✐ ñèñòåìè

u äî êðèâèõ ñèñòåìè v ✐ íàâïàêè äîäàâàòè íå ìîæíà✳ ➘îäàâàííÿ îäí✐➵➝ êðèâî➝

ñèñòåìè äî ➝íøî➝ êðèâî➝ òîãî æ ñ✐ìåéñòâà íå çì✐íþ➵ íå ò✐ëüêè â✐äïîâ✐äíîãî

ìíîãîâèäà✱ àëå ✐ éîãî ðîçáèòòÿ Õåãîðà ✖ êðåíäåë✐ ðîçáèòòÿ çàëèøàþòüñÿ

íåçì✐ííèìè✱ çì✐íþþòüñÿ ò✐ëüêè ➝õ ìåðèä✐àëüí✐ äèñêè✳

❰çíà÷åííÿ ✺ ➘✐àãðàìè (F, u, v) ✐ (F, u
′

, v
′

) íàçèâàþòüñÿ åêâ✐âàëåíòíèìè✱

ÿêùî â✐ä îäí✐➵➝ ìîæíà ïåðåéòè äî ✐íøî➝ çà äîïîìîãîþ ãîìåîìîðô✐çì✐â✱ íà✲

ï✐â➝çîòîï✐é ✐ îïåðàö✐é äîäàâàííÿ îäíîãî ìåðèä✐àíà äî ✐íøîãî✳

➘✐àãðàìè Õåãîðà åêâ✐âàëåíòí✐ òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè åêâ✐âàëåíòí✐ â✐äïî✲

â✐äí✐ ➝ì ðîçáèòòÿ Õåãîðà✳ ➴êâ✐âàëåíòí✐ ä✐àãðàìè äàþòü ç òî÷í✐ñòþ äî ãîìåî✲

ìîðô✐çìó îäíå ✐ òå æ ðîçáèòòÿ Õåãîðà✳ ➪óäü✲ÿêó ñèñòåìó ìåðèä✐àí✐â ïîâíîãî

êðåíäåëÿ ìîæíà ïåðåâåñòè â ✐íøó çà äîïîìîãîþ îïåðàö✐é çâ✬ÿçíî➝ ñóìè òà

✐çîòîï✐é✳ ➘îâåäåííÿ öüîãî â ❬✶❪

❮åõàé (F, u, v) ✖ çâ✬ÿçíà ä✐àãðàìà Õåãîðà✳ ➹îìåîìîðôí✐ äèñêó îáëàñò✐✱

íà ÿê✐ ãðàô u ∪ v ðîçð✐çà➵ ïîâåðõíþ ✱ áóäåìî òðàêòóâàòè ÿê êðèâîë✐í✐é✲

í✐ ìíîãîêóòíèêè✱ ââàæàþ÷è âåðøèíàìè òî÷êè ïåðåòèíó ìåðèä✐àí✐â ð✐çíèõ

ñèñòåì✳ ✃îæíèé ìíîãîêóòíèê ìà➵ ïàðíå ÷èñëî ñòîð✐í✳

❰çíà÷åííÿ ✻ ➘✐àãðàìà Õåãîðà (F, u, v) íàçèâà➵òüñÿ íîðìàë✐çîâàíîþ✱ ÿê✲

ùî ñåðåä îáëàñòåé✱ íà ÿê✐ ìåðèä✐àíè ðîçáèâà➵ ïîâåðõíÿ✱ íåìà äâîêóòíèê✐â✳
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Ðèñ✳✶

➪óäü✲ÿêà ä✐àãðàìà Õåãîðà íàï✐â✐çîòîïíà íîðìàë✐çîâàí✐é✳ ßêùî äâ✐ íîðìàë✐✲

çîâàí✐ ä✐àãðàìè íàï✐â✐çîòîïí✐✱ òî âîíè ✐çîòîïí✐✳ ➘îâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ìîæ✲

íà çóñòð✐òè â ❬✶❪

ßêùî ä✐àãðàìà ìà➵ õâèëþ✱ ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè äî ä✐àãðàìè õâèëüî✲

âå ïåðåòâîðåííÿ✳ Õâèëüîâå ïåðåòâîðåííÿ äëÿ ä✐àãðàìè Õåãîðà ïîëÿãà➵ â

òîìó✱ùî îäíó ä✐àãðàìó Õåãîðà çàì✐íþ➵ìî íà åêâ✐âàëåíòíó ➝é ä✐àãðàìó✳ ❮îâà

ä✐àãðàìà çàâæäè ïðîñò✐øà ïîïåðåäíüî➝✱ òîìó ùî ïðè õâèëüîâîìó ïåðåòâî✲

ðåíí✐ çàãàëüíå ÷èñëî òî÷îê ïåðåòèíó ìåðèä✐àí✐â ñòðîãî çìåíøó➵òüñÿ✳ ❮åõàé

(F, u, v) ✖ íîðìàë✐çîâàíà ä✐àãðàìà✳

❰çíà÷åííÿ ✼ Ïðîñòà êðèâà l ⊂ F íàçèâà➵òüñÿ u−õâèëåþ ✭àáî ïðîñòî

õâèëåþ✮✱ ÿêùî✿ ✶✮ ➝➝ ê✐íö✐ ëåæàòü íà îäíîìó ç ìåðèä✐àí✐â ui ñèñòåìè u❀ ✷✮

✐íøèõ ñï✐ëüíèõ òî÷îê ç ìåðèä✐àíàìè u, v êðèâà l íå ìà➵❀ ✸✮ ê✐íöåâ✐ òî÷êè

êðèâî➝ l íàëåæàòü äî ð✐çíèõ äóã✱ íà ÿê✐ ìåðèä✐àíè v ðîçáèâàþòü ìåðèä✐àí

ui❀ ✹✮ â öèõ äâîõ òî÷êàõ êðèâà l ï✐äõîäèòü äî ìåðèä✐àíà ç îäí✐➵➝ ñòîðîíè✳

➹åîìåòðè÷íèé çì✐ñò õâèëüîâîãî ïåðåòâîðåííÿ✳ ➬îáðàçèìî êðåíäåëü H ó

âèãëÿä✐ ñôåðè ç ðó÷êàìè✱ â îñíîâ✐ ÿêèõ ëåæàòü ìåðèä✐àíè u1, u2, ..., ug✳ Ïî✲

çíà÷èìî ÷åðåç D äèñê íà êðàþ ñôåðè✱ îáìåæåíèé õâèëåþ ✐ ò✐➵þ ÷àñòèíîþ

ìåðèä✐àíà ui✱ ÿêà â✐äêèäà➵òüñÿ ïðè õâèëüîâîìó ïåðåòâîðåíí✐✳ Òîä✐ õâèëüîâå

ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà ✐íòåðïðåòóâàòè ÿê ïðîòÿãóâàííÿ ïî ðó÷ö✐ ç íîìåðîì i

òèõ ðó÷îê✱ îñíîâà ÿêèõ ëåæèòü íà äèñêó D ✭Ðèñ✳✶✮✳

✷ Ñòðóêòóðà ä✐àãðàì Õåãîðà ðîäó ✷

❮åõàé (F, u, v) ✖ íîðìàë✐çîâàíà ä✐àãðàìà✳ ßêùî ïîâåðõíþ F ðîçð✐çàòè

ïî ìåðèä✐àíàõ u1✱✳✳✳✱ug✱ òî îòðèìà➵ìî ñôåðó ç 2g ä✐ðêàìè D1✱ D2✱✳✳✳✱D2g✱ ÿê✐

çðó÷íî ✐íòåðïðåòóâàòè ÿê âèä✐ëåí✐ äèñêè íà ñôåð✐✳ ➘✐ðêè ïðèðîäí✐ì ÷èíîì
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■✳❒✳ ■âàíþê✱ ❰✳❰✳ Ïðèøëÿê

ðîçáèòè íà ïàðè ✖ â êîæíó ïàðó D2i−1✱ D2i âõîäÿòü ä✐ðêè✱ ùî â✐äïîâ✐äà✲

þòü ìåðèä✐àíó ui✳ ❒åðèä✐àíè ïðè öüîìó ðîçð✐æóòüñÿ íà äóãè✱ ÿê✐ ð✐çíèì

ñïîñîáîì ç✬➵äíóþòü ä✐ðêè✳ ➘ëÿ òîãî✱ ùîá çà òàêèì çîáðàæåííÿì â✐äíîâèòè

ä✐àãðàìó Õåãîðà îäíîçíà÷íî✱ ïîòð✐áíî çíàòè✱ ÿê êðàé êîæíî➝ ä✐ðêè D2i−1

ñêëåþ➵òüñÿ ç êðà➵ì ä✐ðêè D2i✳ ➬ðó÷íî çàíóìåðóâàòè äëÿ öüîãî òî÷êè ïåðåòè✲

íó ìåðèä✐àíà ui ç ìåðèä✐àíàìè v â òîìó ïîðÿäêó✱ â ÿêîìó âîíè çóñòð✐÷àþòüñÿ

ïðè îáõîä✐ ìåðèä✐àíà ui✱ ✐ ö✐ íîìåðè çáåðåãòè ïðè ðîçð✐çàíí✐✳

Ðîç✐á✬➵ìî âñ✐ íîðìàë✐çîâàí✐ ä✐àãðàìè Õåãîðà ðîäó ✷ íà òðè êëàñè✳ k ïà✲

ðàëåëüíèõ äóã✱ ùî ç✬➵äíóþòü îäíó ä✐ðêó ç ✐íøîþ✱ áóäåìî ïîçíà÷àòè îäí✐➵þ

äóãîþ✱ ïîì✐÷åíîþ ÷èñëîì k✳ ➶ çàãàëüíîìó âèïàäêó✱ êîëè íà ä✐àãðàì✐ íåìà➵

ïðîñòèõ ïåòåëü✱ a = e✱ b = f

❰çíà÷åííÿ ✽ ➘✐àãðàìà Õåãîðà (F, u, v) ðîäó ✷✱ ùî çîáðàæåí✐ íà ðèñ✳✷✱ áó✲

äåìî íàçèâàòè ä✐àãðàìàìè òèïó ■✱ ■■ àáî ■■■✱ â✐äïîâ✐äíî✳

Òåîðåìà ✶ ✭❬✶❪✮ ➪óäü✲ÿêà íîðìàë✐çîâàíà ä✐àãðàìà ðîäó ✷ ãîìåîìîðôíà ä✐à✲

ãðàì✐ îäíîãî ç òèï✐â ■✱ ■■ àáî ■■■✳

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç aij(i < j) ÷èñëî äóã✱ ç✬➵äíó➵ ä✐ðêó Di ç ä✐ðêîþ Dj ✳ ❮à êðà✲

ÿõ ä✐ðîê D1, D2 ïîâèííî çàê✐í÷óâàòèñü îäíàêîâå ÷èñëî äóã✱ òå ñàìå ñïðà✲

âåäëèâî äëÿ ä✐ðîê D3, D4✳ Òîìó ÷èñëà aij ïîâèíí✐ çàäîâîëüíÿòè ñï✐ââ✐ä✲

íîøåííÿ aij ≥ 0 ✐ ñèñòåìó ✭✯✮✿ a1,3 + a1,4 + a1,1 = a2,3 + a2,4 + a2,2✱

a1,3 + a2,3 + a3,3 = a1,4 + a2,4 + a4,4 ßêùî êîæíó ä✐ðêó ñòÿãíóòè â ñâîþ

òî÷êó ✐ êîæíèé ïó÷îê ïàðàëåëüíèõ äóã çàì✐íèòè íà îäíó äóãó✱ òî îòðè✲

ìà➵ìî ãðàô G ⊂ S2✳ ❒è ïîâèíí✐ çà äîïîìîãîþ ✐íâàð✐àíòíîãî íà âåðøèíàõ

ãîìåîìîðô✐çìó ñôåðè ïåðåâåñòè éîãî â îäèí ✐ç ãðàô✐â GI , GII , GIII ✭Ðèñ✳✶✮✳

➹îìåîìîðô✐çì ñôåðè ìîæå ïåðåñòàâëÿòè âåðøèíè✱ àëå ò✐ëüêè òàê✱ ùîá âåð✲

øèíè îäí✐➵➝ ïàðè✱ òîáòî ✶ ✐ ✷✱ àáî ✸ ✐ ✹✱ ïåðåñòàâëÿëèñü ÿê ➵äèíå ö✐ëå✳ Òàêèõ

ãîìåîìîðô✐çì✐â áàãàòî✳ ❒îæíà✱ íàïðèêëàä✱ áóäü✲ÿêó äóãó✱ ùî ç✬➵äíó➵ âåð✲

øèíè ✶ ✐ ✷✱ ïåðåâåñòè ó â✐äð✐çîê✱ à áóäü✲ÿêó ïåòëþ ç ê✐íöÿìè â âåðøèí✐ ✶✱ ÿêà

â✐äîêðåìëþ➵ âåðøèíó ✸ â✐ä âåðøèíè ✷✱ ✹ ✖ â çâè÷àéíó ïåòëþ✱ ùî îõîïëþ➵

âåðøèíó ✸✳

❒îæëèâ✐ òðè âèïàäêè✿

✶✮ ãðàô G íå ìà➵ ïåòåëü ✐ ïîäâ✐éíèõ ðåáåð❀

✷✮ íåìà➵ ïåòåëü✱ àëå ➵ ïîäâ✐éí✐ ðåáðà❀

✸✮ ➵ ïåòë✐✳

Ö✐ âèïàäêè â✐äïîâ✐äàþòü òèïàì ■✱ ■■✱ ■■■✳ Ðîçãëÿíåìî ➝õ äåòàëüí✐øå✳ ✶✮

❮åõàé íåìà➵ ïåòåëü ✐ ïîäâ✐éíèõ ðåáåð✳ Òîä✐ ç ñèñòåìè a1,3 = a2,4, a1,4 =

a2,3✳ Ïîêëàäåìî a = a1,3 = a2,4, b = a1,2, c = a3,4 ✐ d = a1,4 = a2,3✳ ßêùî
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Òîïîëîã✐÷íà ñòðóêòóðà äåôîðìàö✐é âåêòîðíèõ ïîë✐â ✶✼

Ðèñ✳✷

a, b, c, d > o✱ òî ãðàô G ✖ öå ïîâíèé ãðàô ç ÷îòèðìà âåðøèíàìè✱ òîáòî ãðàô

ç ✹ âåðøèíàìè✱ áóäü✲ÿê✐ äâ✐ ç ÿêèõ ç✬➵äíàí✐ ò✐ëüêè îäíèì ðåáðîì✳ ➹ðàô GI

òàêîæ ìà➵ òàêó âëàñòèâ✐ñòü✳ ❰ñê✐ëüêè âñ✐ âêëàäåííÿ òàêîãî ãðàôà â ñôåðó

åêâ✐âàëåíòí✐ ✭â✐ä îäíîãî ìîæíà ïåðåéòè äî ✐íøîãî ãîìåîìîðô✐çìàìè ñôåðè✮✱

òî ãîìåîìîðô✐çì✱ çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ãðàô G ïåðåõîäèòü â ãðàô GI ✐ñíó➵✳

✷✮ ❮åõàé íåìà➵ ïåòåëü✱ àëå ➵ ïîäâ✐éí✐ ðåáðà✳ ✃îæíå ïîäâ✐éíå ðåáðî ïî✲

âèííî ðîçáèâàòè ñôåðó íà äâ✐ ÷àñòèíè✱ êîæíà ç ÿêèõ ì✐ñòèòü ò✐ëüêè îäíó

âåðøèíó✱ â ✐íøîìó âèïàäêó ðåáðà áóëè á ïàðàëåëüí✐✱ ✐ ìè çàì✐íèëè á ➝õ íà

îäíå ðåáðî✳ ❒îæíà ââàæàòè✱ ùî çàãàëüíèé ïî÷àòîê ïàðè ïîäâ✐éíèõ ðåáåð

çíàõîäèòüñÿ ó âåðøèí✐ ✶✳ Òîä✐ ➝õ çàãàëüíèé ê✐íåöü íå ìîæå çíàõîäèòèñü ó

âåðøèí✐ ✸ àáî ✹✱ òàê ÿê òîä✐ ñèñòåìà ✭✯✮ áóäå íåñóì✐ñíîþ✳ Òîìó çàãàëüíèé

ê✐íåöü ïîäâ✐éíîãî ðåáðà çíàõîäèòüñÿ ó âåðøèí✐ ✷ ✐ ãîìåîìîðô✐çìîì ñôåðè

éîãî ìîæíà ç✬➵äíàòè ç ïîäâ✐éíèì ðåáðîì ãðàôà GII ✳

✸✮ ❮åõàé ➵ ïåòë✐✳ ✃îæíà ïåòëÿ ðîçáèâà➵ ñôåðó íà ÷àñòèíè✱ îäíà ç ÿêèõ

ì✐ñòèòü ò✐ëüêè îäíó âåðøèíó✳ ➪óäåìî ââàæàòè✱ ùî ïåòëÿ ïî÷èíà➵òüñÿ ç âåð✲

øèíè ✶✳ Òîä✐ âîíà íå ìîæå îõîïëþâàòè âåðøèíó ✷ ✖ ñèñòåìà ✭✯✮ áóäå íåñó✲

ì✐ñíîþ✳ ➶åðøèíè ✸ ✐ ✹ ð✐âíîïðàâí✐✳ Òîìó ìîæíà ââàæàòè✱ ùî ïåòëÿ îõîïëþ➵

âåðøèíó ✸✳ ➬à äîïîìîãîþ ãîìåîìîðô✐çìó ñôåðè ➝➝ ìîæíà ïåðåâåñòè â àíà✲

ëîã✐÷íó ïåòëþ ãðàôà GIII ✳ a2,2 = a1,1, a1,3 = a2,4✱ ïåòëÿ ç ê✐íöÿìè â âåðøèí✐

✷ ïîâèííà îõîïëþâàòè âåðøèíó ✹✳

Ðîçãëÿíåìî✱ ä✐àãðàìè ÿêèõ òèï✐â äîïóñêàþòü u✲õâèëþ✳ ➶ ä✐àãðàì✐ òèïó

■■■ õâèëÿ ➵ çàâæäè✳ ➶ ä✐àãðàì✐ òèïó ■■ õâèëÿ ➵ ò✐ëüêè çà óìîâè a = 0 àáî

d = 0✳ ßêùî c = d = 0✱ òî u✲õâèëÿ ➵ ✐ â ä✐àãðàì✐ òèïó ■✳ ➶èïàäêè b = d =

0, a = b = 0, a = c = 0 áóäóòü àíàëîã✐÷í✐✱ çà ðàõóíîê ïåðåñòàíîâêè ïåðøî➝ ✐

äðóãî➝ ïàðè ä✐ðîê àáî çà ðàõóíîê ïåðåñòàíîâêè ✸✲➝ ✐ ✹✲➝ ä✐ðêè ìîæíà çàâæäè

çàì✐íèòè a íà d ✐ b íà c✳
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■✳❒✳ ■âàíþê✱ ❰✳❰✳ Ïðèøëÿê

ßêùî áðàòè ò✐ëüêè ìíîãîâèäè✱ à íå ➝õ ä✐àãðàìè✱ òî ä✐àãðàìè ç õâèëÿìè

ìîæíà íå ðîçãëÿäàòè✱ îñê✐ëüêè âîíè ñïðîùóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ õâèëüîâèõ

ïåðåòâîðåíü✳ Ïðè öüîìó ✐ñíóâàííÿ íå ò✐ëüêè u−✱ àëå ✐ v✲õâèë✐ ìîæíà ïîáà÷è✲

òè✱ âèõîäÿòè ç ä✐àãðàìè✳ ❮àïðèêëàä✱ ÿêùî îäèí ç îð✐➵íòîâàíèõ ìåðèä✐àí✐â

vi ñèñòåìè v âõîäèòü â ÿêóñü ä✐ðêó â îäí✐é òî÷ö✐✱ òî v✲õâèëÿ ✐ñíó➵✳ ❮à îñíî✲

â✐ îïèñó ñòðóêòóðè ä✐àãðàìè Õåãîðà ðîäó ✷ ✐ñíó➵ òàêèé àëãîðèòì ïåðåë✐êó

çàìêíåíèõ îð✐➵íòîâàíèõ òðèâèì✐ðíèõ ìíîãîâèä✐â✱ ð✐ä ÿêèõ íå á✐ëüøå ✷✿

✶✳ Ïî ÷åðç✐ ïåðåðàõóâàòè âñ✐ íàáîðè çíà÷åíü ïàðàìåòð✐â a, b, c, d✳

✷✳ ➘ëÿ êîæíîãî ç íèõ ïîáóäóâàòè ä✐àãðàìó òèïó ■ àáî ■■✳ Ùîá çíàòè✱ ÿê

îòîòîæíþþòüñÿ êðà➝ ä✐ðîê✱ ïîòð✐áíî çàíóìåðóâàòè íà êîæí✐é ç íèõ ê✐íö✐ äóã

â öèêë✐÷íîìó ïîðÿäêó✳ ❮à íåïàðíèõ ä✐ðêàõ ìîæíà âèáðàòè äîäàòí✐é íàïðÿì

îáõîäó ✐ íóìåðàö✐➝ çàô✐êñóâàòè✱ òîä✐ íà â✐äïîâ✐äíèõ ïàðíèõ ä✐ðêàõ ïîòð✐áíî

âèáðàòè â✐ä✬➵ìíèé íàïðÿì îáõîäó ✐ ïîñë✐äîâíî ïåðåáðàòè âñ✐ öèêë✐÷í✐ ïåðå✲

ñòàíîâêè✳

✸✳ ➬✬ÿñóâàòè✱ ÷è ä✐éñíî ïîáóäîâàíà ä✐àãðàìà áóäå ä✐àãðàìîþ Õåãîðà✳ ➘ëÿ

öüîãî✱ ïîòð✐áíî ïåðåâ✐ðèòè✱ ÷è áóäå ð✐âíî äâ✐ êðèâ✐✱ ✐ ÷è íå ðîçáèâàþòü âî✲

íè ïîâåðõí✐✳ ßêùî ö✐ äâ✐ óìîâè âèêîíóþòüñÿ✱ òî ä✐àãðàìà áóäå ä✐àãðàìîþ

Õåãîðà äåÿêîãî çàìêíåíîãî îð✐➵íòîâàíîãî ìíîãîâèäà ðîäó íå á✐ëüøå ✷✳

✸ ➘åôîðìàö✐ÿ ä✐àãðàì Õåãîðà

Ðîçãëÿíåìî íà ä✐àãðàì✐ Õåãîðà êð✐ì ïåòåëü✱ ÿê✐ îáõîäÿòü ✐íø✐ âåðøèíè✱

ùå ✐ ïðîñò✐ ïåòë✐✳

❰çíà÷åííÿ ✾ Ïðîñòîþ ïåòëåþ íà ä✐àãðàì✐ Õåãîðà íàçâåìî äóãó✱ ïî÷àòîê

✐ ê✐íåöü ÿêî➝ íàëåæàòü îäí✐é âåðøèí✐✱ ✐ ÿêà ïðè öüîìó âîíà íå îáõîäèòü

✐íø✐ âåðøèíè✳

Ñ✳➶✳ ❒àòâå➵â ââ✐â ïîíÿòòÿ ñêëàäíîñò✐ äëÿ òðèâèì✐ðíèõ ìíîãîâèä✐â ❬✾❪✳ ➚ ìè

ï✐ä ñêëàäí✐ñòþ ä✐àãðàìè Õåãîðà áóäåìî ðîçóì✐òè òàêå✿

❰çíà÷åííÿ ✶✵ Ñêëàäí✐ñòþ ä✐àãðàìè Õåãîðà íàçâåìî ê✐ëüê✐ñòü òî÷îê ïå✲

ðåòèíó ì✐æ ìåðèä✐àíàìè✱ òîáòî ñóìàðíó ê✐ëüê✐ñòü âñ✐õ äóã ✐ ïðîñòèõ

ïåòåëü íà ä✐àãðàì✐✳

Ðîçãëÿäà➵ìî ä✐àãðàìè Õåãîðà ðîäó ✷✱ ãîìåîìîðôí✐ ä✐àãðàìàì òèïó ■✱ ■■✱

■■■ ñêëàäíîñò✐ ✹✳

Òåîðåìà ✷ ■ñíó➵ ✶✺ ä✐àãðàì Õåãîðà ñêëàäíîñò✐ ✹✱ ✻ ä✐àãðàì ñêëàäíîñò✐ ✸✱

îäíà ñêëàäíîñò✐ ✷✳ ➶ñ✐ âîíè îïèñàí✐ â òàáëèö✐✳
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Òîïîëîã✐÷íà ñòðóêòóðà äåôîðìàö✐é âåêòîðíèõ ïîë✐â ✶✾

❛✱❜✱❝✱❞✱❡✱❢ ✖ äóãè✱ ùî ç✬➵äíóþòü âåðøèíè✱ ✶✱✷✱✸✱✹ ✖ íîìåð âåðøèíè✱ â

òàáëèö✐ âêàçó➵ìî ê✐ëüê✐ñòü ïðîñòèõ ïåòåëü✱ ùî â✐äïîâ✐äà➵ äàí✐é âåðøèí✐✳

a b c d e f 1 2 3 4 òèï

✶ 1 2 − − 1 − − − − − I

✷ 1 1 1 − 1 − − − − − II

✸ 1 1 − − − − − 1 − − I

✹ 1 1 1 − 1 − − − − − I

✺ 1 − 1 − − 1 − − − 1 I

✻ − 2 2 − − − − − − − I

✼ − 1 3 − − − − − − − I

✽ 1 − − 1 1 1 − − − − I

✾ − 1 1 1 − 1 − − − − I

✶✵ − 2 − 1 − 1 − − − − I

✶✶ − 1 1 1 − 1 − − − − II

✶✷ − 1 1 − − − − − 1 1 I

✶✸ 1 1 − − 1 − − − − − I

✶✹ − 1 − 1 − 1 − − − − I

✶✺ − 1 2 − − − − − − − I

✶✻ 1 − 1 − 1 − − − − − II

✶✼ − − 1 1 − 1 − − − − I

✶✽ − − 1 1 − 1 − − − − II

✶✾ − − 2 1 − 1 − − − − I

✷✵ − 1 1 − − − − − − − I

✷✶ 1 − 2 − 1 − − − − − II

✷✷ − − 2 1 − 1 − − − − II

❒îæëèâ✐ íàñòóïí✐ ðóõè äëÿ ä✐àãðàì✿ ✶✮ âèòÿãóâàííÿ ïðîñòèõ ïåòåëü✱

✷✮êîâçàííÿ ✸✮ïîïàðíà ïåðåñòàíîâêà âåðøèí ✭✶✮✱✭✷✮ ì✐æ ñîáîþ àáî ✭✸✮ ✐ ✭✹✮✳

Òåîðåìà ✸ ßêùî ✐ñíó➵ äåôîðìàö✐ÿ✱ òî âîíà ðåàë✐çó➵òüñÿ ðóõàìè ✶✮✱ ✷✮✱

✸✮✱ ✃îæåí ðóõ çàäà➵ìî ïàðîþ ä✐àãðàì✱ â✐ä îäí✐➵➝ ìîæíà ïåðåéòè äî ✐íøî➝

ïîñë✐äîâí✐ñòþ ðóõ✐â✳ ➶ñ✐ ìîæëèâ✐ ðóõè✿ ✶✲✶✵✱ ✶✲✶✸✱ ✶✲✶✺✱ ✶✲✶✾✱ ✷✲✶✶✱ ✷✲✶✸✱

✷✲✶✺✱ ✷✲✶✻✱ ✸✲✺✱ ✸✲✶✸✱ ✸✲✶✹✱ ✸✲✷✵✱ ✹✲✾✱ ✺✲✶✸✱ ✺✲✶✼✱ ✺✲✷✵✱ ✽✲✾✱ ✶✵✲✶✹✱ ✶✵✲✶✺✱ ✶✶✲

✶✹✱ ✶✶✲✶✺✱ ✶✶✲✶✻✱ ✶✷✲✷✵✱ ✶✸✲✶✹✱ ✶✸✲✶✼✱ ✶✸✲✷✵✱ ✶✹✲✷✵✱ ✶✻✲✶✽✱ ✶✻✲✷✵✱ ✶✼✲✷✵✱ ✶✽✲✷✵✱

✷✶✲✶✺✱ ✷✶✲✶✻✱ ✷✷✲✶✺✱ ✷✷✲✶✽

➘îâåäåííÿ✳ ❒è ìîæåìî ïîïàðíî ì✐íÿòè ì✐ñöÿìè âåðøèíè ✭✶✮ ✐ ✭✷✮ ì✐æ

ñîáîþ✱ à òàêîæ ✭✸✮ ✐ ✭✹✮✱ îòðèìóþ÷è ïðè öüîìó åêâ✐âàëåíòí✐ ä✐àãðàìè Õåãî✲

ðà✳ Òàê✱ ÿêùî â ä✐àãðàì✐ ✶ ïîì✐íÿòè ì✐ñöÿìè âåðøèíè ✭✸✮ ✐ ✭✹✮✱ îòðèìà➵ìî

ä✐àãðàìó ✶✵✱ òàêèì ÷èíîì ä✐àãðàìà ✶ åêâ✐âàëåíòíà ä✐àãðàì✐ ✶✵✱ ✷ ✖ ä✐àãðàì✐



✷✵
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■✳❒✳ ■âàíþê✱ ❰✳❰✳ Ïðèøëÿê

✶✶✱ ✸ ✖ ✺✱ ✹ ✖ ✾✱ ✶✸ ✖ ✶✹✱ ✶✸ ✖ ✶✼✱ ✶✻ ✖ ✶✽✱ ✶✾ ✖ ✶✱ ✷✶ ✖ ✷✷✳ ➶èòÿãóþ÷è

ïåòëþ ç âåðøèíè ê✐ëüê✐ñòü òî÷îê ïåðåòèíó ìåðèä✐àí✐â áóäå çìåíøóâàòèñü

íà ✷✳ Òàê â ãðàô✐ ✸✱ ÿêùî âèòÿãíóòè ç âåðøèíè ✭✷✮ ïåòëþ✱ òî îòðèìà➵ìî

ãðàô ✷✵❀ âèòÿãíóâøè ïåòëþ ó ãðàô✐ ✺ ✱ ïðèéäåìî òàêîæ äî ✷✵ ✳ ➶èòÿãóþ÷è

ïåòëþ ó ãðàô✐ ✶✷ îäðàçó ñêîðîòÿòüñÿ ✷ ïåòë✐✱ ✐ âèéäå ãðàô ✷✵✳ Ðîçãëÿíåìî✱

ÿê îäíà ä✐àãðàìà ïåðåõîäèòü â ✐íøó ïðè êîâçàíí✐✳ ✃îæíà ä✐àãðàìà ïîâèí✲

íà ì✐ñòèòè äâ✐ êðèâ✐✳ ➘ëÿ ä✐àãðàìè ✶ ìîæëèâ✐ âèïàäêè✿ ✶✮ ➘âà ðåáðà✱ ùî

ç✬➵äíóþòü âåðøèíè ✭✶✮ ✐ ✭✷✮✱ íàëåæàòü ð✐çíèì êðèâèì✳ ✷✮ ➘âà ðåáðà✱ ùî

ç✬➵äíóþòü âåðøèíè ✭✶✮ ✐ ✭✷✮✱ íàëåæàòü îäí✐é êðèâ✐é❀ Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âè✲

ïàäîê✳ ➶ ä✐àãðàì✐ ✶ ä✐ðêè ✭✶✮ ✐ ✭✸✮ ç✬➵äíàí✐ ðåáðîì✳ ➶✐çüìåìî âåðøèíó ✭✸✮ ✐

ïðîòÿãíåìî ➝➝ ÷åðåç ä✐ðêó ✭✶✮✱ âèéäå âîíà ÷åðåç âåðøèíó ✭✷✮✱ òàêèì ÷èíîì

ê✐ëüê✐ñòü òî÷îê ïåðåòèíó ìåðèä✐àí✐â çìåíøèòüñÿ íà ✶✱ ✐ ãðàô ✶ ïåðåéäå ó

✶✸✳ Ó äðóãîìó âèïàäêó✱ ÿêùî ðåáðî ïðîéäå êð✐çü ä✐ðêó ✭✶✮✱ ✐ âèéäå ÷åðåç

✭✷✮✱ òî îòðèìà➵ìî ä✐àãðàìó ✶✺✳ ➘ëÿ ãðàôà ✷ òàêîæ ìîæëèâ✐ òàê✐ âèïàäêè

ðîçòàøóâàííÿ êðèâèõ✿ ✶✮ b ✖ öå ïåðøà êðèâà✱ a✱c✱e íàëåæàòü äî äðóãî➝ êðè✲

âî➝❀ ✷✮ b✱c ✖ ïåðøà êðèâà✱ a✱e ✖ äðóãà ✸✮ c ✖ ïåðøà êðèâà✱ a✱b✱e ✖ äðóãà

ßêùî b ✖ îêðåìà êðèâà✱ òî âåðøèíà ✭✸✮ âõîäèòü ó âåðøèíó ✭✶✮✱ âèõîäèòü ✐ç

✭✷✮ ✐ ïåðåõîäèòü ó ãðàô ✶✸✳ Ó äðóãîìó âèïàäêó ïðè òàêîìó ðóñ✐ îòðèìà➵ìî

ãðàô ✶✺✳ ßêùî a✱b✱e íàëåæàòü îäí✐é êðèâ✐é✱ òî ìè ïåðåéäåìî ó ãðàô ✶✻✳ Ó

ä✐àãðàì✐ ✸ ïðîòÿãóþ÷è âåðøèíó ✭✸✮ êð✐çü ✭✶✮✱ âèéäåìî ç ✭✷✮✱ ãðàô ïåðåéäå ó

✶✹✳ Òàêîæ âåðøèíà ✭✹✮ ìà➵ ñï✐ëüíó äóãó ç ✭✶✮✳ ßêùî ìè áóäåìî ðóõàòè ✭✹✮

êð✐çü ✭✶✮✱ âèéäåìî ç ✭✷✮✱ îòðèìà➵ìî ä✐àãðàìó ✶✸✳ ➶ ä✐àãðàì✐ ✺ âåðøèíó ✭✶✮

áóäåìî ïðîòÿãóâàòè êð✐çü ✭✸✮✱ âèéäåìî ç ✭✹✮✱ îòðèìà➵ìî ✶✼✱ òàêîæ âåðøèíè

✭✷✮✱✭✸✮ ç✬➵äíàí✐ äóãîþ✱ îïåðàö✐➵þ êîâçàííÿ ïåðåéäåìî äî ✶✸✳ Ó ✽ ✭✶✮ ✐ ✭✸✮

ç✬➵äíàí✐ äóãîþ✱ êîâçàþ÷è✱ âåðøèíà ✭✶✮ âèéäå ç ✭✹✮✱ ä✐àãðàìà ïåðåòâîðèòüñÿ

íà ✾✳ ➘ëÿ ä✐àãðàìè ✶✵ ìîæëèâ✐ âèïàäêè✿ ✶✮ ➘âà ðåáðà ì✐æ âåðøèíàìè ✭✶✮ ✐

✭✷✮ íàëåæàòü ð✐çíèì êðèâèì✳ ✷✮ ➘âà ðåáðà ì✐æ âåðøèíàìè ✭✶✮ ✐ ✭✷✮ ✖ öå îäíà

êðèâà❀ ➶åðøèíè ✭✶✮ ✐ ✭✹✮ ç✬➵äíàí✐ äóãîþ✱ ó âèïàäêó ✶✮ ïðè êîâçàíí✐ îòðè✲

ìà➵ìî ✶✹✱ ó äðóãîìó ✶✺✳ ➶ ä✐àãðàì✐ ✶✶ ìîæëèâå òàêå ðîçòàøóâàííÿ êðèâèõ✿

à✮ b ✖ îêðåìà êðèâà❀ á✮ c ✖ îêðåìà êðèâà❀ â✮ b ✐ c íàëåæàòü îäí✐é êðèâ✐é✳

Ó âèïàäêó à✮ ïðè êîâçàíí✐ âåðøèíè ✭✸✮ ïî ✭✷✮ ïåðåéäåìî äî ✶✹✱ ó á✮ äî ✶✽✱

ó â✮ äî ✶✺

➶ ä✐àãðàìàõ ✶✸✱ ✶✻ âåðøèíè ✭✶✮✱✭✸✮ ç✬➵äíàí✐ ðåáðîì✳ ➶åðøèíó ✭✸✮ ïðîòÿ✲

ãó➵ìî êð✐çü ✭✶✮✱ âèõîäèìî ✐ç ✭✷✮ ✐ ïåðåõîäèìî äî ä✐àãðàìè ✷✵✳ Ó ä✐àãðàì ✶✹✱

✶✽ âåðøèíè ✭✶✮ ✐ ✭✹✮ ç✬➵äíàí✐ ðåáðîì✱ âåðøèíà ✭✹✮ ðóõàþ÷èñü ê✐çü ✭✶✮✱ âèéäå

ç ✭✷✮✱ â ðåçóëüòàò✐ îòðèìà➵ìî ✷✵✳ Ó ✶✼ âåðøèíè ✭✷✮ ✐ ✭✸✮ ìàþòü ñï✐ëüíå ðåáðî✱

ðóõà➵ìî ✭✷✮ êð✐çü ✭✸✮ âèéäåìî ÷åðåç ✭✹✮✱ ✐ ïåðåéäåìî äî ✷✵✳ Ó ✶✾ âåðøèíè ✭✸✮
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Òîïîëîã✐÷íà ñòðóêòóðà äåôîðìàö✐é âåêòîðíèõ ïîë✐â ✷✶

✐ ✭✹✮ ç✬➵äíàí✐ äâîìà ðåáðàìè✳ ßêî âîíè ç ð✐çíèõ êðèâèõ✱ òî ïðîòÿãóþ÷è ✭✶✮

êð✐çü ✭✹✮✱ ÿê✐ ìàþòü ñï✐ëüíå ðåáðî✱ îòðèìà➵ìî ✶✼✱ ÿêùî ✭✸✮✱✭✹✮ ✖ îäíà êðè✲

âà✱ òî ìà➵ìî ✶✺✳ Ó ä✐àãðàìàõ ✶✹✱ ✶✽ âåðøèíè ✭✶✮ ✐ ✭✹✮ ìàþòü ñï✐ëüíó äóãó✱

îïåðàö✐➵þ êîâçàííÿ ó îáîõ âèïàäêàõ ê✐ëüê✐ñòü òî÷îê ïåðåòèíó ìåðèä✐àí✐â

çìåíøèòüñÿ ç òðüîõ äî äâîõ ✐ îòðèìà➵ìî ✷✵✳ ➶ ✷✶✲✐é ä✐àãðàì✐ âåðøèíè ✭✶✮ ✐

✭✷✮ ç✬➵äíàí✐ äâîìà äóãàìè✱ ÿê✐ îáõîäÿòü âåðøèíó ✭✹✮✱ âîíè ìîæóòü íàëåæàòè

îäí✐é àáî ð✐çíèì êðèâèì✿ ✶✮ äâ✐ äóãè c ✖ ïåðøà êðèâà✱ a✱ e ✖ äðóãà✱ ✷✮ îäíà

äóãà c ✖ ïåðøà êðèâà✱ a✱ e ✐ ✐íøà äóãà c ✖ äðóãà êðèâà✳ Ó ïåðøîìó âèïàäêó

ä✐ðêà ✭✸✮ ïðîéøîâøè êð✐çü âåðøèíó ✭✶✮ ïåðåéäå ó ãðàô ✶✺✱ ó äðóãîìó ✖

ó ✶✻✳ Ïîä✐áíà ñèòóàö✐ÿ äëÿ ➑✷✷✱ c ñêëàäà➵òüñÿ ç äâîõ äóã✿ ✶✮ äâ✐ äóãè c ✖

ïåðøà êðèâà✱ f ✱ d ✖ äðóãà✱ ✷✮ îäíà äóãà c ✖ ïåðøà êðèâà✱ f ✱ d òà ✐íøà äóãà

c ✖ äðóãà êðèâà✳ Ó ïåðøîìó âèïàäêó ä✐ðêà ✭✸✮ ïðîéøîâøè êð✐çü âåðøèíó

✭✶✮ ïåðåéäå ó ãðàô ✶✺✱ ó äðóãîìó ✖ ó ✶✽✳ Òåîðåìó äîâåäåíî✳

➶èñíîâêè

➶ ðîáîò✐ äëÿ äîñë✐äæåííÿ äåôîðìàö✐é âåêòîðíèõ ïîë✐â íà òðèâèì✐ðíèõ

ìíîãîâèäàõ âèêîðèñòàíî ä✐àãðàìè Õåãîðà ðîäó äâà✱ â ÿêèõ ê✐ëüê✐ñòü òî÷îê

ïåðåòèíó ìåðèä✐àí✐â íå ïåðåâèùó➵ ✹✱ îïèñàí✐ åêâ✐âàëåíòí✐ ä✐àãðàìè✳ ✃îæíà

äåôîðìàö✐ÿ çàäà➵òüñÿ ïîñë✐äîâí✐ñòþ✱ îïèñàíîþ â òåîðåì✐ ✷✳ ➪óëî á ö✐êà✲

âî óçàãàëüíèòè îòðèìàí✐ ðåçóëüòàòè äëÿ ä✐àãðàì Õåãîðà ðîäó ✸✳ ❒è òàêîæ

ñïîä✐âà➵ìîñü✱ ùî ðåçóëüòàòè ö✐➵➝ ðîáîòè áóäóòü âèêîðèñòàí✐ äëÿ äîñë✐äæåí✲

íÿ äåôîðìàö✐é ôóíêö✐é íà òðèâèì✐ðíèõ ìíîãîâèäàõ✳

❐✐òåðàòóðà

✶✳ ❒àòâååâ Ñ✳➶✳✱ Ôîìåíêî ➚✳Ò✳ ➚ëãîðèòìè÷åñêèå è êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â òðåõìåðíîé
òîïîëîãèè✳ ➮çäàòåëüñòâî ❒îñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà✱ ✶✾✾✶✱ ✸✵✶ñ✳

✷✳ ▼❛t✈❡❡✈ ❙✳❱✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❚♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✲▼❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❙❡❝♦♥❞ ❊❞✐t✐♦♥ ✴
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✼✳ ✲ ✹✾✷♣✳

✸✳ ▼❛❦s✐♠❡♥❦♦ ❙✳■✳ ❍♦♠♦t♦♣✐❝ t②♣❡s ♦❢ r✐❣❤t st❛❜✐❧✐③❡rs ❛♥❞ ♦r❜✐ts ♦❢ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥
s✉r❢❛❝❡s ✴ ❯❦r❛✐♥✐❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✈♦❧✳ ✻✹✱ ♥♦✳ ✾✱ ✷✵✶✷✳ ✲ ♣✳✶✶✽✻✕✶✷✵✸

✹✳ Ïðèøëÿê ➚✳❰✳ ➶åêòîðíûå ïîëÿ ❒îðñà✲Ñìåéëà áåç çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé íà òðåõìåð✲
íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ✴✴ ❒àò✳ çàìåòêè✱ òîì ✼✶✱ âûï✳ ✷✱ ✷✵✵✷✳✲ñ✳✷✺✹✕✷✻✵

✺✳ Ïðèøëÿê ➚✳❰✳ Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé è âåêòîðíûõ ïîëåé ❒îðñà✲
Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ✴✴ Ïðàö✐ óêð✳ ìàò✳ êîíãðåñó✱ ✷✵✵✶✳ ✕ ✃è➝â✿ ✷✵✵✸✳
✕ ñ✳✷✾✕✸✽

✻✳ Ïðàñîëîâ ➶✳➶✳✱ Ñîñèíñêèé ➚✳➪✳ Óçëû✱ çàöåïëåíèÿ è òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ✴✴ ❒✿✳
❒Ö❮❒❰✱ ✶✾✾✼✱ ✲ ✸✺✷ñ✳

✼✳ Ïðèøëÿê ❰✳❰✳ Òåîð✐ÿ ❒îðñà✳ ✃è➝â✱ ✷✵✵✷✳ ✲ ✻✺❝✳

✽✳ ❍❛ss ❏✳ ●❡♥✉s ❚✇♦ ❍❡❡❣❛❛r❞ ❙♣❧✐tt✐♥❣s✿ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✐❡t②✳ ✲ ✶✾✾✷✳ ✲ ❱♦❧✳✶✶✹✱
➑✷✳ ✲ ♣✳✺✻✺✕✺✼✵✳

✾✳ ❈❛tt❛❜r✐❝❛ ▼✳✱ ▼✉❧❛③③❛♥✐ ▼✳✱ ❱❡s♥✐♥ ❆✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❍❡❡❣❛❛r❞ ❞✐❛❣r❛♠s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❞✉♥✇♦♦❞② ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❇♦❧♦❣♥❛✱ ❯♥✐✈✳♦❢ ❇♦❧♦❣♥❛✱ ✷✵✵✽✳ ✲ ♣✳✷✕✶✺
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■✳❒✳ ■âàíþê✱ ❰✳❰✳ Ïðèøëÿê

■✳❒✳ ■âàíþê✱ ❰✳❰✳ Ïðèøëÿê

✃è➝âñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Òàðàñà Øåâ÷åíêà✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà✳

❊✲♠❛✐❧✿ ✐✈❛♥♥❛✳✐✈❛♥②✉❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ ♣r✐s❤❧②❛❦❅②❛❤♦♦✳❝♦♠

■✈❛♥♥❛ ▼✳ ■✈❛♥②✉❦✱ ❆❧❡①❛♥❞r ❖✳Pt✐s❤❧②❛❦

❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ♦❢ ❣❡♥✉s ✷

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧❛r ▼♦rs❡✲❙♠❛❧❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s ✇✐t❤♦✉t

❝❧♦s❡❞ ♦r❜✐t ♦♥ ❝❧♦s❡❞ ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❍❡❡❣❛❛r❞ ❞✐❛❣r❛♠ ❛r❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ✜❡❧❞✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞✐❛❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞✳ ❲❡

❝♦♥s✐❞❡ ❍❡❡❣❛❛r❞ ❞✐❛r❛♠s ♦❢ ❣❡♥✉s ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❢♦✉r ❛♥❞ ❧❡ss ♣♦✐♥ts ♦❢

✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡r✐❞✐❛♥s✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❤❛✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡

❧♦♦♣ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❆❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❛s ❞✐s❝r✐❜✐♥❣✱

✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ s❧✐❞✐♥❣✱ ♣✉❧❧✐♥❣ ❧♦♦♣s✱ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤✉s

✇❡ ✜♥❞ ❛❧❧ ♥♦♥❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ ❞✐❛❣r❛♠s ❛♥❞ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✐t✳


