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❰ ÷èñëå òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ
ôóíêöèé ñ îäíîé âûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé
òî÷êîé òèïà ñåäëî íà äâóìåðíîé ñôåðå✱ ■■

➚ëåêñàíäð ➚íàòîëüåâè÷ ✃àäóáîâñêèé

➚ííîòàöèÿ ➶ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ òðåìÿ

êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè íà äâóìåðíîé ñôåðå S2✱ ó êîòîðûõ êðîìå M

ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ è m ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ òîëüêî îäíà êðèòè÷å✲

ñêàÿ òî÷êà òèïà ñåäëî✳ ➘ëÿ ôóíêöèé èç óêàçàííîãî êëàññà ïðåäñòàâëåí

ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò✱ ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

íàòóðàëüíûõ M è m óñòàíîâëåíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà òî✲

ïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ✭â äâóõ ðàçëè÷íûõ àñïåêòàõ✮ òàêèõ ôóíêöèé✳
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Ïîñâÿùàåòñÿ ïàìÿòè

ìîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ

➶ëàäèìèðà ➶àñèëüåâè÷à Øàðêî

➶âåäåíèå

Ïðåäñòàâëåííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì çàâåðøåíèåì öèêëà àâòîðñêèõ

ðàáîò ❬✶✹❪✕❬✶✼❪✱ ïîñâÿùåííûõ ïîëó÷åíèþ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ ïîäñ÷åòà òî÷✲

íîãî ÷èñëà òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ✭â äâóõ ðàçëè÷íûõ àñïåêòàõ✮

ãëàäêèõ ôóíêöèé îïðåäåëåííîãî êëàññà íà äâóìåðíîé ñôåðå S2✳
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➚✳➚✳ ✃àäóáîâñêèé

Ïóñòü (N, ∂N) ✕ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì ∂N ✭∂N ìîæåò áûòü ✮✳

❰áîçíà÷èì ÷åðåç C∞(N) ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ

ôóíêöèé íà N ❝ êðàåì ∂N = ∂−N
⋃

∂+N ✱ âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè êîòîðûõ

èçîëèðîâàíû è ëåæàò âî âíóòðåííîñòè N íà îäíîé ëèíèè óðîâíÿ✱ à íà êîì✲

ïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè êðàÿ ∂−N (∂+N) îíè ïðèíèìàþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå

a ✭b✮✳

Ôóíêöèè f è g èç C∞(N) íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè✱

åñëè ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû h : N → N è l : R1 → R1 ✭l ñîõðàíÿåò

îðèåíòàöèþ✮✱ òàêèå ÷òî g = l ◦ f ◦h−1✳ ➴ñëè h ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ✱ ôóíê✲

öèè f è g áóäåì íàçûâàòü O✲òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè✳ ➶ äàëüíåéøåì

òàêæå áóäåì ïîëàãàòü✱ ÷òî N ✕ çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü✳

Ïóñòü f ∈ C∞(N)✱ à x0 ∈ N ✕ åå èçîëèðîâàííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà✱

íå ÿâëÿþùàÿñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì✳ ➴ñëè òîïîëîãè÷åñêèé òèï ëèíèé

óðîâíÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x0 ìåíÿåòñÿ ✭íå ìåíÿåòñÿ✮✱ òî òàêóþ òî÷êó x0

✭ñëåäóÿ ❬✶✽❪✱ ❬✶✶❪✮ íàçûâàþò ñóùåñòâåííî ✭ñîîòâåòñòâåííî íåñóùåñòâåííîé✮

êðèòè÷åñêîé òî÷êîé✳

Õîðîøî èçâåñòíî ❬✺❪✱ ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñâîåé ñóùåñòâåííî

êðèòè÷åñêîé òî÷êè x0 ôóíêöèÿ f òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè

fn(x; y) = Re(x+ iy)n + cn✱ ïðè÷åì n ≥ 2 ✭íåïðåðûâíîé çàìåíîé êîîðäèíàò

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó fn = Rezn + cn✮✳ ➪îëåå òîãî✱ ëîêàëüíî✱ ôóíêöèè êëàññè✲

ôèöèðóþòñÿ öåëûì ÷èñëîì ✖ èíäåêñîì Ïóàíêàðå✳ ❮àïîìíèì✱ ÷òî èíäåêñîì

Ïóàíêàðå indf (x0) êðèòè÷åñêîé òî÷êè x0 ôóíêöèè f íàçûâàþò èíäåêñ Ïó✲

àíêàðå åå ïîëÿ ãðàäèåíòà gradf äëÿ íåêîòîðîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè✳ Òàêæå

èçâåñòíî✱ ÷òî äëÿ ôóíêöèè f = Rezn èíäåêñ Ïóàíêàðå ðàâåí indf (0) = 1−n✱

à äëÿ êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè indf (x0) ≤ 1 ❬✺❪✳

×èñëî k ñóùåñòâåííî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê xj ôóíêöèè f âìåñòå ñî çíà✲

÷åíèÿìè nj ✭ïîêàçàòåëÿìè â ïðåäñòàâëåíèÿõ f â âèäå fj = Reznj + cnj
â

îêðåñòíîñòÿõ xj✮ íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêèì ñèíãóëÿðíûì òèïîì ôóíêöèè f ✳

➶ ðàáîòå ➶✳➶✳Øàðêî ❬✶✽❪ èçó÷åí âîïðîñ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè

ôóíêöèé èç êëàññà C∞(N)✳ ❮èì óñòàíîâëåíî✱ ÷òî ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå

÷èñëî òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé ñ ôèêñèðîâàííûì ñèíãó✲

ëÿðíûì òèïîì✱ ðàâíîå ÷èñëó íåèçîìîðôíûõ öâåòíûõ ñïèí✲ãðàôîâ✱ ðàñøè✲

ðåíèÿ êîòîðûõ ãîìåîìîðôíû ïîâåðõíîñòè N ✳ ❰äíàêî íåèçâåñòíî ñêîëüêî

òàêèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè✳ ➶ îáùåì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à îêàçàëàñü î÷åíü

ñëîæíîé è îñòàåòñÿ íåðåøåííîé ê ýòîìó âðåìåíè ïðîáëåìîé✳
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Ôóíêöèè ñ îäíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé òèïà ñåäëî íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 ✹✾

✶ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

➴ñëè æå îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì êëàññà ôóíêöèé CM,m(Ng) ñ òðåìÿ

êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè íà çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè Ng

✭ðîäà g ≥ 0✮✱ ó êîòîðûõ êðîìå M ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ è m ëîêàëüíûõ

ìèíèìóìîâ òîëüêî îäíà ñóùåñòâåííî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x0 ✭â äàëüíåéøåì

✕ âûðîæäåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà òèïà ñåäëî✮✱ òî óïîìÿíóòàÿ âûøå çàäà÷à

íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ✳

➚ èìåííî✱ êàê ñëåäóåò èç ðàáîòû ❬✹❪✱ äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà CM,m(Ng)

òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ èíäåêñ Ïóàíêàðå åäèíñòâåííîé êðè✲

òè÷åñêîé òî÷êè x0 òèïà ñåäëî✱ êîòîðûé ðàâåí

indf (x0) = 2− 2g −M −m.

Ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà CM,m(Ng)

ÿâëÿåòñÿ✱ òàê íàçûâàåìàÿ✱ 2✲öâåòíàÿ O✲äèàãðàììà ñ

n = 2g − 1 +M +m

õîðäàìè✱ êîòîðàÿ ñîäåðæèò M ÷åðíûõ ✭áåëûõ✮ è m áåëûõ ✭÷åðíûõ✮ öèêëîâ✳

✃ðîìå òîãî✱ â ðàáîòàõ àâòîðà ❬✶✶❪✱ ❬✶✷❪ ïîëíîñòüþ ðåøåíà çàäà÷à î ïîäñ÷åòå

÷èñëà O✲òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé èç êëàññà C1,1(Ng)✱ g ≥ 1✳

❰äíàêî✱ â îáùåì ñëó÷àå ✭äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ M ✱ m è

g ≥ 0✮✱ ïîäñ÷åò ÷èñëà òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé èç êëàñ✲

ñà CM,m(Ng) òàêæå îêàçàëñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé êîìáèíàòîðíîé çàäà÷åé✳

➘àæå äëÿ ôóíêöèé íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 âîïðîñ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì✳

Ôîðìóëû ✭â ÿâíîì âèäå✮ äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà O✲òîïîëîãè÷åñêè íåýêâè✲

âàëåíòíûõ ôóíêöèé èç êëàññà CM,m(S2) ðàííåå áûëè èçâåñòíû òîëüêî äëÿ

íà÷àëüíûõ M è ïðîèçâîëüíûõ n ≥ M ✭èëè✱ ÷òî òîæå✱ äëÿ íà÷àëüíûõ M è

íàòóðàëüíûõ m = n+ 1−M✮✱ à èìåííî✿

äëÿ M = 1, 2, 3, 4 è ∀n ≥ M ôîðìóëû áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå ❬✶✹❪❀

äëÿ M = 5, 6 è ∀n ≥ M ✕ â ðàáîòå ❬✶✺❪❀

äëÿ M = 7, 8 è ∀n ≥ M ✕ â ðàáîòå ❬✶✻❪❀

äëÿ M = 9 è ∀n ≥ M ✕ â ðàáîòå ❬✶✼❪✳

❒îäåðíèçàöèè ïîëíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà äëÿ ôóíêöèé èç

êëàññà CM,m(S2)✱ âîçìîæíûì åãî èíòåðïðåòàöèÿì✱ à òàêæå ïîëó÷åíèþ ôîð✲

ìóë äëÿ ïîäñ÷åòà òî÷íîãî ÷èñëà O✲òîïîëîãè÷åñêè ✭òîïîëîãè÷åñêè✮ íåýêâè✲

âàëåíòíûõ òàêèõ ôóíêöèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ M,m ∈ N è ïîñâÿùåíà äàííàÿ

ñòàòüÿ✳
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➚✳➚✳ ✃àäóáîâñêèé

✷ ✷✲öâåòíûå õîðäîâûå äèàãðàììû✿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è

îïðåäåëåíèÿ

❮àïîìíèì ✭íàïð✳ ❬✸❪✮✱ ÷òî õîðäîâîé äèàãðàììîé ïîðÿäêà n èëè✱ êîðîòêî✱ n✲

äèàãðàììîé íàçûâàþò êîíôèãóðàöèþ íà ïëîñêîñòè✱ ñîñòîÿùóþ èç îêðóæ✲

íîñòè✱ 2n òî÷åê íà íåé ✭ÿâëÿþùèõñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî 2n✲óãîëüíèêà✮

è n õîðä✱ ñîåäèíÿþùèõ óêàçàííûå òî÷êè✳ Õîðäîâûå äèàãðàììû íàçûâàþò

èçîìîðôíûìè✱ åñëè îäíó ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîé â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà✳

➘èàãðàììû íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè✱ åñëè èõ ìîæíî ñîâìåñòèòü â ðåçóëü✲

òàòå ïîâîðîòà✱ çåðêàëüíîé ñèììåòðèè✱ èëè æå èõ êîìïîçèöèè✳

❰ïðåäåëåíèå ✶ ❰êðóæíîñòü ñ 2n òî÷êàìè íà íåé ✭ÿâëÿþùèõñÿ âåðøè✲

íàìè ïðàâèëüíîãî 2n✲óãîëüíèêà✮✱ äóãè êîòîðîé ïîî÷åðåäíî ðàñêðàøåíû â

äâà öâåòà ✭÷åðíûé è áåëûé✮ è ôèêñèðîâàííîé íóìåðàöèåé óêàçàííûõ âåð✲

øèí ✭÷èñëàìè îò 1 äî 2n ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå✮ áóäåì íàçûâàòü 2✲öâåòíûì

2n✲øàáëîíîì ✖ ðèñ✳ ✶ a)✳

✷✲öâåòíîé n✲äèàãðàììîé áóäåì íàçûâàòü õîðäîâóþ n✲äèàãðàììó✱ ïî✲

ñòðîåííóþ íà îñíîâå ✷✲öâåòíîãî 2n✲øàáëîíà✳

  

 

 

 

 
a  b  c  d  

 
 
 
 

Ðèñ✳ ✶
a) 2✲öâåòíûé 20✲øàáëîí❀
b) N ✲äèàãðàììà ✭ñ 10 õîðäàìè✮✱ ó êîòîðîé 7 áåëûõ è 3 ÷åðíûõ öèêëîâ❀
c) O✲äèàãðàììà ✭ñ 10 õîðäàìè✮✱ ó êîòîðîé 6 áåëûõ è 3 ÷åðíûõ öèêëîâ❀
d) ïëàíàðíàÿ O✲äèàãðàììà ✭ñ 10 õîðäàìè✮✱ ó êîòîðîé 7 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ öèêëîâ

❰ïðåäåëåíèå ✷ ✷✲öâåòíóþ n✲äèàãðàììó✱ êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò ✭ñîäåð✲

æèò✮ õîðä✱ ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ñ íîìåðàìè îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè✱ áó✲

äåì íàçûâàòü O✲äèàãðàììîé ✭N ✲äèàãðàììîé✮ ✖ ðèñ✳ ✶ b), c)✳ ❒íîæåñòâî

2✲öâåòíûõ O✲äèàãðàìì ñ n õîðäàìè îáîçíà÷èì ÷åðåç ℑO
n ✳

❰ïðåäåëåíèå ✸ b✲öèêëîì ✭w✲öèêëîì✮ äèàãðàììû èç êëàññà ℑO
n áóäåì íà✲

çûâàòü ÷åðåäóþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîðä è ÷åðíûõ ✭ñîîòâåòñòâåí✲

íî áåëûõ✮ äóã✱ êîòîðûå îáðàçóþò ãîììåîìîðôíûé îáðàç ✭îðèåíòèðîâàííîé✮

îêðóæíîñòè ✖ ðèñ✳ ✶ b)− d)✳
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Ôóíêöèè ñ îäíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé òèïà ñåäëî íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 ✺✶

Ïóñòü λ ✕ ÷èñëî ÷åðíûõ è áåëûõ öèêëîâ äèàãðàììû èç ℑO
n ✳ Òîãäà ðîäîì

äèàãðàììû ñëåäóåò ñ÷èòàòü ✭íàïð✳ ❬✸❪✱ ❬✶✸❪✮ öåëîå ÷èñëî g✱ îïðåäåëÿåìîå

ñîîòíîøåíèåì

g =
n− λ+ 1

2
. ✭✶✮

❰ïðåäåëåíèå ✹ ➘èàãðàììó èç êëàññà ℑO
n ✱ ðîä êîòîðîé ðàâåí íóëþ✱ áóäåì

íàçûâàòü äèàãðàììîé ìèíèìàëüíîãî ðîäà èëè✱ êîðîòêî✱ ïëàíàðíîé äèàã✲

ðàììîé ✖ ðèñ✳ ✶ d)✳ Ïîäìíîæåñòâî ïëàíàðíûõ äèàãðàìì èç êëàññà ℑO
n ✱

êîòîðûå ñîäåðæàò òî÷íî k ✭1 ≤ k ≤ n✮ ÷åðíûõ ✭èëè✱ ÷òî òîæå✱ n− k+1

áåëûõ✮ öèêëîâ îáîçíà÷èì ℑk,n✳

Õîðîøî èçâåñòíî ✭íàïð✳ èç ❬✸❪✱ ❬✷❪✮✱ ÷òî n✲äèàãðàììà ✭ïî ñóòè èç ℑO
n ✮

ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà îíà íå ñîäåðæèò ïåðåñåêà✲

þùèõñÿ õîðä✳

❰ïðåäåëåíèå ✺ ✃àê è â ñëó÷àå ✭íåðàñêðàøåííûõ✮ õîðäîâûõ n✲äèàãðàìì✱

✷✲öâåòíûå äèàãðàììû áóäåì íàçûâàòü

èçîìîðôíûìè✱ åñëè èõ ìîæíî ñîâìåñòèòü â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà

✭ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå✮ îêîëî îáùåãî öåíòðà❀

ýêâèâàëåíòíûìè✱ åñëè èõ ìîæíî ñîâìåñòèòü â ðåçóëüòàòå çåðêàëü✲

íîé ñèììåòðèè è✴èëè ïîâîðîòà îêîëî îáùåãî öåíòðà✳

➮çâåñòíî ✭íàïð✳ èç ❬✸❪✱ ❬✶✶❪✮✱ ÷òî n✲äèàãðàììó ✭â òîì ÷èñëå èç ℑO
n ✮ ìîæ✲

íî îòîæäåñòâèòü ñ åå ➽ñêëåéêîé➾ ✕ ïîäñòàíîâêîé✲èíâîëþöèåé α✱ ñòîëáöû

êîòîðîé ✕ ñóòü íîìåðà âåðøèí✱ èíöèäåíòíûõ îäíîé õîðäå✳ Òàê✱ íàïðèìåð✱

äèàãðàììå íà ðèñ✳ ✶ d) ñîîòâåòñòâóåò ïîäñòàíîâêà

α =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

4 3 2 1 20 7 6 19 18 11 10 13 12 17 16 15 14 9 8 5

)

.

➪îëåå òîãî✱ êàê ñëåäóåò èç ðàáîò ❬✸❪✱ ❬✶✶❪✱ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà C∗
2n ïî✲

ðÿäêà n✱ ïîðîæäåííàÿ ïåðåñòàíîâêîé

σ =

(

1 2 3 ... 2n− 2 2n− 1 2n

3 4 5 ... 2n 1 2

)

,

äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ñêëååê äèàãðàìì èç ℑO
n êàê ñîïðÿæåíèå✱ à èìåííî✿

äèàãðàììû D1(α1) è D2(α2) èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà ñó✲

ùåñòâóåò γ ∈ C∗
2n òàêàÿ✱ ÷òî α1 = γ−1 ◦ α2 ◦ γ✳

Ñ äåéñòâèåì äèýäðàëüíîé ãðóïïû íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ õîðäîâûõ n✲

äèàãðàìì ✭íà êëàññàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêëååê✮ ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ✱ íà✲

ïðèìåð✱ â ðàáîòàõ ❬✸❪✱ ❬✶✸❪✱ ❬✷❪✳
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➚✳➚✳ ✃àäóáîâñêèé

✸ ➮ñ÷èñëåíèå òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé ❝ îäíîé

âûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé òèïà ñåäëî íà ✷✲ñôåðå

✃àê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå✱ äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà CM,m(Ng) ïîëíûì òîïîëî✲

ãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ 2✲öâåòíàÿ O✲äèàãðàììà ñ n = 2g−1+M+m

õîðäàìè✱ êîòîðàÿ ñîäåðæèò M ÷åðíûõ ✭áåëûõ✮ è m áåëûõ ✭÷åðíûõ✮ öèêëîâ✳

❰áîçíà÷èì ÷åðåç ℑn
M,m êëàññ 2✲öâåòíûõ äèàãðàìì óêàçàííîãî òèïà✳

Òîãäà✱ êàê ñëåäóåò èç ðàáîò ❬✹❪ è ❬✶✶❪✱ èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ

Òåîðåìà ❆ ×èñëî O✲òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé èç êëàññà

CM,m(Ng) ðàâíî ÷èñëó íåèçîìîðôíûõ äèàãðàìì èç êëàññà ℑn
M,m✳

Òåîðåìà ❇ ×èñëî òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé èç êëàññà

CM,m(Ng) ðàâíî ÷èñëó íåýêâèâàëåíòíûõ äèàãðàìì èç êëàññà ℑn
M,m✳

❰÷åâèäíî✱ ÷òî äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà CM,m(S2) ✭íà äâóìåðíîé ñôåðå

S2✮ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ 2✲öâåòíàÿ O✲äèàãðàììà

ñ n = M + m − 1 õîðäàìè✱ êîòîðàÿ ñîäåðæèò òî÷íî M ÷åðíûõ ✭áåëûõ✮ è

m áåëûõ ✭÷åðíûõ✮ öèêëîâ✳ Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû ✭✶✮✱ ðîä òàêîé äèàãðàììû

ðàâåí íóëþ✳ Ïîýòîìó ôóíêöèÿì èç êëàññà CM,m(S2) ñîîòâåòñòâóþ èìåííî

ïëàíàðíûå 2✲öâåòíûå O✲äèàãðàììû✳

Òàêèì îáðàçîì✱ åñëè ÷åðåç Ck,n−k+1(S
2) îáîçíà÷èòü êëàññ ãëàäêèõ ôóíê✲

öèé íà ✷✲ñôåðå✱ ó êîòîðûõ êðîìå k ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ è n − k + 1

ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ òîëüêî îäíà âûðîæäåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà òèïà

ñåäëî ✭èíäåêñ Ïóàíêàðå êîòîðîé ðàâåí 1− n✮✱ òî èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ

Ïðåäëîæåíèå ✶ ×èñëî O✲òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé èç

êëàññà Ck,n−k+1(S
2) ðàâíî ÷èñëó íåèçîìîðôíûõ äèàãðàìì èç êëàññà ℑk,n✳

Ïðåäëîæåíèå ✷ ×èñëî òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé èç

êëàññà Ck,n−k+1(S
2) ðàâíî ÷èñëó íåýêâèâàëåíòíûõ äèàãðàìì èç êëàññà ℑk,n✳

Ïðèìåð ✶ Ñðåäè íåèçîìîðôíûõ äèàãðàìì✱ ïðèâåäåííûõ íà ðèñ✳ ✷✿

1 èç êëàññà ℑ1,4✱ 2 èç êëàññà ℑ2,4✱ 2 èç êëàññà ℑ3,4✱ 1 èç êëàññà ℑ4,4✳

1 2 3 4 5 6

Ðèñ✳ ✷ âñå íåèçîìîðôíûå ✭íåýêâèâàëåíòíûå✮ ✷✲öâåòíûå ïëàíàðíûå äèàãðàììû n = 4

Òàêèì îáðàçîì✱ ñóùåñòâóåò 2 òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè

èç êëàññà C2,3(S
2)✱ 2 ✕ èç êëàññà C3,2(S

2)✱ 1 èç C1,4(S
2) è 1 èç C4,1(S

2)✳
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Ôóíêöèè ñ îäíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé òèïà ñåäëî íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 ✺✸

✹ ➘èàãðàììû èç êëàññà ℑk,n è ➽♥♦♥✲❝r♦ss✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥➾

❰ïðåäåëåíèå ✻ Ðàçáèåíèåì πk,n ìíîæåñòâà [n] = {1, 2, ..., n−1, n} ✭♣❛rt✐✲

t✐♦♥ ♦❢ [n] ✇✐t❤ k ❜❧♦❝❦s✮ íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü k íåïóñòûõ✱ ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ π1, π2, ...πk ìíîæåñòâà [n]✱ îáúåäèíåíèå êî✲

òîðûõ åñòü [n]✳ Ïîäìíîæåñòâà πi ïðèíÿòî íàçûâàòü áëîêàìè πk,n✳

Ðàçáèåíèå πk,n çà÷àñòóþ ïðåäñòàâëÿþò â âèäå π = π1/π2/.../πk✳ Ïðè÷åì✱

ïðèíÿòî ñ÷èòàòü✱ ÷òî âíóòðè êàæäîãî áëîêà ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû â ïî✲

ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ✱ à ñàìè áëîêè ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ

ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ✭íàïð✳ ❬✼❪✮✳

❰ïðåäåëåíèå ✼ Ðàçáèåíèå íàçûâàþò ➽áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé➾ ✭♥♦♥✲❝r♦ss✐♥❣

♣❛rt✐t✐♦♥✮ èëè æå✱ êîðîòêî✱ ïëàíàðíûì✱ åñëè íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòîâ

a < b < c < d òàêèõ✱ ÷òî a è c ñîäåðæàòñÿ â îäíîì✱ à b è d â äðóãîì áëîêå✳

❒íîæåñòâî âñåõ òàêèõ ðàçáèåíèé îáîçíà÷èì êàê NCP (n)✱ à ïîäìíîæå✲

ñòâî ðàçáèåíèé✱ ñîäåðæàùèõ òî÷íî k áëîêîâ✱ ✖ ÷åðåç NCPk,n✳

 

   
       a       b  

 
 
 

1 
2  3  4  

5  
6  

7  

8  

9  

10  
11 

12  13  14  
15  

16  

17  

18  

19  

20  
1'  

2'  
3'  

4'  

5 '  

6 '  

7 '  
8 '  

9 '  

10 '  

Ðèñ✳ ✸ a) ïðåäñòàâëåíèå ïëàíàðíîãî ðàçáèåíèÿ π = (1, 2)(3, 4, 10)(5, 6, 7, 9)(8) â âèäå êðó✲
ãîâîé äèàãðàììû ñ ✶✵ âåðøèíàìè❀ b) ✷✲öâåòíàÿ O✲äèàãðàììà ðîäà 0 ✭ïîñòðîåííàÿ íà
✷✲öâåòíîì 2n✲øàáëîíå✱ n = 10✮✱ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçáèåíèþ π

➶ âèäó áèåêòèâíîñòè✱ êîòîðàÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì âîçíèêàåò ìåæäó ðàç✲

áèåíèÿìè èç ìíîæåñòâà NCPk,n è äèàãðàììàìè èç êëàññà ℑk,n✱ 2✲öâåòíóþ

ïëàíàðíóþ äèàãðàììó è ñîîòâåòñòâóþùåå åé ðàçáèåíèå â äàëüíåéøåì áóäåì

îòîæäåñòâëÿòü✳

➪îëåå òîãî✱ ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ ✭à òàêæå íåýêâèâàëåíòíûõ✮ äèàãðàìì

èç êëàññà ℑk,n ðàâíî ÷èñëó íåèçîìîðôíûõ ✭ñîîòâåòñòâåííî íåýêâèâàëåíò✲

íûõ✮ êðóãîâûõ äèàãðàìì✱ îòâå÷àþùèõ ðàçáèåíèÿì èç ìíîæåñòâà NCPk,n✳

Ïðè÷åì â ïîíÿòèå èçîìîðôíîñòè ✭ýêâèâàëåíòíîñòè✮ ïîñëåäíèõ âêëàäûâàåò✲

ñÿ òàêîé æå ñìûñë êàê è äëÿ 2✲öâåòíûõ äèàãðàìì ✭íàïð✳ ❬✷❪✮✳
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➚✳➚✳ ✃àäóáîâñêèé

✺ Ïåðå÷èñëåíèå äèàãðàìì èç êëàññà ℑk,n

➶âåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ✿

P (n; k) ✕ ÷èñëî äèàãðàìì èç êëàññà ℑk,n✱ òî åñòü P (n; k) = |ℑk,n| = |NCPk,n|❀

P ∗(n; k) ✕ ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ äèàãðàìì èç êëàññà ℑk,n❀

P ∗∗(n; k) ✕ ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ äèàãðàìì èç êëàññà ℑk,n✳

➮çâåñòíî✱ íàïðèìåð èç ❬✽❪✱ ÷òî |NCPk,n| ðàâíà ÷èñëó ❮àðàÿíà N(n; k)

✭➽◆❛r❛②❛♥❛ ♥✉♠❜❡r➾✮✱ êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

N(n; k) =
1

n
Ck

n · Ck−1
n . ✭✷✮

Òàê êàê ∀n ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî N (n; 1) = N (n;n) = 1✱ òî

P ∗ (n; 1) = P ∗ (n;n) = 1, ✭✸✮

P ∗∗ (n; 1) = P ∗∗ (n;n) = 1. ✭✹✮

➪îëåå òîãî✱ òàê êàê

N (n; k) =
1

n
Ck

n · Ck−1
n =

1

n
Cn−k+1

n · Cn−k
n = N (n;n− k + 1) , ✭✺✮

òî äëÿ íàòóðàëüíûõ n ≥ k ≥ 2 èìåþò ìåñòî è ñîîòíîøåíèÿ

P ∗ (n; k) = P ∗ (n;n− k + 1) , ✭✻✮

P ∗∗ (n; k) = P ∗∗ (n;n− k + 1) . ✭✼✮

✺✳✶ ×èñëî íåèçîìîðôíûõ äèàãðàìì èç êëàññà ℑk,n

❐åììà ✶ ➘ëÿ íàòóðàëüíûõ n ≥ k ≥ 2 ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ ✭íåýêâèâàëåí✲

òíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà n✮ äèàãðàìì

èç êëàññà ℑk,n ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

P ∗ (n; k) =
1

n





1

n
Ck

n · Ck−1
n +

∑

j|(n;k),j 6=1

ϕ(j)

(

n− k

j
+ 1

)

1
n
j

C
k
j
n
j
C

k
j
−1

n
j

+

+
∑

j|(n;k−1),j 6=1

ϕ (j)

(

k − 1

j
+ 1

)

1
n
j

C
k−1
j

+1
n
j

C
k−1
j

n
j



 , ✭✽✮

ãäå ϕ (q) ✖ ôóíêöèÿ Ýéëåðà ✭êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë✱ íå ïðåâîñõî✲

äÿùèõ q è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ íèì✮❀ (s; t) ✖ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

÷èñåë s è t❀ à ñóììèðîâàíèå âî âòîðîì è òðåòüåì ñëàãàåìûõ âåäåòñÿ ïî

âñåì äåëèòåëÿì ✭èñêëþ÷àÿ ✶✲öó✮ ÷èñåë (n; k) è (n; k − 1) ñîîòâåòñòâåííî✳
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Ôóíêöèè ñ îäíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé òèïà ñåäëî íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 ✺✺

➬àìå÷àíèå ✶ Ó÷èòûâàÿ (5)✱ ñîîòíîøåíèå (8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

P ∗ (n; k) =
1

n



N (n; k) +
∑

j|(n;k),j 6=1

ϕ (j)

(

n− k

j
+ 1

)

·N

(

n

j
;
n− k

j
+ 1

)

+

+
∑

j|(n;k−1),j 6=1

ϕ (j)

(

k − 1

j
+ 1

)

·N

(

n

j
;
k − 1

j
+ 1

)



 . ✭✾✮

➘îêàçàòåëüñòâî ➶ñå äèàãðàììû èç êëàññà ℑk,n✱ êîòîðûå èíâàðèàíòíû îò✲

íîñèòåëüíî ïîâîðîòà íà íåêîòîðûé óãîë ωj =
2π
j
, j 6= 1 ✭➽ñàìîñîâìåùàþòñÿ➾

ïðè ïîâîðîòå îêîëî öåíòðà øàáëîíà íà óãîë ωj â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ÷à✲

ñîâîé ñòðåëêè✮ ðàçîáüåì íà äèàãðàììû äâóõ òèïîâ✳

 

)a  )b  

 

2

j
j

π
ω =  

2

j
j

π
ω =  

Ðèñ✳ ✹ a) ïëàíàðíàÿ 16✲äèàãðàììà ■ òèïà❀ b) ïëàíàðíàÿ 16✲äèàãðàììà ■■ òèïà

■ òèïà ✕ òå✱ êîòîðûå íå ñîäåðæàò ÷åðíîãî öèêëà ✭➽÷åðíîãî ïîëèãîíà➾✮✱

èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà íà íåêîòîðûé óãîë✳ ❰÷åâèäíî✱ ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî j äîëæíî áûòü îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë n è k ✕ ðèñ✳ 1 a)✳

■■ òèïà ✕ òå✱ êîòîðûå ñîäåðæàò ÷åðíûé öèêë ✭➽÷åðíûé ïîëèãîí➾✮✱ èíâà✲

ðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà íà íåêîòîðûé óãîë✳ ❰÷åâèäíî✱ ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå ÷èñëî j äîëæíî áûòü îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë n è k − 1 ✕ ðèñ✳ 1 b)✳

Òîãäà✱ ïðèìåíÿÿ ëåììó ➪åðíñàéäà✱ âåëè÷èíó P ∗ (n; k) ìîæíî ïðåäñòà✲

âèòü â âèäå

P ∗ (n; k) =

=
1

n






N (n; k) +

∑

j|(n;k),
j 6=1

ϕ (j) ρ1 (n; k; j) +
∑

j|(n;k−1),
j 6=1

ϕ (j) ρ2 (n; k; j)






, ✭✶✵✮
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➚✳➚✳ ✃àäóáîâñêèé

ãäå ρ1 (n; k; j)✱ ρ2 (n; k; j) ✖ ÷èñëî äèàãðàìì ■ è ■■ òèïà ñîîòâåòñòâåííî✱

êîòîðûå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà íà óãîë ωj ✭j 6= 1✮✳

Òàê êàê N (n; k) = N (n;n− k + 1)✱ P ∗ (n; k) = P ∗ (n;n− k + 1)✱ òî ñ ó÷å✲

òîì òîãî ôàêòà✱ ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ a > b ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî (a; b) = (a; a− b)✱ èìååì

n · P ∗ (n; k) = N (n; k)+

+





∑

j|(n;k),j 6=1

φ (j) ρ1 (n; k; j) +
∑

j|(n;k−1),j 6=1

φ (j) ρ2 (n; k; j)



 = ✭✶✶✮

= n · P ∗ (n;n− k + 1) = N (n;n− k + 1)+

+







∑

j|(n;n−k+1),
j 6=1

ϕ (j) ρ1 (n;n− k + 1; j) +
∑

j|(n;n−k),
j 6=1

ϕ (j) ρ2 (n;n− k + 1; j)






=

= N (n; k)+







∑

j|(n;k−1),
j 6=1

ϕ (j) ρ1 (n;n− k + 1; j) +
∑

j|(n;k),
j 6=1

ϕ (j) ρ2 (n;n− k + 1; j)







✭✶✷✮

➮ç ñîîòíîøåíèé ✭✶✶✮ è ✭✶✷✮ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

∑

j|(n;k),
j 6=1

ϕ (j) ρ1 (n; k; j) +
∑

j|(n;k−1),
j 6=1

ϕ (j) ρ2 (n; k; j) =

=
∑

j|(n;k),
j 6=1

ϕ (j) ρ2 (n;n− k + 1; j) +
∑

j|(n;k−1),
j 6=1

ϕ (j) ρ1 (n;n− k + 1; j), ✭✶✸✮

êîòîðîå ïîçâîëÿåò âûäâèíóòü ãèïîòåçó î òîì✱ ÷òî ïðè ✭äîïóñòèìûõ✮ ôèêñè✲

ðîâàííûõ n, k, j âåëè÷èíû ρ1 (n; k; j) è ρ2 (n;n− k + 1; j)✱ à òàêæå ρ2 (n; k; j)

è ρ1 (n;n− k + 1; j) ñîâïàäàþò✳

Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè âûäâèíóòîé ãèïîòåçû✳

Ñ ó÷åòîì ââåäåííîé òåðìèíîëîãèè è îáîçíà÷åíèé✱ âåëè÷èíà ρ1 (n; k; j)

îïðåäåëÿåò ÷èñëî âñåõ òåõ äèàãðàìì ✭èç êëàññà ℑk,n✮✱ êîòîðûå èíâàðèàíò✲

íû îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà íà óãîë ωj = 2π
j

è íå ñîäåðæàò ÷åðíîãî öèêëà

✭➽÷åðíîãî ïîëèãîíà➾✮✱ èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà íà óãîë ωj ✳

❮î òîãäà êàæäàÿ òàêàÿ äèàãðàììà ✭ñ k ÷åðíûìè è n− k+ 1 áåëûìè öèêëà✲

ìè✮ ñîäåðæèò áåëûé öèêë ✭➽áåëûé ïîëèãîí➾✮✱ èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî

ïîâîðîòà íà óãîë ωj ✳

➴ñëè ÷åðíûå äóãè ïåðåêðàñèòü â áåëûé öâåò✱ à áåëûå äóãè ✕ â ÷åðíûé

öâåò✱ òî êàæäàÿ èç óïîìÿíóòûõ âûøå äèàãðàìì áóäåò
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Ôóíêöèè ñ îäíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé òèïà ñåäëî íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 ✺✼

✖ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà íà òàêîé æå óãîë ωj ❀

✖ ñîäåðæàòü n− k+1 ÷åðíûõ öèêëîâ✱ ñðåäè êîòîðûõ îäèí ÷åðíûé öèêë

✭➽÷åðíûé ïîëèãîí➾✮✱ èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà íà óãîë ωj ✳

Òîãäà î÷åâèäíî✱ ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ n, k, j âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ρ1 (n; k; j) = ρ2 (n;n− k + 1; j) , ✭✶✹✮

à✱ ñ ó÷åòîì ✭✶✸✮✱ ✕ è ðàâåíñòâî

ρ2 (n; k; j) = ρ1 (n;n− k + 1; j) . ✭✶✺✮

Òàêèì îáðàçîì✱ åñëè ρ1 (n; k; j) îáîçíà÷èòü êàê ρ (n; k; j)✱ òî✱ ñ ó÷åòîì

✭✶✹✮ è ✭✶✺✮✱ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ρ2 (n; k; j) = ρ (n;n− k + 1; j) . ✭✶✻✮

➮ ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî ôàêòà✱

÷òî ÷èñëî ρ1 (n; k; j) ✭âñåõ✮ äèàãðàìì ■ òèïà✱ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïî✲

âîðîòà íà óãîë ωj ✭íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî

ýëåìåíòà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû✮✱ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

ρ1 (n; k; j) =

(

n− k

j
+ 1

)

1
n
j

C
k
j
n
j
C

k
j
−1

n
j

. ✭✶✼✮

➶ ðàáîòå ❬✶✵❪ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✷✮ óñòàíîâëåíî✱ ÷òî ïðè j ≥ 2 ÷èñëî [N (n; k′)]

ðàçáèåíèé èç êëàññà NCPk,n✱ êîòîðûå èìåþò ðàíã k′ ✭â íàøèõ òåðìèíàõ

k = n − k′ áëîêîâ✮ è ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà íà

óãîë ωj =
2π
j
✱ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

[N (n; k′)] =
n− k′

n
·

(

C
k′

j
n
j

)2

. ✭✶✽✮

Ïîýòîìó

ρ1 (n; k; j) = [N (n;n− k)] =
n− (n− k)

n
·

(

C
n−k

j
n
j

)2

=
k

n
· C

n−k
j

n
j

· C
n−k

j
n
j

=

=
k

n
· C

k
j
n
j
· C

k
j
n
j
=

k

n
· C

k
j
n
j
·

n−k
j

+ 1
k
j

· C
k
j
−1

n
j

=

(

n− k

j
+ 1

)

·
1
n
j

C
k
j
n
j
C

k
j
−1

n
j

.

Ñëåäñòâèå ✶ ➘ëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî n ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ äèàã✲

ðàìì èç êëàññà ℑk,n ìîæíî âû÷èñëèòü ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèé

P ∗(n, k) =

{

1
n2C

k
nC

k−1
n + n−1

n
, k = 1;n

1
n2C

k
nC

k−1
n , k 6= 1;n.

✭✶✾✮
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➚✳➚✳ ✃àäóáîâñêèé

➬àìå÷àíèå ✷ Ñëåäóåò îòìåòèòü✱ ÷òî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû

P ∗(n, k) äëÿ íàòóðàëüíûõ 1 ≤ k ≤ n ≤ 9 ñîâïàäàþò ñ ÷ëåíàìè ïîñëåäîâà✲

òåëüíîñòè A209805 ✭➽❚r✐❛♥❣❧❡ r❡❛❞ ❜② r♦✇s✿ T (n, k) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲❜❧♦❝❦

♥♦♥❝r♦ss✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ n✲s❡t ✉♣ t♦ r♦t❛t✐♦♥s➾✮ [✶✵]✱ ïîëó÷åííûõ àâòîðîì

✭❚✐❧♠❛♥ P✐❡s❦✱ ▼❛r❝❤ ✶✵ ✷✵✶✷✮ ïðîãðàììíûì ïóòåì✳

✃ðîìå òîãî✱ ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [✷]✱ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

n
∑

k=1

P ∗(n, k) = p∗n =
1

n







1

n+ 1
Cn

2n +
∑

1≤i<n,

i|n

ϕ
(n

i

)

Ci
2i






, ✭✷✵✮

ãäå p∗n ✖ ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ ðàçáèåíèé èç êëàññà NCP (n)✱ èëè✱ ÷òî òîæå✱

✖ ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ 2✲öâåòíûõ ïëàíàðíûõ n✲äèàãðàìì✳

✺✳✷ ×èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ äèàãðàìì èç êëàññà ℑk,n

Ïðèìåíÿÿ ëåììó ➪åðíñàéäà✱ ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ äèàãðàìì èç êëàññà

ℑk,n ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

P ∗∗(n, k) =
1

2

(

P ∗(n, k) +
1

n
· P sim

n,k

)

, ✭✷✶✮

ãäå P sim
n,k ✖ ÷èñëî òåõ äèàãðàìì èç êëàññà ℑk,n✱ êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñèì✲

ìåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî õîòÿ áû îäíîé èç n ðàçëè÷íûõ îñåé ñèììåòðèè

✷✲öâåòíîãî 2n✲øàáëîíà✳ Ïðè÷åì

P sim
n,k =

{

n · p0(n, k), n = 2m± 1
n
2 · (p1(n, k) + p2(n, k)) , n = 2m,

ãäå p0(n, k) ✕ ÷èñëî äèàãðàìì èç ℑk,n✱ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ôèê✲

ñèðîâàííîé îñè ñèììåòðèè✱ ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû äèàìåòðàëüíî✲

ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷åðíîé è áåëîé äóã ✷✲öâåòíîãî 2n✲øàáëîíà❀

p1(n, k) ✭p2(n, k)✮ ✕ ÷èñëî äèàãðàìì èç ℑk,n✱ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî

ôèêñèðîâàííîé îñè ñèììåòðèè✱ ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû äèàìåòðàëüíî✲

ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷åðíûõ ✭ñîîòâåòñòâåííî áåëûõ✮ äóã 2n✲øàáëîíà✳

Õîðîøî èçâåñòíî ✭íàïð✳ èç ❬✽❪✮✱ ÷òî ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà NCPk,n ✭à ïîòîìó è ℑk,n✮ è ýëåìåíòàìè ìíî✲

æåñòâà✱ èçâåñòíûìè êàê ➽❉②❝❦ n✲♣❛t❤s ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② k ♣❡❛❦s➾✳ ✃àê ñëåäóåò

èç ðàáîò ❬✶❪ è ❬✷❪✱ âåëè÷èíà T (n, k) = 1
n
· P sim

n,k ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì îáúåê✲

òîâ✱ èìåíóåìûõ êàê ➽s②♠♠❡tr✐❝ ❉②❝❦ ♣❛t❤s ♦❢ s❡♠✐✲❧❡♥❣t❤ n ✇✐t❤ k ♣❡❛❦s➾
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Ôóíêöèè ñ îäíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé òèïà ñåäëî íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 ✺✾

✭ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A088855 â ❬✶✵❪✮✳ ➪îëåå òîãî✱ â ðàáîòå ❬✶❪ ✭❊①❛♠♣❧❡ ✸✼✮

ïîêàçàíî✱ ÷òî

T (n, k) = C
[ k−1

2 ]
[n−1

2 ]
· C

⌈ k−1
2 ⌉

⌈n−1
2 ⌉

, ✭✷✷✮

ãäå [q] ✖ öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà q ✭îïðåäåëÿåìàÿ êàê íàèáîëüøåå öåëîå✱ ìåíüøåå

èëè ðàâíîå q✮❀ ⌈q⌉ ✖ ôóíêöèÿ ➽ïîòîëîê➾✱ îïðåäåëÿåìàÿ êàê íàèìåíüøåå

öåëîå✱ áîëüøåå èëè ðàâíîå q✳

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé ✭✷✶✮ è ✭✷✷✮✱ èìååò ìåñòî

❐åììà ✷ ➘ëÿ íàòóðàëüíûõ n ≥ k ≥ 2 ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ✭îòíîñè✲

òåëüíî äåéñòâèÿ äèýäðàëüíîé ãðóïïû ïîðÿäêà 2n✮ äèàãðàìì èç êëàññà ℑk,n

ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

P ∗∗(n, k) =
1

2

(

P ∗(n, k) + C
⌊ k−1

2 ⌋
⌊n−1

2 ⌋
· C

⌈ k−1
2 ⌉

⌈n−1
2 ⌉

)

, ✭✷✸✮

ãäå ⌊q⌋ = max{n ∈ Z|n ≤ q}✱ ⌈q⌉ = min{n ∈ Z|n ≥ q}✱ à P ∗(n, k) îïðåäåëÿ✲

åòñÿ ïî ôîðìóëå (8)✳

➬àìåòèì✱ ÷òî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû P ∗∗(n, k) ñîâïàäàþò ñ ÷ëåíàìè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A209612 ❬✶✵❪✳

Ðåçóëüòàòû è âûâîäû

❮à îñíîâàíèè Ïðåäëîæåíèé ✶ è ✷✱ ❐åììû ✶ è ❐åììû ✷ èìåþò ìåñòî îñíîâ✲

íûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû

Òåîðåìà ✶ ➘ëÿ íàòóðàëüíûõ n ≥ k ≥ 2 ÷èñëî O✲òîïîëîãè÷åñêè íåýêâè✲

âàëåíòíûõ ôóíêöèé èç êëàññà Ck,n−k+1(S
2) ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ

ôîðìóëû (8)✳

Òåîðåìà ✷ ➘ëÿ íàòóðàëüíûõ n ≥ k ≥ 2 ÷èñëî òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâà✲

ëåíòíûõ ôóíêöèé èç êëàññà Ck,n−k+1(S
2) ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ

ôîðìóëû (23)✳

❮à÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà O✲òîïîëîãè÷åñêè è òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâà✲

ëåíòíûõ ôóíêöèé èç êëàññà Ck,n−k+1(S
2) äëÿ íàòóðàëüíûõ 2 ≤ k ≤ n ≤ 18

ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ ✶ è ✷ ñîîòâåòñòâåííî✳

✃ðîìå òîãî✱ â ïðåäñòàâëåííîé ñòàòüå âïåðâûå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà✲

÷è ✭áîëåå èçâåñòíîé ïîä íàçâàíèåì✮ ➽❊♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❝r♦ss✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s

♦❢ [n] ✇✐t❤ k ❜❧♦❝❦s ✉♥❞❡r r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥➾✱ ðåçóëüòàòû êîòîðîé áûëè

àíîíñèðîâàíû â ìàòåðèàëàõ ➽❳❱ ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè èì✳

àêàäåìèêà ❒èõàèëà ✃ðàâ÷óêà➾ è ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ➽➹åîìåòðèÿ

â ❰äåññå ✕ ✷✵✶✹➾✳
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Ôóíêöèè ñ îäíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé òèïà ñåäëî íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 ✻✶

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❇❛rr② P✳ ❖♥ ■♥t❡❣❡r✲❙❡q✉❡♥❝❡✲❇❛s❡❞ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛s❝❛❧ ❚r✐❛♥❣❧❡s ✴✴
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❙❡q✉❡♥❝❡s✳ ✕ ✷✵✵✻✳ ✕ ❱✳ ✾✱ ➑ ✷✳ ✕ ❆rt✐❝❧❡ ✵✻✳✷✳✹✱ ✸✹ ♣♣✳ ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮

✷✳ ❈❛❧❧❛♥ ❉✳ ◆♦♥✲❝r♦ss✐♥❣ P❛rt✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❘♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ✴ ❉✳ ❈❛❧❧❛♥✱
▲✳ ❙♠✐❧❡② ✴✴ ❤tt♣✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴❛❜s✴♠❛t❤✳❈❖✴✵✺✶✵✹✹✼✱ ✷✵✵✺✳

✸✳ ❈♦r✐ ❘✳ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❝❤♦r❞ ❞✐❛❣r❛♠s ✴ ❘✳ ❈♦r✐✱ ▼✳ ▼❛r❝✉s ✴✴ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳ ✕ ✶✾✾✽✳ ✕ ❱✳ ✷✵✹ ■ss✉❡ ✶✲✷✳ ✕ P✳ ✺✺✕✼✸✳

✹✳ ❑❛❞✉❜♦✈s❦② ❆✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ O✲t♦♣♦❧♦❞✐❝❛❧❧② ♥♦♥✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦❧♦r ❝❤♦r❞

❞✐❛❣r❛♠s ✴ ❆✳ ❑❛❞✉❜♦✈s❦②✱ ❆✳ ❑❧✐♠❝❤✉❦ ✴✴ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣②✳
✕ ✷✵✵✹✳ ✕ ❱♦❧✳ ✶✵✱ ➑✸✳ ✕ P✳ ✷✸✕✸✷✳

✺✳ Pr✐s❤❧②❛❦ ❆✳ ❖✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐s♦❧❛t❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts

♦♥ ❛ ❝❧♦✉s❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✴ ❆✳❖✳ Pr✐s❤❧②❛❦ ✴ ❚♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ✐ts ❆♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✕ ✷✵✵✷✳ ✕ ❱♦❧✳ ✶✶✾✱
➑ ✸✳ ✕ P✳ ✷✺✼✕✷✻✼✳

✻✳ ❘❡✐♥❡r ❱✳ ❚❤❡ ❈②❝❧✐❝ ❙✐❡✈✐♥❣ P❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✴ ❱✳ ❘❡✐♥❡r✱ ❉✳ ❙t❛♥t♦♥✱ ❉✳ ❲❤✐t❡ ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❚❤❡♦r②✱ ❙❡r✐❡s ❆ ✶✵✽✳ ✕ ✷✵✵✹✳ ✕ P✳ ✶✼✖✺✵✳

✼✳ ❙✐♠✐♦♥ ❘✳ ◆♦♥❝r♦ss✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✴ ❘✳ ❙✐♠✐♦♥ ✴✴ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ✕ ✷✵✵✵✳ ✕
❱♦❧✳ ✷✶✼✳ ✕ P✳ ✸✻✼✕✹✵✾✳

✽✳ ❙t❛♥❧❡② ❘✳ ❊♥✉♠❡r❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ✴✴ ❱♦❧✉♠❡ ✷✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈✳ Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱
✶✾✾✾✳

✾✳ ❙t❛♥❧❡② ❘✳ ❈❛t❛❧❛♥ ❆❞❞❡♥❞✉♠✴✴ ✻ ❏✉♥❡✱ ✷✵✶✵✳
✶✵✳ ❚❤❡ ❖❊■❙ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ■♥❝✳✱ ➽❚❤❡ ❖♥✲▲✐♥❡ ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❙❡q✉❡♥❝❡s➾✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞

❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❛t ❤tt♣✿✴✴♦❡✐s✳♦r❣✳
✶✶✳ ✃àäóáîâñüêèé ❰✳ Òîïîëîã✐÷íà åêâ✐âàëåíòí✐ñòü ôóíêö✐é íà îð✐➵íòîâàíèõ ïîâåðõ✲

íÿõ ✴ ❰✳ ✃àäóáîâñüêèé ✴✴ Óêðà➝íñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë✳ ✕ ✷✵✵✻✳ ✕ Ò✳ ✺✽✱ ➑ ✸✳
✕ Ñ✳ ✸✹✸✕✸✺✶✳

✶✷✳ ✃àäóáîâñüêèé ❰✳ Ïðî îäèí êëàñ õîðäîâèõ ä✐àãðàì ìàêñèìàëüíîãî ðîäó ✴ ❰✳ ✃àäó✲
áîâñüêèé ✴✴ ➶✐ñíèê ✃è➝âñüêîãî óí✐âåðñèòåòó ✐ì✳ Òàðàñà Øåâ÷åíêà✳ Ñåð✐ÿ✿ Ô✐çèêî✲
ìàòåìàòè÷í✐ íàóêè✳ ✕ ✷✵✵✻✳ ✕ ➶èï✳ ✶✳ ✕ Ñ✳ ✶✼✕✷✼✳

✶✸✳ ✃àäóáîâñüêèé ❰✳ ➚✳➘âîêîëüîðîâ✐ O✲ ✐ N✲ä✐àãðàìè ✴ ❰✳➚✳ ✃àäóáîâñüêèé✱ ❰✳➶✳ Ñòîðî✲
æèëîâà✱ ❮✳➶✳ Ñòîðîæèëîâà ✴✴ Ïîøóêè ✐ çíàõ✐äêè✳ Ñåð✐ÿ✿ ô✐çèêî✲ìàòåìàòè÷í✐ íàóêè✳
✕ ✷✵✶✵✳ ✕ ➶èï✳ ✶✵✱ Òîì ■✳ ✕ Ñ✳ ✹✶✕✺✵✳

✶✹✳ ✃àäóáîâñüêèé ❰✳ ➚✳ Ïðî ÷èñëî òîïîëîã✐÷íî íååêâ✐âàëåíòíèõ ôóíêö✐é ç îäí✐➵þ âè✲

ðîäæåíîþ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ òèïó ñ✐äëà íà äâîâèì✐ðí✐é ñôåð✐ ✴ ❰✳➚✳ ✃àäóáîâñü✲
êèé ✴✴ ➹åîìåòð✐ÿ òà òîïîëîã✐ÿ ôóíêö✐é✿ ➬á✐ðíèê ïðàöü ■íñòèòóòó ìàòåìàòèêè ❮➚❮
Óêðà➝íè✳ ✕ Ò ✼✱ ➑ ✹✱ ✷✵✶✵✳ ✕ Ñ✳ ✽✼✕✶✵✼✳

✶✺✳ ✃àäóáîâñüêèé ❰✳ ➚✳Ïðî îäèí êëàñ ãëàäêèõ ôóíêö✐é íà äâîâèì✐ðí✐é ñôåð✐ ✴ ❰✳➚✳ ✃à✲
äóáîâñüêèé ✴✴ ➶✐ñíèê Ñ➘ÏÓ✳ ❒àòåìàòèêà✳ ✕ Ñëîâ✬ÿíñüê✿ Ñ➘ÏÓ✳ ✕ ➶èï✳ ✶✭✹✮✱ ✷✵✶✵✳
✕ Ñ✳ ✸✾✕✺✼✳

✶✻✳ ✃àäóáîâñüêèé ❰✳ ➚✳ ➘âîêîëüîðîâ✐ õîðäîâ✐ O✲ä✐àãðàìè ì✐í✐ìàëüíîãî ðîäó ✴ ❰✳➚✳ ✃à✲
äóáîâñüêèé✱ Þ✳➶✳ ➹ëàäèùóê ✴✴ ➬á✐ðíèê íàóêîâèõ ïðàöü ô✐çèêî✲ìàòåìàòè÷íîãî ôà✲
êóëüòåòó Ñ➘ÏÓ✳ ✕ ✷✵✶✶✳ ✕ ➶èï✳ ✶✳ ✕ Ñ✳ ✹✾✕✻✵✳

✶✼✳ ✃àäóáîâñüêèé ❰✳ ➚✳ ➘âîêîëüîðîâ✐ õîðäîâ✐ O✲ä✐àãðàìè ì✐í✐ìàëüíîãî ðîäó ç k = 9
öèêëàìè ïåâíîãî êîëüîðó ✴ ❰✳➚✳ ✃àäóáîâñüêèé✱ ✃✳➶✳ Õàáàðîâà✱ Þ✳➶✳ Ñàïñàé ✴✴
➬á✐ðíèê íàóêîâèõ ïðàöü ô✐çèêî✲ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó ➘➘ÏÓ✳ ✕ ✷✵✶✹✳ ✕ ➶èï✳ ✹✳
✕ Ñ✳ ✻✾✕✽✹✳

✶✽✳ Øàðêî ➶✳ ➶✳ ➹ëàäêàÿ è òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé íà ïîâåðõíî✲

ñòÿõ ✴ ➶✳➶✳ Øàðêî ✴✴ Óêðà➝íñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë✳ ✕ ✷✵✵✸✳ ✕ Ò✳ ✺✺✱ ➑ ✺✳ ✕
Ñ✳ ✻✽✼✕✼✵✵✳

➚ëåêñàíäð ➚íàòîëüåâè÷ ✃àäóáîâñêèé

➘➹ÏÓ✱ Ñëàâÿíñê✱ Óêðàèíà

❊✲♠❛✐❧✿ ❦❛❞✉❜♦✈s❅✉❦r✳♥❡t
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➚✳➚✳ ✃àäóáîâñêèé

❆❧❡❦s❛♥❞r❆♥✳ ❑❛❞✉❜♦✈s❦②✐

❉♦♥❜❛ss ❙t❛t❡ ❚❡❛❝❤❡rs✬ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❙❧❛✈②❛♥s❦✱ ❯❦r❛✐♥❡✳

❖♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♥♦♥✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤

♦♥❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s❛❞❞❧❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❤❡r❡✱

■■

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t✇♦✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❤❡r❡ S2✱ t❤❛t ♣♦ss❡ss ♦♥❧② ♦♥❡ ✭❞❡❣❡♥❡r❛t❡✮ s❛❞❞❧❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t

✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ M ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ m ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❋♦r ❛♥② ♥❛t✉r❛❧ M ❛♥❞ m

✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♥♦♥✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳


