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Òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ

➶✬ÿ÷åñëàâ ❒èõàéëîâè÷ ➪àáè÷✱ ➶àñèëü ❰ëåêñ✐éîâè÷ Ï➵õò➵✲

ð➵â

Ó ðîáîò✐ îòðèìàíî ðåçóëüòàòè✱ ÿê✐ îïèñóþòü âëàñòèâîñò✐ çàãàëüíî➝ òîïîëî✲

ã✐÷íî➝ êîíñòðóêö✐➝ ✖ òîïîëîã✐➝ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ✳ ➬îêðåìà✱ äîâåäåíî✱

ùî öÿ êîíñòðóêö✐ÿ íå òðàíçèòèâíà✱ çíàéäåíî áàçè íàéìåíøî➝ ïîòóæíîñò✐

äëÿ òîïîëîã✐➝ òà ñèñòåìè îêîë✐â òî÷êè✱ îá÷èñëåíî âíóòð✐øí✐ñòü✱ çàìèêàííÿ✱

ìíîæ✁èíè ãðàíè÷íèõ òà ✐çîëüîâàíèõ òî÷îê äîâ✐ëüíî➝ ìíîæèíè✳ Òàêîæ

äîâåäåíî ë✐í✐éíó çâ✬ÿçí✐ñòü ✐ íåìåòðèçîâí✐ñòü öüîãî òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó✱

äîñë✐äæåíî éîãî êàðäèíàëüí✐ ✐íâàð✐àíòè é àêñ✐îìè â✐äîêðåìëþâàíîñò✐✳

✃ëþ÷îâ✐ ñëîâà Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✱ áàçà✱ çâ✬ÿçí✐ñòü✱ àêñ✐îìè â✐äîêðåì✲

ëþâàíîñò✐✱ êàðäèíàëüí✐ ✐íâàð✐àíòè✳

Ó➘✃ ✺✶✺✳✶✷✷

➶ ❬✶❪ ââåäåíî ïîíÿòòÿ òîïîëîã✐➝ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ ó âèïàäêó✱ êîëè

➝➝ íîñ✐é â✐äð✐çíÿ➵òüñÿ â✐ä íîñ✐ÿ âèõ✐äíîãî òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó íà îäíó

òî÷êó✳ ×àñòêîâèì âèïàäêîì ö✐➵➝ êîíñòðóêö✐➝ ➵ òî÷êîâèëó÷åíà òîïîëîã✐ÿ✱ ÿêà

âèÿâëÿ➵òüñÿ â✐äêðèòèì ðîçøèðåííÿì äèñêðåòíî➝✳ ❮àéâ✐äîì✐øèì ïðèêëàäîì

òî÷êîâèëó÷åíî➝ òîïîëîã✐➝ ➵ ïðîñò✐ð Ñåðï✐íñüêîãî✳ ❒è óçàãàëüíþ➵ìî äàíó

êîíñòðóêö✐þ íà âèïàäîê äîâ✐ëüíî➝ íàäìíîæèíè íîñ✐ÿ ïî÷àòêîâîãî ïðîñòîðó✳

❮åõàé (X, τ) ✖ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✱ X∗ ✖ íàäìíîæèíà ìíîæèíè X✳

Òîä✐ ðîäèíà τ∗ = {U ⊂ X∗ | U ⊃ X àáî U ∈ τ} ➵ òîïîëîã✐➵þ íà X∗✱ ÿêà

íàçèâà➵òüñÿ òîïîëîã✐➵þ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ X äî X∗✳ Ñïðàâä✐✱ ðîçãëÿ✲

íåìî äîâ✐ëüí✐ ìíîæèíè Uα ∈ τ∗✱ α ∈ T ✳ ßêùî ïðèíàéìí✐ îäíà ç íèõ ì✐ñòèòü

X✱ òî é ➝õ îá✬➵äíàííÿ ì✐ñòèòü X✳ ➶ ✐íøîìó ðàç✐ îá✬➵äíàííÿ ∪
α∈T

Uα ëåæèòü

â τ ✳ ✃îëè ìíîæèíà ✐íäåêñ✐â T ñê✐í÷åííà ✐ îäíà ç ìíîæèí Uα ì✐ñòèòüñÿ â τ ✱
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Òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ ✷✶

òî é ïåðåòèí ∩
α∈T

Uα ëåæèòü â τ ✳ ➶ ✐íøîìó ðàç✐ òàêèé ïåðåòèí ì✐ñòèòü X✱ ✐

îòæå✱ òàêîæ íàëåæèòü τ∗✳

Òàêèì ÷èíîì✱ â✐äêðèòèìè â X∗ ➵ ò✐ é ëèøå ò✐ ìíîæèíè✱ ÿê✐ ì✐ñòÿòü

X àáî ➵ â✐äêðèòèìè â X✳ ➶✐äïîâ✐äíî✱ çàìêíåíèìè â X∗ ìíîæèíàìè ➵ âñ✐

ï✐äìíîæèíè äîïîâíåííÿ X∗\X òà îá✬➵äíàííÿ (X∗\X)∪A✱ äå A ✖ çàìêíåíà

â X ìíîæèíà✱ é ëèøå âîíè✳

Ïðîïîçèö✐ÿ ✶ Òîïîëîã✐ÿ τ∗ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ ïðîñòîðó (X, τ) äî

X∗ ⊃ X ➵ ñóïðåìóìîì òîïîëîã✐➝ τ ∪{X∗} òà X✲âì✐ñíî➝ òîïîëîã✐➝ íà X∗✳

➘îâåäåííÿ ✶ Òîïîëîã✐ÿ τ∗ ì✐ñòèòü òîïîëîã✐þ τ ∪{X∗} òà X✲âì✐ñíó òî✲

ïîëîã✐þ íà X∗✱ à òîìó ì✐ñòèòü ➝õ îá✬➵äíàííÿ ✐ ñóïðåìóì✳ ❮àâïàêè✱ êîæíà

ìíîæèíà ç τ∗ ì✐ñòèòüñÿ àáî â τ ∪{X∗}✱ àáî â X✲âì✐ñí✐é òîïîëîã✐➝ íà X∗✱

✐ îòæå✱ ëåæèòü â êîæí✐é òîïîëîã✐➝ íà X∗✱ ÿêà ì✐ñòèòü îá✬➵äíàííÿ òî✲

ïîëîã✐➝ τ ∪{X∗} é X✲âì✐ñíî➝ òîïîëîã✐➝ íà X∗✱ çîêðåìà ✐ â ➝õ ñóïðåìóì✐✳

➶✐äîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîã✐÷íèõ ïðîñòîð✐â (X, τ) òà (Y, σ) íàçèâà✲

➵òüñÿ ✐íäóêóâàëüíèì✱ ÿêùî τ ✐íäóêîâàíà òîïîëîã✐➵þ σ ✐ â✐äîáðàæåííÿì f ✳

Òåîðåìà ✶ ❮åõàé (X, τ) ✖ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✱ X∗ ✖ íàäìíîæèíà ìíî✲

æèíè X ✐ τ∗ ✖ òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ X äî X∗✳ Òîä✐ ïðèðîäíå

âêëàäåííÿ X ∋ x
i
7→x ∈ X∗ ➵ â✐äêðèòèì ✐íäóêóâàëüíèì â✐äîáðàæåííÿì✳

➬îêðåìà✱ (X, τ) ➵ â✐äêðèòèì ï✐äïðîñòîðîì ïðîñòîðó X∗✳

➘îâåäåííÿ ✷ ❮åõàé τ∗
X

✖ òîïîëîã✐ÿ íà X✱ ✐íäóêîâàíà òîïîëîã✐➵þ τ∗ íà

X∗✳ Ïîêàæåìî✱ ùî τ∗
X

= τ ✳ ßêùî U ∈ τ∗
X
✱ òî U = X ∩V ✱ äå V ∈ τ∗✳ ➚ëå

çà îçíà÷åííÿì òîïîëîã✐➝ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ ïåðåòèí X ∩V äîð✐âíþ➵

àáî X✱ àáî V ✱ ✐ îòæå✱ íàëåæèòü τ ✳ ❮àâïàêè✱ ÿêùî U ∈ τ ⊂ τ∗✱ òî U =

X ∩U ∈ τ∗
X
✳ ❰òæå✱ X ✖ ï✐äïðîñò✐ð â X∗✱ òîáòî ïðèðîäíå âêëàäåííÿ i

✐íäóêóâàëüíå✳ ✃ð✐ì òîãî✱ âîíî â✐äêðèòå✱ áî ï✐äïðîñò✐ð X â✐äêðèòèé â X∗✳

❮à â✐äì✐íó â✐ä òîïîëîã✐➝ ðîçøèðåííÿ ❬✷❪✱ òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðå✲

ííÿ íå òðàíçèòèâíà✱ òîáòî ÿêùî X∗∗ ✖ íàäìíîæèíà ìíîæèíè X∗✱ íà ÿê✐é

çàäàíà òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ X äî X∗✱ òî òîïîëîã✐➝ â✐äêðèòîãî

ðîçøèðåííÿ X äî X∗∗ òà X∗ äî X∗∗✱ âçàãàë✐ êàæó÷è✱ ð✐çí✐✳

Ïðèêëàä ✶ Ðîçãëÿíåìî âêëàäåí✐ ìíîæèíè X = {a}✱ X∗ = {a, b}✱

X∗∗ = {a, b, c}✳ Òîä✐ äëÿ äèñêðåòíî➝ òîïîëîã✐➝ τ íà X ìà➵ìî✱ ùî (τ∗)∗ =

{, X∗∗, {a}, {a, b}} 6= τ∗∗ = {, X∗∗, {a}, {a, b}, {a, c}}✳

➬â✐äñè✱ çîêðåìà✱ âèïëèâà➵✱ ùî ïðèðîäíå âêëàäåííÿ X ∋ x 7→x ∈ X∗ íå

ôàêòîðíå✱ òîáòî òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ íå ➵ ôàêòîðòîïîëîã✐➵þ

â✐äíîñíî òîïîëîã✐➝ τ íà X òà öüîãî âêëàäåííÿ✳



✷✷
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➶✳❒✳➪àáè÷✱ ➶✳❰✳Ï➵õò➵ð➵â

Ïðîïîçèö✐ÿ ✷ ➪àçà íàéìåíøî➝ ïîòóæíîñò✐ òîïîëîã✐➝ τ∗ â✐äêðèòîãî ðîç✲

øèðåííÿ X äî X∗ ìà➵ âèãëÿä β∗ = {X ∪{x}, x ∈ X∗\X}∪β✱ äå β ✖ áàçà

íàéìåíøî➝ ïîòóæíîñò✐ òîïîëîã✐➝ τ ïðîñòîðó X✳

➘îâåäåííÿ ✸ Òî÷êà x ∈ X∗\X ìà➵ íàéìåíøèé îê✐ë X ∪{x}✱ ÿêèé ìó✲

ñèòü ì✐ñòèòèñÿ â êîæí✐é áàç✐ ïðîñòîðó X∗ çà êðèòåð✐➵ì áàçè✳ Òîìó

X ∪{x} ∈ β∗✱ x ∈ X∗\X✳ ➚ îñê✐ëüêè â✐äêðèò✐ â X∗ ìíîæèíè ➵ îá✬➵äíàí✲

íÿìè äåÿêèõ ñóêóïíîñòåé ìíîæèí ç β òà {X ∪{x}, x ∈ X∗\X} â✐äïîâ✐äíî✱

òî ðîäèíà β∗ â✐äêðèòèõ â X∗ ìíîæèí ➵ áàçîþ ïðîñòîðó X∗✳ ➬àëèøèëîñü

çàóâàæèòè✱ ùî ïîòóæí✐ñòü áàçè β ïðîñòîðó X çìåíøèòè íå ìîæíà✱ à

ç ðîäèíè {X ∪{x}, x ∈ X∗\X} íå ìîæíà ïðèáðàòè æîäíî➝ ìíîæèíè✳

Ïðîïîçèö✐ÿ ✸ ❮åõàé τ∗ ✖ òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ ïðîñòîðó X

äî X∗ ⊃ X✳ Òîä✐ áàçà íàéìåíøî➝ ïîòóæíîñò✐ ñèñòåìè îêîë✐â äîâ✐ëüíî➝

òî÷êè x ∈ X∗ ìà➵ âèãëÿä {X ∪{x}}✱ êîëè x ∈ X∗\X✱ òà βx✱ äå βx ✖ áàçà

íàéìåíøî➝ ïîòóæíîñò✐ ñèñòåìè îêîë✐â òî÷êè x ó ïðîñòîð✐ X✱ êîëè x ∈ X✳

➘îâåäåííÿ ✹ ❮åõàé β∗

x
✖ áàçà íàéìåíøî➝ ïîòóæíîñò✐ ñèñòåìè îêîë✐â

òî÷êè x ∈ X∗✳ ßêùî x ∈ X∗\X✱ òî ìíîæèíà X ∪{x} ➵ íàéìåíøèì îêîëîì

òî÷êè x✱ çâ✐äêè β∗

x
= {X ∪{x}}✳ ßêùî æ x ∈ X✱ òî β∗

x
= βx✱ áî êîæåí îê✐ë

òî÷êè x â òîïîëîã✐➝ τ∗ ì✐ñòèòü ➝➝ îê✐ë â òîïîëîã✐➝ τ ✱ ÿêèé✱ ó ñâîþ ÷åðãó✱

ì✐ñòèòü äåÿêèé îê✐ë ç áàçè βx✱ ïîòóæí✐ñòü ÿêî➝ íàéìåíøà✳

Ïðîïîçèö✐ÿ ✹ ❮åõàé τ∗ ✖ òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ ïðîñòîðó X

äî X∗ ⊃ X ✐ A ⊂ X∗ ✖ äîâ✐ëüíà ìíîæèíà✳ Òîä✐✿

✶✮ âíóòð✐øí✐ñòü ìíîæèíè A â X∗ îá÷èñëþ➵òüñÿ çà ôîðìóëîþ

IntX∗ A = A✱ êîëè A ⊃ X✱ òà IntX∗ A = IntX(A∩X)✱ äå IntX(A∩X) ✖

âíóòð✐øí✐ñòü ïåðåòèíó A∩X ó ïðîñòîð✐ X✱ â ✐íøîìó ðàç✐❀

✷✮ çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â X∗ ìà➵ âèãëÿä AX∗ = A✱ êîëè A ⊂ X∗\X✱

òà AX∗ = A∩XX ∪(X∗\X), äå A∩XX ✖ çàìèêàííÿ ïåðåòèíó A∩X ó

ïðîñòîð✐ X✱ â ✐íøîìó ðàç✐❀

✸✮ ìíîæèíà ✐çîëüîâàíèõ òî÷îê ìíîæèíè A â X∗ çíàõîäèòüñÿ çà ôîð✲

ìóëîþ IX∗(A) = A✱ êîëè A ⊂ X∗\X✱ IX∗(A) = IX(A∩X)✱ äå IX(A∩X) ✖

ìíîæèíà ✐çîëüîâàíèõ òî÷îê ïåðåòèíó A∩X ó ïðîñòîð✐ X✱ â ✐íøîìó ðàç✐❀

✹✮ ìíîæèíà ãðàíè÷íèõ òî÷îê ìíîæèíè A â X∗ ïîðîæíÿ✱ êîëè A ⊂

X∗\X✱ ✐ âèçíà÷à➵òüñÿ ð✐âí✐ñòþ A′

X∗ = (A∩X)′
X
∪(X∗\X), äå (A∩X)′

X
✖

ìíîæèíà ãðàíè÷íèõ òî÷îê ïåðåòèíó A∩X ó ïðîñòîð✐ X✱ â ✐íøîìó ðàç✐❀

✺✮ A ñêð✐çü ù✐ëüíà ✭í✐äå íå ù✐ëüíà✮ â X∗ òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè ïå✲

ðåòèí A∩X ñêð✐çü ù✐ëüíèé ✭í✐äå íå ù✐ëüíèé✮ â X✳
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Òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ ✷✸

➘îâåäåííÿ ✺ ✶✮ ßêùî A ⊃ X✱ òî A â✐äêðèòà â X∗✱ é îòæå✱ IntX∗ A = A✳

➶ ✐íøîìó ðàç✐ íàéá✐ëüøîþ â✐äêðèòîþ â X∗ ìíîæèíîþ✱ ÿêà ì✐ñòèòüñÿ â

A✱ ➵✱ î÷åâèäíî✱ IntX(A∩X)✳

✷✮ ßêùî A ⊂ X∗\X✱ òî A çàìêíåíà â X∗✱ é îòæå✱ AX∗ = A✳ ➶ ✐íøîìó

ðàç✐ íàéìåíøîþ çàìêíåíîþ â X∗ ìíîæèíîþ✱ ÿêà ì✐ñòèòü A✱ ➵✱ î÷åâèäíî✱

A∩XX ∪(X∗\X)✳

✸✮ Òî÷êà ìíîæèíè A ✐çîëüîâàíà â A✱ ÿêùî äåÿêèé îê✐ë ö✐➵➝ òî÷êè íå

ì✐ñòèòü â✐äì✐ííèõ â✐ä íå➝ òî÷îê ìíîæèíè A✳ ❰÷åâèäíî✱ êîæíà òî÷êà

x ìíîæèíè A ⊂ X∗\X ✐çîëüîâàíà â A✱ áî {x} = A∩(X ∪{x})✳ ßêùî æ

A 6⊂ X∗\X✱ òî êîæíà òî÷êà ç A\X íå ✐çîëüîâàíà â A✱ à òî÷êà ïåðåòèíó

A∩X ✐çîëüîâàíà â A â ïðîñòîð✐ X∗ â òîìó é ëèøå â òîìó ðàç✐✱ êîëè öÿ

òî÷êà ✐çîëüîâàíà â A â ïðîñòîð✐ X✳

✹✮ ßêùî A ⊂ X∗\X✱ òî A′

X∗ = AX∗\ IX∗(A) = A\A =✳ ßêùî æ

A 6⊂ X∗\X✱ òî A′

X∗ = AX∗\ IX∗(A) = (A∩XX ∪(X∗\X))\(IX(A∩X)) =

(A∩XX\ IX(A∩X))∪(X∗\X) = (A∩X)′
X
∪(X∗\X)✳

✺✮ ❒íîæèíà A ñêð✐çü ù✐ëüíà â X∗ òîä✐ é ëèøå òîä✐✱ êîëè X∗ = AX∗ =

A∩XX ∪(X∗\X)✳ ➚ öå áóäå òîä✐ é ëèøå òîä✐✱ êîëè A∩XX = X✱ ùî åêâ✐✲

âàëåíòíî ñêð✐çü ù✐ëüíîñò✐ â X ïåðåòèíó A∩X✳

ßêùî A ⊂ X∗\X✱ òî IntX∗(AX∗) = IntX∗ A = IntX(A∩X) = IntX =✳

➶ ✐íøîìó ðàç✐ IntX∗(AX∗) = IntX∗(A∩XX ∪(X∗\X)) = â òîìó é ëèøå â

òîìó ðàç✐✱ êîëè IntX A∩XX =✳

Òåîðåìà ✷ ❮åõàé τ∗ ✖ òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ X äî X∗ ✐ X∗ 6=

X✳ Òîä✐ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X∗ ë✐í✐éíî çâ✬ÿçíèé✳

➘îâåäåííÿ ✻ ➘ëÿ äîâ✐ëüíèõ òî÷îê x ∈ X é y ∈ X∗\X â✐äîáðàæåííÿ l :

[0, 1] → X∗✱ çàäàíå ð✐âíîñòÿìè l([0, 1)) = x ✐ l(1) = y✱ ➵ øëÿõîì â X∗✱ ÿêèé

ç✬➵äíó➵ òî÷êè x é y✳

Òåîðåìà ✸ ❮åõàé τ∗ ✖ òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ X äî X∗✳ Ïðî✲

ñò✐ð X∗ çàäîâîëüíÿ➵ ïåðøó àêñ✐îìó çë✐÷åííîñò✐ ✭➵ ñåïàðàáåëüíèì✮ òîä✐ é

ëèøå òîä✐✱ êîëè X ➝➝ çàäîâîëüíÿ➵ ✭➵ ñåïàðàáåëüíèì✮✳ ❮å á✐ëüø í✐æ çë✐✲

÷åííîþ ñêð✐çü ù✐ëüíîþ â X∗ ìíîæèíîþ íàéìåíøî➝ ïîòóæíîñò✐ ➵ ñêð✐çü

ù✐ëüíà â X ìíîæèíà íàéìåíøî➝ ïîòóæíîñò✐✳

➘îâåäåííÿ ✼ Òâåðäæåííÿ òåîðåìè äëÿ ïåðøî➝ àêñ✐îìè çë✐÷åííîñò✐ âè✲

ïëèâà➵ ç òâåðäæåííÿ ✸✳ ❮åõàé D∗ ✖ íå á✐ëüø í✐æ çë✐÷åííà ñêð✐çü ù✐ëüíà

â X∗ ìíîæèíà✳ ➬à òâåðäæåííÿì ✹ ïåðåòèí D∗ ∩X ñêð✐çü ù✐ëüíèé â X✱

çâ✐äêè ïðîñò✐ð X ñåïàðàáåëüíèé✳ ❮àâïàêè✱ íåõàé D ✖ íå á✐ëüø í✐æ çë✐÷åí✲

íà ñêð✐çü ù✐ëüíà â X ìíîæèíà✳ Òîä✐ D ➵ íå á✐ëüø í✐æ çë✐÷åííîþ ñêð✐çü



✷✹
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➶✳❒✳➪àáè÷✱ ➶✳❰✳Ï➵õò➵ð➵â

ù✐ëüíîþ â X∗ ìíîæèíîþ✱ áî D∩X = D✱ ✐✱ îòæå✱ ïðîñò✐ð X∗ ñåïàðàáåëü✲

íèé✳ Ñêð✐çü ù✐ëüíîþ â X∗ ìíîæèíîþ íàéìåíøî➝ ïîòóæíîñò✐ ➵✱ î÷åâèäíî

êîæíà ñêð✐çü ù✐ëüíà â X ìíîæèíà íàéìåíøî➝ ïîòóæíîñò✐✳

❮àñòóïíèé ôàêò âèïëèâà➵ áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ ✷✳

Òåîðåìà ✹ ❮åõàé τ∗ ✖ òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ X äî X∗✳ Ïðî✲

ñò✐ð X∗ çàäîâîëüíÿ➵ äðóãó àêñ✐îìó çë✐÷åííîñò✐ òîä✐ é ëèøå òîä✐✱ êîëè X

➝➝ çàäîâîëüíÿ➵ òà äîïîâíåííÿ X∗\X íå á✐ëüø í✐æ çë✐÷åííå✳

Òåîðåìà ✺ ❮åõàé τ∗ ✖ òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ X äî X∗✳ Ïðî✲

ñò✐ð X∗ ➵ ë✐íäåëüîôîâèì ✭êîìïàêòíèì✮ â òîìó é ëèøå òîìó ðàç✐✱ êîëè

äîïîâíåííÿ X∗\X íå á✐ëüø í✐æ çë✐÷åííå ✭ñê✐í÷åííå✮✳

➘îâåäåííÿ ✽ Ðîäèíà {X ∪{x}, x ∈ X∗\X} ➵ â✐äêðèòèì ïîêðèòòÿì ïðî✲

ñòîðó X∗✱ ç ÿêîãî íå ìîæíà âèëó÷èòè æîäíî➝ ìíîæèíè✳ Òîìó✱ ÿêùî X

ë✐íäåëüîô✐â ✭êîìïàêòíèé✮✱ òî äîïîâíåííÿ X∗\X íå á✐ëüø í✐æ çë✐÷åííå

✭ñê✐í÷åííå✮✳ ❮àâïàêè✱ íåõàé π ✖ äîâ✐ëüíå â✐äêðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó

X∗✳ ➘ëÿ êîæíîãî x ∈ X∗\X â✐çüìåìî ìíîæèíó Ax ∈ π✱ ÿêà ì✐ñòèòü x✳

Òîä✐ ðîäèíà {Ax, x ∈ X∗\X} ➵✱ î÷åâèäíî✱ íå á✐ëüø í✐æ çë✐÷åííèì ✭ñê✐í÷åí✲

íèì✮ ï✐äïîêðèòòÿì ïîêðèòòÿ π✳

Òåîðåìà ✻ ❮åõàé τ∗ ✖ òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ X äî X∗ ✐ X∗ 6=

X✳ Ïðîñò✐ð X∗ ➵ T0✲ïðîñòîðîì òîä✐ é ëèøå òîä✐✱ êîëè X ✖ T0✲ïðîñò✐ð✳

Ïðîñò✐ð X∗ ➵ T4✲ïðîñòîðîì ó òîìó é ëèøå â òîìó ðàç✐✱ êîëè |X∗\X| = 1✳

Ïðîñò✐ð X∗ íå ➵ Ti✲ïðîñòîðîì äëÿ i = 1, 2, 3✳ ➬îêðåìà✱ X∗ íå ðåãóëÿðíèé ✐

íå íîðìàëüíèé✱ à îòæå é íå ìåòðèçîâíèé✳

➘îâåäåííÿ ✾ ❮åõàé X çàäîâîëüíÿ➵ íóëüîâó àêñ✐îìó â✐äîêðåìëþâàíîñò✐✳

Òîä✐ äëÿ êîæíèõ äâîõ ð✐çíèõ òî÷îê x, y ∈ X ✐ñíó➵ îê✐ë â X✱ à îòæå é â

X∗✱ îäí✐➵➝ ç íèõ✱ ÿêèé íå ì✐ñòèòü äðóãó òî÷êó✳ ßêùî x ∈ X✱ à y ∈ X∗\X✱

òî îê✐ë X òî÷êè x íå ì✐ñòèòü y✳ ßêùî æ x, y ∈ X∗\X✱ òî îê✐ë X ∪{x}

òî÷êè x íå ì✐ñòèòü y✳ ❰òæå✱ X∗ ➵ T0✲ïðîñòîðîì✳ ❮àâïàêè✱ äëÿ êîæíèõ

äâîõ ð✐çíèõ òî÷îê x, y ∈ X ✐ñíó➵ îê✐ë â X∗ îäí✐➵➝ ç íèõ✱ ÿêèé íå ì✐ñòèòü

äðóãó òî÷êó✳ ❰ñê✐ëüêè öåé îê✐ë íå ì✐ñòèòü X✱ òî â✐í â✐äêðèòèé â X✳ Òîìó

X ➵ T0✲ïðîñòîðîì✳

➘àë✐✱ ÿêùî |X∗\X| = 1✱ òî âñ✐ íåïîðîæí✐ çàìêíåí✐ â X∗ ìíîæèíè

ïåðåòèíàþòüñÿ ïî X∗\X✱ çâ✐äêè ïðîñò✐ð X∗ ➵ T4✲ïðîñòîðîì✳ ❮àâïàêè✱

ÿêùî |X∗\X| > 1 ✐ x, y ∈ X∗\X ✖ äâ✐ ð✐çí✐ òî÷êè✱ òî çàìêíåí✐ ìíîæèíè

{x} òà {y} íå ïåðåòèíàþòüñÿ✱ àëå äîâ✐ëüí✐ ➝õ îêîëè ì✐ñòÿòü íåïîðîæíþ
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Òîïîëîã✐ÿ â✐äêðèòîãî ðîçøèðåííÿ ✷✺

ìíîæèíó X ó ïåðåòèí✐✳ Òîìó â öüîìó ðàç✐ X∗ íå çàäîâîëüíÿ➵ ÷åòâåðòó

àêñ✐îìó â✐äîêðåìëþâàíîñò✐✳

❮àðåøò✐✱ X∗ íå ➵ T1✲ïðîñòîðîì✱ áî äëÿ êîæíî➝ òî÷êè x ∈ X îäíîòî÷êî✲

âà ìíîæèíà {x} íå çàìêíåíà â X∗✱ ✐ íå ➵ T3✲ïðîñòîðîì✱ áî äëÿ äîâ✐ëüíèõ

òî÷îê x ∈ X é y ∈ X∗\X òî÷êà x ✐ çàìêíåíà ìíîæèíà {y} íå ìàþòü

îêîë✐â ç ïîðîæí✐ì ïåðåòèíîì✳
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