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ОЦІНКА ЕФЕКТИВНОСТІ ІНТЕГРОВАНОГО ЧИСЕЛЬНОГО МЕТОДУ РЕАЛІЗАЦІЇ 
МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ ДИНАМІКИ МЕХАНІЧНОЇ КОЛИВАЛЬНОЇ СИСТЕМИ 
 
© П. В. Дяченко  
 
Виконано порівняльний аналіз точності знаходження розв’язків системи лінійних диференціальних рів-
нянь у часовій області для розробленого інтегрованого, та низки відомих класичних чисельних методів. 
На тестових модельних прикладах показано високу ефективність запропонованого чисельного методу, 
стосовно задач аналізу динамічних процесів механічних коливальних систем 
Ключові слова: математична модель, часова область, коливальна система, чисельний метод, похибка 
обчислення 
 
A comparative analysis of the accuracy solutions of linear differential equations in the time domain to the 
developed integrated and a number of famous classical numerical methods is done. Test model examples show 
the high efficiency of the proposed numerical method regarding problems of analysis of dynamic processes of 
mechanical oscillatory systems 
Keywords: mathematical model, time domain, oscillatory system, numerical method, calculation error 
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1. Вступ 

На сьогодні існує велика кількість класичних, 

та розроблених спеціалізованих чисельних методів 

розв’язування систем звичайних диференціальних 

рівнянь, за допомогою яких можна здійснювати мо-

делювання динаміки коливальних процесів механіч-

них систем як у часовій так і у частотній областях. 

Однак, не дивлячись на це, розробка чисельного ме-

тоду реалізації математичної моделі, який би у пов-

ній мірі відповідав вузьким задачам дослідження і 

враховував специфічні властивості досліджуваної 

моделі у кожному випадку дослідження є задачею 

актуальною. Вибір існуючого чи розробка нового 

чисельного методу визначається самим дослідником, 

а самі ці методи, у свою чергу, можуть мати різні 

властивості (збіжність, точність, стійкість, обчислю-

вальна складність). Неправильний вибір методу 

розв’язування системи диференціальних рівнянь мо-

же призвести до різкого збільшення часу аналізу ди-

наміки, отриманню якісно невірного результату чи 

взагалі до збою програми, у випадку, наприклад роз-

біжного ітераційного процесу. 
 

2. Аналіз літературних даних та постановка 

проблеми 

У більшості випадків застосувань (стандартні 

програми моделювання динаміки механічних систем, 

систем автоматизації інженерних розрахунків, тощо) 

використовуються методи Гіра, що ґрунтуються на 

багатокрокових формулах диференціювання назад 

[1], однокрокові явні і неявні багатостадійні методи 

Рунге-Кутта та багато інших [2]. 

У даному дослідженні, для проведення порів-

няльного аналізу були обрані класичні чисельні ме-

тоди розв’язування диференціальних рівнянь у часо-

вій області, такі як метод трапецій, метод Гіра і одна 

з модифікацій методів сімейства Рунге-Кутта [2]. 

Метод трапецій є одним з найпростіших не-

явних методів чисельного розв’язування систем 

диференціальних рівнянь, і на сьогодні використо-

вується майже у всіх стандартних програмах моде-

лювання динаміки механічних систем, таких на-

приклад, як універсальна програмна система кін-

цево-елементного аналізу ANSYS [3], потужного 

інструменту для проведення комп’ютерного інже-

нерного аналізу (CAE) проектованих виробів MSC 

NASTRAN, тощо. Популярність цього методу по-

яснюється простотою реалізації, крім того, метод 

має другий порядок точності, що є прийнятним для 

практичних задач (похибка чисельного розв’язку 

зменшується пропорційно квадрату часового кро-

ку) [4]. 

Метод Гіра є основним методом аналізу пере-

хідних процесів у програмах моделювання динаміки 

механічних систем [5]. Цей метод реалізується за 

допомогою алгоритму, що забезпечує автоматичний 

вибір кроку і порядку методу, в залежності від зада-

ної похибки. Різницеві схеми методу Гіра являють 

собою неявні багатокрокові формули, відомі як фор-

мули диференціювання назад [2]. На практиці вико-

ристовуються DBF-методи порядку точності від 

першого до шостого. 

Метод RADAU5 є одним з найбільш вживаних 

методів типу Рунге-Кутта [2], який ґрунтується на 

тристадійному, неявному методі Рунге-Кутта п’ятого 

порядку точності. Особливістю цього методу є те, що 

при його використанні розв’язується система алгеб-

раїчних рівнянь, розмірність якої у тричі перевищує 

розмірність системи диференціальних рівнянь зада-

ної математичної моделі. 

 

3. Мета і задачі дослідження 

У роботі [6] на основі модифікації та спеціалі-

зації існуючих чисельних методів було запропонова-

но інтегрований метод реалізації математичної моде-

лі [7], що дозволяє знайти її розв’язок як у часовій 

так і частотній областях одночасно. Вказана матема-

тична модель являє собою систему 14-ти лінійних 

диференціальних рівнянь другого порядку, що опи-

сують поздовжньо-поперечні та радіальні коливання 

елементів одноступінчастої евольвентної зубчастої 

передачі. Тестування розробленого методу є безпосе-

реднім способом підтвердження його достовірності, 

роботоздатності та ефективності. У даному дослі-

дженні, з метою визначення основних властивостей 

запропонованого чисельного методу, проводиться 

порівняльний аналіз та оцінка його ефективності, 

шляхом тестування у часовій області. Тестування 

методу здійснюється на модельному прикладі, шля-

хом порівняння розв’язків системи диференціальних 

рівнянь отриманих аналітично, з розв’язками отри-

маними тестованим, та іншими відомими чисельними 

методами. 

 

4. Методика та результати дослідження 

ефективності інтегрованого методу розв’язування 

систем диференціальних рівнянь 

Для оцінки ефективності розробленого інтег-

рованого методу, застосуємо методику порівняльної 

оцінки точності методів чисельного розв’язування 

систем диференціальних рівнянь передбачає аналіз 

розв’язків системи у часовій області, безвідносно до 

вибору початкових [8], або граничних [9, 10] умов. 

Суть методики полягає у тому, що у якості характе-

ристики методу обирається специфічна інтервальна 

оцінка параметрів стаціонарного процесу, тобто час-

тоти і амплітуди досліджуваних коливань. Властиво-

сті методів аналізу коливальних процесів у механіці, 

прийнято досліджувати на найпростішій коливальній 

системі «маса-жорсткість» без втрат [5]. У явному 

вигляді такий аналіз використовується наприклад у 

[4], а у неявному – при визначенні р-стійкості методу 

[9, 10]. У якості критерія ефективності методу, вико-

ристано точність оцінки основних параметрів коли-

вань – частоти і амплітуди. Поточні відносні похибки 

оцінки частоти і амплітуди відповідно, визначаються 

з виразів 0

0

( )
( )

t
t

 





 , та 0

0

( )
( ) m m

A

m

A t A
t

A



 , 

де ω(t) i Am0(t) – оцінки частоти і амплітуди дослі-

джуваних крутильних коливань, отриманих з 

розв’язку системи диференціальних рівнянь (1) чисе-

льними методами; ω0 i Am0(t) – точні значення часто-

ти і амплітуди коливань, отримані аналітично, на 
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основі виразу (2). У якості тестового прикладу розг-

лядалось отримання розв’язку системи лінійних ди-

ференціальних рівнянь (1) аналітичним шляхом, та за 

допомогою перелічених вище чисельних методів. 

Система рівнянь (2) являє собою ізольовану частину 

системи лінійних диференціальних рівнянь [7], що 

описує тільки крутильні коливання ділянок валів між 

приєднаними масами, і без врахування дії кінематич-

них похибок (члени R1, R2) та змінної жорсткості за-

чеплення (Сз(t)rb1, Сз(t)rb2) має вигляд 
 

1 1 1 2 2 2 2 3( ; (x xJ k J k            .       (1) 

 

Загальний розв’язок системи диференціальних 

рівнянь (1) може бути знайдений з виразів [1] 
 

υi(t)=A1,і exp(p1,i t)+A2,i exp(p2,i t),            (2) 
 

що при заданих значеннях масо-жорсткісних та ди-

намічних параметрів відповідає випадку комплексно-

спряжених коренів

2

,

1 1 1
,

2 2
j i

i i i i

p
k k Jx k

 
   

 
 а ви-

раз (2) набуває вигляду 
 

υi(t)= e
-σt

(A1,і cos ωi t + A2,i sin ωi t),           (3) 

 

де σ=Re(pj,i) – коефіцієнт затухання; ωi=Im(pj,i) – ре 

зонансна частота власних крутильних коливань;  

υi(t) – крутильні коливання валу, як функція часу.  
 

5. Результати дослідження ефективності інте-

грованого методу реалізації математичної моделі 
На рис. 1 і рис. 2 наведені часові діаграми від-

носних похибок обчислення частоти і амплітуди ста-

ціонарних крутильних коливань первинного валу при 

різних значеннях жорсткості коливальної системи (k1, 

k2). Розв’язування системи рівнянь (1) здійснювалось 

аналітично, та описаними вище чисельними метода-

ми, при максимально заданому кроці розв’язування 

hmax=T/1000, де Т=2π/ωυ1 – період коливань первин-

ного валу. Точні значення частоти і амплітуди коли-

вань обчислювались для двох випадків початкових 

умов, та параметрів J і k: 

1. При k1=k2=4.42·10
5
 н·м/рад;  

Jx1=Jx2=0.1539 кг·м
2
;  

υ
0
=υ

0
3=0 рад; υ

0
1=υ

0
2=0.005 рад;  

ω0=0.99989 рад/с; Am0=2.4754774171·10
-3

 рад. 

2. При k1=k2=3.34·10
5
 н·м/рад;  

Jx1=Jx2=0.1919 кг·м
2
; υ

0
=υ

0
3=0 рад;  

υ
0
1= υ

0
2=0.008 рад; ω0=0.76993 рад/с;  

Am0=2.2475693582·10
-3

 рад. 
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Рис. 1. Поточні відносні похибки обчислення значення частоти коливань методами трапецій (TR), Гіра (GR), 

Рунге-Кутта (R_K), та інтегрованим (INT), для випадку значень параметрів 1 
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Рис. 2. Поточні відносні похибки обчислення значення амплітуди коливань методами трапецій (TR), Гіра (GR), 

Рунге-Кутта (R_K), та інтегрованим (INT), для випадку значень параметрів 1 

 

Інша методика, яку було застосовано для дос-

лідження точнісних властивостей запропонованого 

інтегрованого методу, ґрунтується на визначенні за-

лежності абсолютної похибки оцінки частоти і амплі-

туди досліджуваних коливань від часового кроку 

відповідного чисельного методу [5]. Крім того, оскі-

льки реальна досліджувана коливальна система є 

дисипативною, постає питання, яким чином враху-
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вання впливу розсіювання енергії впливає на точ-

ність аналізу коливань у досліджуваній механічній 

системі запропонованим методом, порівняно з інши-

ми. Для цього, для розглянутих окремо крутильних 

коливань ділянок валів з врахуванням фактору демп-

фування, розв’язувалась система диференціальних 

рівнянь (4), яка отримана з (1) шляхом додавання 

коефіцієнтів демпфування 
 

1 1 1 1

2 2 2 2 3 2 2 3

( ( ;

( ( .

    

    

     

     

x

x

J k h

J k h              (4) 
 

Розв’язок системи рівнянь (4) отримано для 

значень масо-жорсткісних параметрів і початкових  

 

умов, що аналогічні попередньому випадку, та двох 

варіантів значень коефіцієнтів внутрішнього в’язкого 

тертя валів h1=0.025; 0.064 н·м·с/рад; h2=0.036; 0.073 

н·м·с/рад. Для розв’язків системи (4), отриманих ана-

літично та чисельно (методами Гіра (GR), трапецій 

(TR), та інтегрованим (INT)), побудовані графіки за-

лежностей абсолютних похибок оцінки частоти (εω(h)), 

та амплітуди (εА(h)) від часового кроку h, при різних 

значеннях добротноcтей Q1, Q2 (рис. 3, 4). Похибки 

обчислювлись як модулі різниць між аналітичним зна-

ченням (υn0) розв’язку системи рівнянь (4), та чисель-

ним (υn(h)), отриманим вказаними методами при зна-

ченнях часового кроку h, у межах 10
-6
≤h≤10

-2
, де 

εω(h)=|υω0-υω(h)|, та εА(h)=|υА0-υА(h)|. 
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Рис. 3. Графіки залежності поточних відносних похибок обчислення амплітуд від часового кроку для методів 

трапецій (TR), Гіра (GR), Рунге-Кутта (R_K), та інтегрованого (INT) 
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Рис. 4. Графіки залежності поточних відносних похибок обчислення частот від часового кроку та добротності 

коливальної системи (Q1<Q2) для методів трапецій (TR), Гіра (GR), Рунге-Кутта (R_K), та інтегрованого (INT) 

 

6. Висновки 
1. З наведених графіків (рис. 1, 2) видно, що 

похибка оцінки частоти для інтегрованого методу є 

величиною того ж порядку, що і для методу трапецій, 

і не виходить за межі шостого порядку мализни, на 

відміну наприклад, від методу Гіра, для якого анало-

гічна похибка є майже на порядок вищою. 

2. Зменшення жорсткості коливальної системи 

призводить до звуження меж зміни похибки оцінки 

частоти. У свою чергу, з рис. 2 видно, що похибка 

оцінки амплітуди для усіх методів теж має квазіпері-

одичний характер, а межі зміни похибок для відпові-

дних методів мають той же порядок величин, що і 

для випадку похибок оцінки частоти. 

3. Вплив зміни жорсткості коливальної систе-

ми на величину оцінки похибки амплітуди, за своїм 

характером аналогічний впливу на величину оцінки 

похибки частоти. 

4. У процесі досліджень встановлено, що тес-

тований інтегрований метод забезпечує зменшення 

похибки обчислення значень резонансних частот у 

1.65 разів, амплітуд у 1.3 рази при одночасному роз-

ширенні діапазону обчислюваних частот у 1.4 рази. 

5. Аналіз графіків (рис. 3) показує, що залеж-

ності абсолютних похибок оцінки частоти крутиль-

них коливань для усіх тестованих методів, при збі-

льшенні величини часового кроку мають монотонно-

зростаючий характер з явними ознаками нелінійнос-

ті. Так, при збільшенні величини кроку на два поряд-

ки (10
-5
…10

-3
), зростання абсолютної похибки оцінки 

частоти виходить за межі першого порядку мализни, 

при цьому для інтегрованого методу, значення абсо-

лютної похибки виявляється найменшим.  

6. Аналіз залежностей абсолютних похибок 

оцінки амплітуди крутильних коливань (рис. 4) пока-

зує, що у певному діапазоні значень часового кроку 
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похибка оцінки амплітуди для інтегрованого методу 

займає проміжне значення між похибками для методів 

Гіра і трапецій, а за межами цього проміжку динаміка 

її зростання є меншою, порівняно з іншими методами.  

7. Аналіз впливу демпфування коливальної си-

стеми на величину похибки оцінки амплітуди (рис. 4) 

дає можливість зробити висновок про те, що при збі-

льшенні значення коефіцієнтів демпфування h1, h2, 

(що відповідає зниженню добротності коливальної 

системи – Q1<Q2), значення похибки зростає. Анало-

гічна залежність спостерігається і для похибки оцін-

ки частоти.  

Таким чином, проведений порівняльний аналіз 

точності інтегрованого методу з відомими класични-

ми чисельними методами показав його високу ефек-

тивність. 
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