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Засоби побудови математичних 
моделей оптимізаційних задач 
розміщення в інтервальних 
просторах

Статтю присвячено розробці сучасних конструктивних засобів побудови математичних 
моделей геометричних об’єктів і відношень геометричних об’єктів інтервальних просторів та їх 
застосуванню при побудові інтервальних математичних моделей оптимізаційних задач геомет
ричного проектування в інтервальному просторі. Отримані нові науково обґрунтовані розробки 
в теорії геометричного проектування і інтервальної геометрії забезпечують вирішення важливої 
прикладної проблеми урахування похибок в геометричному проектуванні.

Ключові слова: геометричне проектування, інтервальна геометрія, інтервальна математична 
модель оптимізаційної задачі розміщення.

Євсеєва Л. Г.

1.  Вступ

Теорія дослідження операцій, інформатика, комп’ютер-
ні науки, інтервальний аналіз, менеджмент, математика — 
наукові інструменти, що мають важливе методологіч-
не значення для моделювання реальних технологічних 
і  економічних процесів при створенні технічних систем, 
зв’язаних з обробкою складної геометричної інформації.

Теорія геометричного проектування вивчає фундамен-
тальні та прикладні проблеми, спрямовані на реалізацію 
ідеї математичного моделювання процесу розміщення 
реальних об’єктів з урахуванням технологічних обме-
жень та створення ефективних методів оптимізації цього 
процесу у відповідності до обраного критерію якості.

2. � Аналіз літературних даних  
та постановка проблеми

Цим дослідженням присвячені роботи професора 
Стояна  Ю.  Г. та його учнів  [1–6], а також багатьох 
іноземних науковців, а саме: Dowsland  K., Bennell  J., 
Kendall G., Milenkovic M., Daniels K., Oliverra J., Birgin E., 
Wascher  G., Scheithauer  G.  [7–11].

Аналіз проведених на цей час наукових досліджень 
щодо методології математичного моделювання і розв’я-
зання задач розміщення та підходів до прийняття рі-
шень в умовах інтервальної невизначеності дозволяє 
зробити висновок, що при моделюванні і розв’язанні 
оптимізаційних задач розміщення, як правило, вико-
ристовується ідеалізоване подання математичних мо-
делей матеріальних об’єктів, коли похибки вихідних 
даних та параметрів розміщення не враховуються.

Тому наукову значущість набуває проблема створення 
методології математичного моделювання оптимізацій-
них задач геометричного проектування з урахуванням 
похибок, що потребує визначення та розробки сучас-
них конструктивних засобів моделювання геометрич-
них об’єктів, що розміщуються, та взаємодій на основі 
використання інтервальної геометрії.

Нинішній час характеризується збільшенням чис-
ла галузей застосування методів інтервального аналізу 

для розв’язання прикладних задач. Дослідженням в цій 
науковій царині присвячено роботи таких закордонних 
авторів, як Moore R., Kaucher E., Марков С. М., Alefeld G., 
Herzberger  J., Ratschek  H., Rokne  J., Калмиков  С.  А., 
Добронець  Б.  С., Шокін  Ю.  І., Юлдашев  З.  Х., Ша-
рий  С.  П.  [12–17] та ін.

З метою здійснення єдиного підходу до вирішення 
проблеми урахування похибок при розв’язанні зазначе-
ного класу задач в 1992  році на основі двох наукових 
напрямків, що паралельно розвиваються, — геометрично-
го проектування й інтервального аналізу, Ю. Г. Стояном 
закладено основи нового наукового напряму — інтер-
вальної геометрії  [18–23].

Таким чином, актуальним є подальший розвиток 
теорії інтервальної геометрії — інтервальне математичне 
моделювання і розробка методів розв’язання оптимі-
заційних задач, розміщення геометричних об’єктів, як 
невід’ємна частина теорії геометричного проектування 
з урахуванням похибок потребує подальшого розвитку.

Створення ефективних методів розв’язання наукових  
і практичних оптимізаційних задач з урахуванням похибок 
вихідних даних потребує розробки загальних принципів 
інтервального математичного моделювання, тобто моде-
лювання на основі використання інтервальної геометрії.

3. Ц іль та задачі дослідження

Проведені дослідження ставили за мету здійсни-
ти подальший розвиток теорії інтервальної геометрії 
та теорії геометричного проектування щодо розробки 
конструктивних засобів математичного моделювання 
оптимізаційних задач розміщення в інтервальних про-
сторах на основі принципово нового підходу до мате-
матичного моделювання і розв’язання оптимізаційних 
задач геометричного проектування.

Для досягнення поставленої мети вирішувалися такі 
наукові задачі:

—	 розробити конструктивні засоби математичного 
моделювання геометричних об’єктів в інтервальних 
просторах на основі використання основних поло-
жень інтервальної геометрії;
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—	 розробити конструктивні засоби математичного 
моделювання відношень (інтервального включен-
ня, неперетинання, розташування на мінімально та 
максимально допустимих відстанях) інтервальних 
геометричних об’єктів на основі введення поняття 
інтервального F-відображення;
—	 побудувати інтервальну математичну модель ос
новної оптимізаційної задачі розміщення інтерваль-
них геометричних об’єктів, множина реалізацій якої 
покриває клас оптимізаційних задач розміщення 
з  урахуванням похибок.

4. � Результати дослідження щодо подальшого 
розвитку інтервальної геометрії

Створення ефективних методів розв’язання науко-
вих і практичних оптимізаційних задач з урахуванням 
похибок вихідних даних потребує розробки загальних 
принципів інтервального математичного моделювання, 
тобто моделювання на основі використання теорії інтер-
вальної геометрії [18], яка потребує подальшого розвитку.

4.1.  Тривимірний інтервальний простір. Розглянемо 
трьохвимірний інтервальний простір:

I R I R I R I Rs s s s
3 = × × ,

де 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈U X Y Zi i i i s( , , ) ,I R3  〈 〉 = 〈 〉 ∈X xi i x si, ,ν I R  〈 〉 = 〈 〉 ∈Y yi i y si, ,ν I R 
〈 〉 = 〈 〉 ∈Y yi i y si, ,ν I R  〈 〉 = 〈 〉 ∈Z zi i z si, ,ν I R  I Rs  — розширений 

простір центрованих інтервалів [19]:
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яка дозволяє використовувати особливі властивості ін-
тервального метричного простору при реалізації мате-
матичних моделей оптимізаційних задач розміщення.

Для аналітичного опису інтервальної межі інтер-
вального об’єкта використовуємо побудовані орієнтовані 
інтервальні рівняння інтервальних квазиповерхонь, які 
беруть участь у її формуванні.

4.2.  Побудовані орієнтовані інтервальні рівняння ін-
тервальних квазиповерхонь. Означення 1. Інтервальною 
квазилінійною гіперповерхнею в просторі I Rs

3  назвемо 
множину точок 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈U X Y Z s( , , ) ,I R3  інтервальні ко-
ординати задовольняють рівняння:

〈 〉∗〈 〉 + 〈 〉∗〈 〉 + 〈 〉∗〈 〉 + 〈 〉 =A X B Y C Z D 0, 	 (2)

де 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∉A B C s, , I R3  одночасно.

Означення 2. Інтервальною псевдоповерхнею назвемо:

ϕ( ) ,a X B Y C Z D⋅ 〈 〉 + 〈 〉∗〈 〉 + 〈 〉∗〈 〉 + 〈 〉 = 0 	 (3)

де 〈 〉 = 〈 〉 ∈D d d s, ,ν I R  ν ν ν νd x y za b c= − ⋅ − ⋅ − ⋅ ,  a b c R, , ,∈ 1  
а оператор:
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〈 〉 = 〈 〉 = 〈 − 〉 ∈X x xx x s, ,ν ν I R  — спряження елемента 〈 〉 = 〈 〉 ∈X x x s, ,ν I R 
〈 〉 = 〈 〉 ∈X x x s, ,ν I R  0 = 〈 〉0 0, .

Означення 3. Інтервальною циліндричною поверх-
нею назвемо множину точок 〈 〉 ∈U sI R3 , інтервальні коор
динати задовольняють рівняння:

( ) ( ) , ,〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉 =X X Y Y Rz0
2
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2 2 20 0ν 0

де 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈U X Y z s0 0 0
30 0( , , , )ν I R  і 〈 〉R  — центр симетрії 

основи і відповідно радіус інтервального циліндра, νz0  —  
похибка полюса циліндра вздовж вісі 〈 〉 〈 〉O Z ,  квадрат 
інтервального числа:
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Означення 4. Інтервальною циліндричною поверх-
нею назвемо множину точок 〈 〉 ∈U sI R3 , координати яких 
задовольняють рівняння: 

( ) ( ) , ,〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉 =X X Y Y Rz0
2

0
2 2 20 0ν 0

де 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈U X Y z s0 0 0
30 0( , , , )ν I R  і 〈 〉R  — інтервальний 

центр симетрії основи і радіус інтервального циліндра 
відповідно, νz0  — похибка полюса циліндра вздовж вісі 
〈 〉 〈 〉O Z , квадрат інтервального числа.

Означення 5. Інтервальною тороїдальною поверхнею 
назвемо поверхню, яка задається інтервальним рівнянням:

( ( ) ) ,f 0〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉 =U A Z R2 2 2

( ( ) ) ,f 0〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉 =U A Z R2 2  

f( ) ,〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉U X Y2 2

де 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 − 〉 ∈X x xx x s, ,ν ν I R  — елемент, спряжений до 
елемента 〈 〉 ∈X sI R .

Означення 6. Інтервальна ламана описується си
стемою рівнянь:
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де 〈 〉 ∈T sI R  назвемо інтервальним параметром інтер-
вальної ламаної, ∗  — символ операції інтервального 
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множення, A I Ri s i J∈ ∈ =, { , , }3 1 2 3  — інтервальні коор-
динати інтервальної направленої множини:

—	 вектора A A A A A A A( , , ) ( , , ),1 2 3 1 2 3=
⇒

—	 псевдовектора A A A A A A Ap p

p

( , , ) ( , , ) ,1 2 3 1 2 3=
⇒

—	 інтервальної направленої сім’ї множин:

A A A A A A Ab b

b

( , , ) ( , , ) .1 2 3 1 2 3=
⇒

Означення 7. Інтервальна пряма як частинний ви-
падок інтервальної ламаної задається рівняннями:

〈 〉 − 〈 〉 = ⋅〈 〉

〈 〉 − 〈 〉 = ⋅〈 〉

〈 〉 − 〈 〉 = ⋅〈 〉
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де 


s m n p= ( , , )  — напрямний вектор інтервальної прямої, 
〈 〉 ∈T sI R  — інтервальний параметр прямої.

Тут і надалі 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈A B C s, , ,I R  〈 〉 ∈D sI R  — відповід
но інтервальні коефіцієнти і інтервальна константа, 
що беруть участь у формуванні інтервальних рівнянь, 
〈 〉 ∈U sI R3  — інтервальна змінна.

Конкретний вигляд інтервальних рівнянь інтерваль-
них квазиповерхонь визначається відповідно до розбиття 
простору I Rs

3  виду:

I R J J Js k
k

N

k
3

1
1 2 3= =

=
Ω Ω



 , ,α α α 	 (5)

де

J I I I Iαi s s s s∈ + −{ , , , },1 2 3 3  α i J i J∈ ∈3 3, ,   

N = =4 643 ,  I I Is s s3 3 3= ∪+ − ,

I I I Rs s x s xx x1 1 0= = 〈 〉 ∈ − >int { , },ν ν  

I I I Rs s x s xx x2 2 0= = 〈 〉 ∈ − <int { , },ν ν

I I I Rs s x s x xcl x x x3 3 0 0= = 〈 〉 ∈ − ≤ ∧ + ≥{ , ( ) ( )},ν ν ν

I Is x s xx3 3 0+ = 〈 〉 ∈ ≥{ , },ν ν  I Is x s xx3 3 0− = 〈 〉 ∈ <{ , },ν ν  

I R I I Is s s s= 1 2 3  .

Вважаємо, що 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈A B C s s, , { }.I I1 2 0 

Означення 8. Орієнтованим інтервальним рівнян-
ням інтервальної поверхні і I R⊂ s

3  назвемо рівняння 
ψ( ) , ,〈 〉 = 〈 〉 ∈U U s0 I R3  якщо інтервальне відображення 
ψ : I R I Rs s

3 →  є неперервним, визначеним усюди в I Rs
3 , 

і, окрім того, виконується умова ψ ψ( ) ( ) ,〈 〉 ∗ 〈 〉 <U U1 2 0  
∀〈 〉 ∈U1 1Γ ,  ∀〈 〉 ∈U2 2Γ .

Таким чином, рівняння будь-якої інтервальної гіпер
площини P ⊂ I Rs

3  є орієнтованим інтервальним рів-
нянням, тому що автором здійснена перевірка аксіом 
евклідової геометрії у тривимірному інтервальному 
просторі. Одна з аксіом порядку формулюється таким 
чином: інтервальна гіперплощина P ⊂ I Rs

3  розбиває ін-
тервальний трьохвимірний простір I Rs

3  на дві части-
ни  (напівпростори) так, що якщо U1  і U2  — дві точки 
одного інтервального напівпростору, то інтервальний 
відрізок [ , ]U U1 2  не перетинається з інтервальною гіпер-
площиною P ,  якщо ж точки U1  і U2  належать різним 
напівпросторам, то [ , ]U U1 2  перетинається з інтервальною 
гіперплощиною P .

4.3.  Багатовимірний інтервальний простір. Інтерваль-
ні поверхні. Викладення багатьох питань, пов’язаних 
із моделюванням оптимізаційних задач геометричного 
проектування в багатовимірних інтервальних просто-
рах привело до необхідності визначення інтервальних 
направлених множин в n -вимірному інтервальному 
просторі, інтервальних поверхонь. Досліджуються іх 
властивості.

Введено поняття інтервальної квазілінійної поверхні 
P ⊂ I Rs

n , що реалізується таким квазілінійним інтер-
вальним рівнянням:

〈 〉∗〈 〉 + 〈 〉 =
=

∑ A X Cj j
j

n

1

0, 	 (6)

де 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈U X Xn s
n( ,..., ) ,1 I R  〈 〉 = 〈 〉 ∈X xj j x sj, ,ν I R  〈 〉 = 〈 〉 ∈A aj j a sj, ,ν I R 

〈 〉 = 〈 〉 ∈A aj j a sj, ,ν I R  J nn = { , ,..., },1 2  〈 〉 ∈C sI R ,  операції інтер-
вального множення 〈 〉 〈 〉A X*  елемента 〈 〉 ∈X sI R  на інтер-
вальне число 〈 〉 ∈A sI R ,  на основі якого визначені поняття 
багатовимірних інтервальних квазілінійних поверхонь.

Конкретний вид інтервального рівняння (6) визна-
чається розбитям виду: 

I Rs
n

k
k

N

=
=

Ω
1


,  Ωk nJ= × × ×1 2J J... ,

де J I I I Ii s s s s Ni J∈ ∈+ −{ , , , }, ,1 2 3 3  N n= 4 , інтервальні множини 
Isi i, , , ,= 1 2 3  аналогічним до розбиття (5), і тим, які значен-
ня приймають інтервальні коефіцієнти 〈 〉 ∈Ai sI R ,  i Jn∈ .

Інтервальна пряма L I R⊂ s
n  подається як перетин 

n −1 інтервальних гіперплощин, і описується системою:

ϕ( ) , ,a X C i Jij j i n
j

n
⋅ 〈 〉 〉 ∈

=
∑ +〈 = −

1
10 	 (7)

де 〈 〉 ∈U s
nI R , a Rij ∈ 1 , i Jn∈ −1 , j Jn∈ , 〈 〉 = 〈 〉 ∈C ci i c si, ,ν I R  

X X Xn s
n= 〈 〉 〈 〉 ∈( , , ) ,1  I R  вигляд оператора ϕ λ( )〈 〉X  ви-

значається співвідношенням (4).
Якщо інтервальна пряма L  проходить через точ-

ку 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈U X Xn s
n

0 1
0 0( ,..., ) ,I R  її можна подати рівнянням 

у параметричній формі:

〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉∗〈 〉 ∈ −X X A T i Ji i i n
0

1, ,

де 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈U X Xn s
n( ,..., ) ,1 I R  а 〈 〉 ∈T sI R  — інтервальний 

параметр.
Напрямок на L I R⊂ s

n  відповідає неперервній зміні 
інтервального параметра 〈 〉 ∈T sI R  в (6), тобто якщо 
точці 〈 〉 ∈U0 L  поставимо у відповідність значення інтер-
вального параметра 〈 〉 〉= 〈 ∈T t t s0 0 0, ,ν I R  то для будь-яких 
〈 〉 〈 〉 ∈T T s1 2, ,I R  що задовольняють умові 〈 〉 < 〈 〉 < 〈 〉T T T1 0 2 , 
знайдуться відповідні точки 〈 〉 ∈Ui L ,  i = 1 2,  такі, що 
〈 〉 < 〈 〉 < 〈 〉U U U1 0 2L L  або 〈 〉 < 〈 〉 < 〈 〉U U U2 0 1L L .

Доведено, що через дві точки 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈U x xi
i

x n
i

x s
n

i
n
i( , ,..., , ) ,1

1
ν ν I R 

〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈U x xi
i

x n
i

x s
n

i
n
i( , ,..., , ) ,1

1
ν ν I R  i = 1 2, ,  можна провести:

—	 інтервальну пряму L I R⊂ s
n , якщо ν νx xi i

1 2= , ∀ ∈i Jn ;

—	 інтервальну псевдопряму L I Rp s
n⊂ ,  якщо існує 

така індексна підмножина J Jk n= ⊂{ ,..., } ,α α1  k Jn∈ −1 , 
що ν νx xi i

1 2≠ ,  ∀ ∈i J ,  і ν νx xi i
= 0 ,  ∀ ∈i J Jn / :
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—	 направлену інтервальну підмножину L I Rb s
n⊂ ,  

якщо ν νx xi i
1 2≠ ,  ∀ ∈i Jn .

Таким чином, маємо:

A L L Lb bU U U Ub b= 〈 〉 ∈ 〈 〉 ≤ 〈 〉 ≤ 〈 〉{ },1 2

A L L L= 〈 〉〈 〉 = 〈 〉 ∈ 〈 〉 < 〈 〉 < 〈 〉
⇒

U U U U U U1 2 1 2{ },  

A L L Lp pU U U U U U
p

p p= 〈 〉〈 〉 = 〈 〉 ∈ 〈 〉 ≤ 〈 〉 ≤ 〈 〉
⇒

1 2 1 2{ }.

4.4.  Багатовимірні метричні інтервальний простори. 
Розглянемо метричний інтервальний простір ( , ).I Rs

n ρ  
Пропонуються інтервальні відображення, які задоволь-
няють умовам метрики інтервальних просторів:

1)	 евклідова метрика: 

ρ ρ( , ) ( , ) ,〈 〉 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈
=

∑U U X X Rj j
j

n

1 2
2 1 2

1

1 	 (8)

де

ρ ν ν( , ) ( ) ( ) ,〈 〉 〈 〉 = − + − ∈A B b a Rb a
2 2 1  

〈 〉 = 〈 〉 ∈A a a s, ,ν I R  〈 〉 = 〈 〉 ∈B b b s, ,ν I R  

〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈U X Xi
i

n
i

s
n( ,..., ) ,1 I R  〈 〉 = 〈 〉X xj

i
j
i

x
i

j
, ,ν   

j Jn∈ ,  i = 1 2, .

2)	 інтервальне відображення μ : Ω → I Rs  виду:

μ μ( , ) ( , ) ,〈 〉 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉
=

∑U U X Xj j
j

n

1 2
2 1 2

1

	 (9)

де

〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈U X Xi
i

n
i( ,..., ) ,1 Ω  〈 〉 = 〈 〉X xj

i
j
i

x
i

j
, ,ν   

∀ ∈j Jn ,  i = 1 2, ,

μ : I R I Rs s→  — інтервальна метрика на I Rs :

μ
ν ν

ν ν

α β

α β

( , )
, ,

, ,
〈 〉 〈 〉 =

〈 〉 − 〈 〉 − ≥

〈 〉 − 〈 〉 − <






A B

A B

A B

якщо

якщо

0

0

або 

μ ν ν( , ) , ,〈 〉 〈 〉 = 〈 − − 〉A B a b a b  〈 〉 = 〈 〉 ∈A a a s, ,ν I R  

〈 〉 = 〈 〉 ∈B b b s, .ν I R

Після перетворень маємо:

μ ν

ν ν ν ν

( , ) ,

, ,

〈 〉 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 =

= ⋅ + + − + − −

U U W w

d d d d

w

d d d d

1 2

1

2

d x j x
j

n

j= +
=

∑(( ) ( ) ),2 2

1

ν  ν νd j x
j

n

x j= ⋅ ⋅
=

∑2
1

,

w x xj x
j

n

j x
j

n

j j= ⋅ + + −








= =

∑ ∑
1

2
2

1

2

1

( ) ( ) ,ν ν  

ν ν νw j x
j

n

j x
j

n

x xj j= ⋅ + − −








= =

∑ ∑
1

2
2

1

2

1

( ) ( ) ,

при виконанні умови: 〈 〉 ∈ +X j sI 1 ,  ∀ ∈j Jn .

4.5.  Побудова інтервальних геометричних об’єктів як 
математичних моделей геометричних об’єктів евклідова 
простору з урахуванням похибок. Математичне моделю-
вання в геометричному проектуванні з урахуванням 
похибок вихідних даних  (метричних характеристик та 
параметрів розміщення) на основі використання інтер-
вальної геометрії назвемо інтервальним математичним 
моделюванням, а відповідну математичну модель геомет
ричного об’єкту — інтервальним геометричним об’єктом.

Виходячи з гомеоморфізму просторів R2  і I Rs  та вста-
новленою на цій основі бієкції виду: ( , ) ,α ν α να α↔ 〈 〉 ∈I Rs  
між вихідними даними оптимізаційної задачі і елемента-
ми I Rs  виконане математичне моделювання геометричного 
об’єкта з урахуванням похибок вихідних даних, а саме: 
за математичну модель геометричного об’єкту T Rn⊂  
з метричними характеристиками виду і параметрами 
розміщення, метричні характеристики і параметри розмі-
щення геометричних об’єктів яких задано з похибками, 
приймаємо інтервальний геометричний об’єкт:

T I R⊂ s
p ,  I R I R I Rs

p
s s

p

= × ×... ,� ��� ���

який визначається кортежем інтервальної інформації:

g T mT = 〈 〉 〈 〉( , ,( , )),U Θ  m = 〈 〉 〈 〉( ,..., ),A Ak1  

〈 〉 = 〈 〉 ∈A aj j a sj, ,ν I R  〈 〉 = 〈 〉 〈 〉U X Xn( ,..., ),1  

〈 〉 = 〈 〉 〈 〉Θ Θ Θ( ,..., ),1 k  〈 〉 = 〈 〉 ∈Θ j j sjθ νθ, ,I R  

〈 〉 = 〈 〉〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈
⇒

U U U X X
b

n k s
n

0 1 1
2(( ,..., ),( ,..., )) ,Θ Θ I R  

〈 〉 = 〈 〉 ∈X xi i x si, ,ν I R  i j Jn, .∈

Нехай при розміщенні об’єкта T  використовується 
його трансляція на інтервальну направлену множину 
〈 〉 ∈Ui s

nI R і поворот навколо свого інтервального по-
люса на інтервальний кут 〈 〉 ∈Θi sI R .  Позначимо ін-
тервальний об’єкт T ,  заданий у власній інтервальній 
системі координат і трансльований на інтервальну 
направлену множину 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈U X Y Zi i i i s( , , ) ,I R3  через 
T X I R X Y Y Ti i s i iU U( ) { , }.〈 〉 = ∈ = 〈 〉 + ∈3  

Означення 9. Інтервальним об’єктом T I R( ) ( , )〈 〉 ⊂U s
n ρ  

назвемо точкову інтервальну множину, яку можна по-
дати у вигляді:

T frT I R T( ) ( \ cl ),〈 〉 =U s
n



де int ,T  cl T  — топологічні внутрішність та зами-
кання відповідно, fr T( )〈 〉U  — інтервальна межа, 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈U X Xn s

n( ,..., )1 I R 
〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈U X Xn s

n( ,..., )1 I R — параметри розміщення.
Замикання T∗  доповнення T  до інтервального про-

стору I Rs
n  можна подати як T I R T fr T1 1 1

* int ( \ ) .= s
n



Для аналітичного опису інтервальної межі інтер-
вального об’єкта використовуємо побудовані орієнтовані 
інтервальні рівняння інтервальних квазіповерхонь, які 
беруть участь у її формуванні.



Информационные технологии и системы управления

70 Технологический аудит и резервы производства — № 6/3(20), 2014

ISSN 2226-3780

Тоді кортеж геометричної інформації, що індукує 
однозначно інтервальний об’єкт T I R⊂ s

n ,  можна пода-
ти як gT = , , 〈 〉 〈 〉( ( , )),ϒ ΘM U  де ϒ Θ, , 〈 〉 〈 〉M U( , )  — про-
сторова форма, метричні характеристики і параметри 
розміщення T .

Приклад 1. Інтервальне відображення f I R I R: s s
3 →  

виду:

f f( ) max ( ),
, ,...,

〈 〉 = 〈 〉
=

U Ui
k

k
1 2 6

0  i Jn∈{ } ,0 

f1 0( ) ( ) ,〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉U X X Ai  

f2 0( ) ( ) ,〈 〉 = − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉U X X Ai

f3 0( ) ( ) ,〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉U Y Y Bi  

f4 0( ) ( ) ,〈 〉 = − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉U Y Y Bi

f5 0( ) ( ) ,〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉U Z Z Ci  

f6 0( ) ( ) ,〈 〉 = − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉U Z Z Ci

надає можливість моделювати інтервальний паралеле-
піпед P I R⊂ μ

n .
Для орієнтованого інтервального об’єкта T  маємо 

gT = , , 〈 〉 〈 〉( ( , , )).ϒ ΘM U 0 ν
Так, кортеж геометричної інформації інтервального 

паралелепіпеда P I R⊂ s
3  має вигляд:

g PP = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉{ ,( , , ),( , , )},A B C X Y Z0 0 0

інтервального m-кутника K I R⊂ s
2 :

g KK = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉{ ,( ,..., ),(( , ), )},V V X Ym1 0 0 0Θ

де 〈 〉 = 〈 〉,〈 〉V X Yi i i( )  — його i -та вершина у власній ін-
тервальній системі координат, 〈 〉 = 〈 〉 ∈Θ0 0 0( , )θ νθ I Rs  — 
інтервальний кут повороту навколо власного полюса.

Для аналітичного опису інтервальної межі fr T  ви-
користовуємо орієнтовані рівняння інтервальних повер-
хонь, які беруть участь у її формуванні.

Означення 10. Інтервальний рух інтервально-
го об’єкта T I R⊂ s

2  полягає в тому, що кожній точ-
ці 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈U X Y( , ) T  ставиться у відповідність точка 
〈 ′〉 = 〈 ′〉 〈 ′〉 ∈U X Y s( , ) I R2  як результат елементарного інтер
вального відображення:

〈 ′〉 = 〈 〉∗ 〈 〉 〈 〉∗ 〈 〉 + 〈 〉
〈 ′〉 = 〈 〉∗ 〈 〉 + 〈 〉∗ 〈 〉
X X  Y X

Y X Y

cos sin ,

sin cos

Θ Θ
Θ Θ

0

++ 〈 〉





 Y0 ,
	 (10)

де 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈U X Y s0 0 0
2( , ) ,I R  〈 〉 = 〈 〉 ∈Θ θ νθ, I Rs  — інтерваль-

ний кут, θ ∈R1 ,  νθ ∈ +R .
Означення 11. Інтервальне обертання інтервального 

об’єкту T I R⊂ s
2  навколо свого полюса на інтервальний 

кут 〈 〉 = 〈 〉 ∈Θ θ νθ, I Rs  в I Rs
2  полягає в тому, що кож-

ній точці 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈U X , Y( ) T  ставиться у відповідність 
деяка точка 〈 ′′〉 = 〈 ′′〉 〈 ′′〉 ∈ ⊂U X , Y s( ) T I R2  як результат 
елементарного інтервального відображення (11) при 
〈 〉 = 〈 〉 = = 〈 〉X Y0 0 0 00 , .

Означення 12. Якщо в кортежі геометричної ін-
формації про об’єкт T I R⊂ s

2  параметр 〈 〉 = 〈 〉 ∈Θ θ νθ, I Rs  
є інтервальною константою, T  назвемо інтервально 
орієнтованим інтервальним об’єктом. Тоді рух об’єкта T  

полягає тільки в трансляції на інтервальну направле-

ну множину 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉U X Y0 0 0( , ),  а саме 〈 ′〉 = 〈 〉 − 〈 〉X X X0 , 

〈 ′〉 = 〈 〉 − 〈 〉Y Y Y0 ,  〈 〉 =θ νθ, .0

Означення 13. Інтервальне відображення F : I R I Rs
m n

s
⋅ → 

F : I R I Rs
m n

s
⋅ →  називається інтервальним F-відображенням об’єк-

тів T I Ri i s
mU( )〈 〉 ⊂  i = 1 2, , якщо воно задовольняє умовам:

F( , ) ,〈 〉 〈 〉 >U U1 2 0  якщо T T1 1 2 2( ) ( ) ,〈 〉 〈 〉 = ∅U U

F( , ) ,〈 〉 〈 〉 =U U1 2 0  якщо 

int ( ) int ( ) ,

( ) ( ) ,

T T

frT frT
1 1 2 2

1 1 2 2

〈 〉 〈 〉 = ∅
〈 〉 〈 〉 ≠ ∅





U U

U U





	 (11)

F( , ) ,〈 〉 〈 〉 <U U1 2 0  якщо int ( ) int ( ) ,T T1 1 2 2〈 〉 〈 〉 ≠ ∅U U

де 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈U X Xi
i

n
i

s
n( ,..., ) ,1 I R  〈 〉 = 〈 〉 ∈X xj

i
j
i

x s
j
i, ,ν I R  j Jk∈ , 

i = 1 2, .
Отже, умову взаємного інтервального неперетинання 

об’єктів T I R1 1( )〈 〉 ⊂U s
n  і T I R2 2( )〈 〉 ⊂U s

n  можна подати 
у вигляді інтервальної нерівності F( , ) ,〈 〉 〈 〉 >U U1 2 0  ін-
тервального дотикання — F( , ) .〈 〉 〈 〉 =U U1 2 0  Умова інтер-
вальної належності T T2 1⊆ ,  згідно введеного поняття 
інтервальної належності елементів, може бути подана 
як еквівалентна їй умова неперетинання інтервальних 
об’єктів T1  і T2

∗ ,  та моделюється інтервальною не-
рівністю F( , ) ,〈 〉 〈 〉 >U U1 2 0  де F  — інтервальне об’єк-
тів T1 1

*( )〈 〉U  і T2 2( ).〈 〉U
Нехай ρ  — метрика інтервального простору I Rs

n . 
Інтервальна відстань між інтервальними геометричними 
об’єктами T I Ri i s

nU( ) ,〈 〉 ⊂  i = 1 2, ,  визначається:

ρ ρ( , ) min ( , ),
,

T T
T T

1 2 1 2
1 1 2 2

= 〈 〉 〈 〉
〈 〉∈ 〈 〉∈V V

V V

де мінімум розуміємо у відповідності до відношення 
порядку в просторі I Rs   (при умові, що вони не пере-
тинаються).

Означення 14. Нормалізованим інтервальним F -ві
дображенням об’єктів T I Ri i s

nU( ) ,〈 〉 ⊂  i = 1 2, ,  при умові:

int ( ) int ( ) ,T T1 1 2 2〈 〉 〈 〉 = ∅U U

назвемо таке інтервальне F -відображення F ,  яке в точ
ці ( , ) ( ,..., )〈 〉 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈U U X Xn s

n
1 2 1

1 2 2I R  набуває значення 
ρ( ( ), ( )).T T1 1 2 2〈 〉 〈 〉U U

Зауважимо, в евклідовому просторі означення 13 та 
14 співпадають з означеннями Ф-функції та нормалізо-
ваної Ф-функції, започаткованими Стояном Ю.  Г.  [19].

Приклад 2. Для інтервального об’єкта S I R1 1
3∗ 〈 〉 ⊂( )U s  

та інтервального тора T I R2 2
3( ) ,〈 〉 ⊂U s  метричні харак-

теристики яких m1 1= 〈 〉( ),R  m2 2= 〈 〉 〈 〉( , )A R  відповідно, 
при умовах 〈 〉 ≥ 〈 〉A R2   і 〈 〉 + 〈 〉 ≤ 〈 〉A R R2 1  маємо норма-
лізоване інтервальне F-відображення виду:



 F( , ) ( ) ( ),〈 〉 〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 = 〈 〉U U U U U1 2 2 1χ χ

χ( ) ( ( ) ) ,〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉U R U A Zf 2 2  

f( ) ,〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉U X Y2 2  〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉U U U2 1 .
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Поняття нормалізованого інтервального F -відобра-
ження об’єктів надає можливість моделювати розта-
шування інтервальних об’єктів T I Ri i s

mU( ) ,〈 〉 ⊂  i = 1 2, , 
на певній відстані, зокрема, на мінімальному ( )ρ−  та 
максимальному ( )ρ+  допустимих інтервальних відстанях 
моделюється інтервальною нерівністю:

ρ ρ− +≤ 〈 〉 〈 〉 ≤F( , ) .U U1 2

Таким чином, поняття інтервального F-відображен-
ня є фундаментальною основою інтервального матема-
тичного моделювання в геометричному проектуванні, 
а  побудовані інтервальні F-відображення базових інтер-
вальних об’єктів дають можливість подати інтервальну 
математичну модель оптимізаційної задачі розміщення 
як математичну модель задачі математичного програ-
мування в інтервальних просторах.

4.6.  Побудова інтервальної математичної моделі оп
тимізаційної задачі розміщення геометричних об’єктів. 
Введені поняття дозволяють сформулювати основну 
оптимізаційну інтервальну задачу геометричного про-
ектування у такій постановці.

В інтервальному просторі I Rs
m  дано сім’ю інтерваль-

них геометричних об’єктів T I Ri s
m⊂ ,  i Jn∈ ,  і область 

Ω ⊂ I Rs
m , такі, що:

g T mTi i i i iU= 〈 〉 〈 〉( , ,( , )),Θ  g mΩ Ω Θ= 〈 〉 〈 〉( , ,( , )),0 0 0U

m i
i i

k
iA A A
i

= 〈 〉 〈 〉 〈 〉( , ,..., ),1 2   

〈 〉 = 〈 〉 ∈ ∈A a j Jj
i

j
i

a s k
j
i i, , ,ν I R  i Jn∈{ } ,0 

〈 〉 = 〈 〉〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈
⇒

U U U X Xi i
i

n
i

s
n

b

0 1( ,..., ) ,I R  

〈 〉 = 〈 〉 ∈X xj
i

j
i

x s
j
i, ,ν I R

j Jki∈ ,  i Jn∈ . 	 (14)

〈 〉 = 〈 〉〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈
⇒

Θ Θ Θ Θ Θi i
i

n
i

s
n

b

0 1( ,..., ) ,I R  

〈 〉 = 〈 〉 ∈Θ j
i

j
i

s
j
iθ νθ, ,I R  j Jki∈ ,  i Jn∈ .

Нехай при розміщенні об’єкта Ti  використовуєть-
ся його трансляція на інтервальну направлену сім’ю 
〈 〉 ∈Ui s

nI R і обертання навколо власного полюса на  ін-
тервальний кут 〈 〉 ∈Θi sI R .  Тоді вектор параметрів 
розміщення має вигляд ( , ) .〈 〉 〈 〉 ∈ +Ui i s

nΘ I R1  Позначимо 
T I Ri i sU( ) ,〈 〉 ⊂ 3  i Jn∈ ,  Ω( ) .〈 〉 ⊂U s0

3I R
Необхідно упакувати інтервальні геометричні об’єк-

ти Ti ,  i Jn∈ ,  в інтервальну область Ω ,  тобто знайти 
інтервальну направлену множину параметрів розміщен-
ня ( , ) ( ,..., , ,..., ) ,〈 〉 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ⊂U U Un n s

mnΘ Θ Θ1 1
2I R  таку, щоб  

усі Ti  належали області Ω  (у відповідності до поняття 
інтервальної належності елементів інтервальних про-
сторів) без взаємних перетинів, і при цьому інтерваль-
ний критерій якості κ∗ 〈 〉 〈 〉( , )U Θ  розміщення приймав 
найкраще значення, яке розуміємо у відповідності до 
відношення порядку, введеного в просторі ( , ).I Rs ρ

Виходячи з основних положень теорії геометричного 
проектування, інтервальної геометрії та сформульованих 
задач дослідження, одержали інтервальну математич-
ну модель основної інтервальної оптимізаційної задачі 
розміщення:

inf ( ),
〈 〉∈ ⊂

〈 〉
U s

q
U

D I R
F 	 (12)

( , , )

( ,..., , ,..., , )

〈 〉 〈 〉 〈 〉 =
= 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈ ⊂ +

U H

U U Hn n s
n

Θ
Θ Θ1 1

3 1D I R ,,

де F I R I R: s
n

s
3 1+ →  — інтервальне відображення (інтер-

вальний критерій якості розміщення), D  — інтервальна 
область допустимих значень, яка описується системою 
виду:







F

F

F

0 0 0i i n

ij i j ij

ij i

U U i J

U U

U

( , ) , ,

( , ) ,

(

〈 〉 〈 〉 ≥ ∈

〈 〉 〈 〉 − ≥

− 〈 〉

−

ρ

ρ

 

0

,, ) , , , ,〈 〉 + ≥ ∈ <








 +U i j J i jj ij nρ 0

	 (13)

∀ ∈i Jn{ } ,0   ∀ ∈j Jn , J nn = { ,..., },1  0 I R= 〈 〉 ∈0 0, ,s  I Rs
n3 1+  — 

інтервальний простір з метрикою ρ,  〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈U X Y Zi i i i s( , , ) ,I R3 
〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈U X Y Zi i i i s( , , ) ,I R3  i Jn∈ ,  ρ ij

− ,  ρ
ij
+ ,  ρ0i

− ,  ρ
0i
+  — мінімальні і мак-

симальні допустимі інтервальні відстані між об’єктами, 
що розмішуються, об’єктами і областю розміщення від-
повідно, де F0 0i iU U( , )〈 〉 〈 〉  і F ij i jU U( , )〈 〉 〈 〉  є нормалізо-
вані інтервальні F -відображення інтервальних об’єктів  
і області розміщення та пар інтервальних об’єктів, χ  — 
інтервальний критерій якості розміщення.

В ідеалізованому випадку інтервальна математична 
модель (12)–(13) співпадає з математичною моделлю 
оптимізаційної задачі розміщення геометричних об’єктів 
в евклідових просторах.

5. � Обговорення результатів дослідження 
конструктивних засобів математичного 
моделювання

Результати дослідження є подальшим розвитком тео
рії інтервальної геометрії та створення на цій основі 
загального підходу до математичного моделювання та 
розв’язання задач розміщення в інтервальних просторах.

Розроблено нові конструктивні засоби моделювання 
основної інтервальної оптимізаційної задачі розміщення, 
що є теоретичною основою методології розв’язання на-
укових та прикладних задач розміщення з урахуванням 
похибок метричних характеристик і параметри розмі-
щення, в тому числі:

Розроблено конструктивні засоби математичного 
моделювання поверхонь евклідових просторів з ураху-
ванням похибок в інтервальних просторах як подальший 
розвиток інтервальної геометрії:

—	 вперше визначено основні квазиповерхні в ін-
тервальних метричних просторах;
—	 побудовано нові інтервальні метричні простори, 
доведено відповідні твердження.
Розроблено конструктивні засоби математичного мо-

делювання геометричних об’єктів евклідових просторів, 
метричні характеристики і параметри розміщення яких 
задано з похибками, у вигляді інтервальних геометричних 
об’єктів. Ці засоби на відміну від існуючих дозволяють 
в аналітичному вигляді подати геометричний об’єкт 
з  похибками як множину інтервального простору.

Розроблено конструктивні засоби математичного мо-
делювання відношень інтервальних геометричних об’єк-
тів як подальший розвиток методу F-функцій Стояна, 
в  тому числі:
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—	 вперше введено поняття інтервального F -відобра-
ження і нормалізованого інтервального F-відображен-
ня як ефективний засіб математичного моделювання 
відношень інтервального вкладення, інтервального 
неперетинання, розташування на мінімально та мак-
симально допустимих інтервальних відстанях інтер-
вальних об’єктів;
—	 вперше побудовано повні класи інтервальних  
F-відображень базових інтервальних геометричних 
об’єктів;
—	 вперше побудовано повні класи нормалізованих 
інтервальних F-відображень для базових інтерваль-
них геометричних об’єктів.
На базі розроблених в даному дослідженні засобів 

математичного моделювання в інтервальних просторах 
побудовано інтервальні математичні моделі та розв’язано 
такі наукові та прикладні інтервальні оптимізаційні 
задачі розміщення:

—	 інтервальних паралелепіпедів у інтервальному 
паралелепіпеді  (в тому числі, комбінаторна задача 
розміщення інтервальних паралелепіпедів, задача 
кольорового упакування інтервальних паралелепі-
педів із зонами заборони)  [24];
—	 інтервальних кругів у інтервальній смузі  [25];
—	 інтервальних многокутників з поворотами у ін-
тервальну смугу  [26];
—	 інтервальних циліндрів в інтервальній призмі [27];
—	 інтервальних куль в інтервальну циліндричну 
область (мінімізації висоти)  [28];
—	 інтервальних куль в інтервальну циліндричну 
область  [29];
—	 опуклих інтервальних многогранників в інтер-
вальний паралелепіпед  [30].
Практичне значення результатів дослідження. Ство-

рено програмні продукти, що реалізують розроблені 
засоби математичного моделювання та розраховані на 
розв’язання двовимірних та трьохвимірних задач упа-
кування в різних галузях науки та техніки:

—	 «Packing of Interval Parallelepipeds»  [31],
—	 «Packing of Interval Polygons»  [32],
—	 «Імітаційне моделювання властивостей сплава» [33].
Практичне значення результатів підтверджується їх 

впровадженням. Результати дисертаційної роботи були 
використані на Полтавському державному підприєм-
стві «Виробниче об’єднання «Знамено», на державному 
науково-виробничому підприємстві «Демітекс» (м. Пол-
тава) при вирішенні проблеми упакування виготовленої 
продукції.

6.  Висновки

Математичне моделювання в геометричному про-
ектуванні з урахуванням похибок вихідних даних (ме-
тричних характеристик та параметрів розміщення) на 
основі використання інтервальної геометрії назвемо ін-
тервальним математичним моделюванням, а відповідну 
математичну модель оптимізаційної задачі геометричного 
проектування — інтервальною математичною моделлю 
задачі оптимізації.

Вирішені такі наукові задачі:
—	 розроблено конструктивні засоби математичного 
моделювання геометричних об’єктів в інтервальних 
просторах на основі використання основних положень 
інтервальної геометрії, а саме: побудовано метричні 

інтервальні простори, інтервальні квазілінійні поверх-
ні трьохвимірного та багатовимірного інтервальних 
просторів;
—	 розроблено конструктивні засоби математичного 
моделювання відношень інтервальних геометричних 
об’єктів на основі введення поняття інтервального 
F-відображення та нормалізованого інтервального 
F-відображення;
—	 наведено приклади рівнянь інтервальних повер-
хонь, інтервальних F-відображень, які ґрунтуються 
на проведених теоретичних дослідженнях і вико-
ристані при побудові інтервальних математичних 
моделей задач розміщення  [24–29].
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Средства построения математических моделей 
оптимизационных задач размещения геометрических 
объектов в интервальных пространствах

Статья посвящена разработке современных конструктивных 
средств построения математических моделей геометрических 
объектов и отношений геометрических объектов интервальных 
пространств и их применению при построении интервальных 
математических моделей оптимизационных задач геометри-
ческого проектирования в интервальном пространстве. По-
лученные новые научно обоснованные разработки в теории 
геометрического проектирования и интервальной геометрии 
обеспечивают решение важной прикладной проблемы учета 
погрешностей в геометрическом проектировании.

Ключевые слова: геометрическое проектирование, интер-
вальная геометрия, интервальная математическая модель опти-
мизационной задачи размещения.
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