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Математичне моделювання 
та оптимізація процесу 
нестаціонарного термоелектричного 
охолодження

У статті запропоновано математичну модель процесу нестаціонарного термоелектрично-
го охолодження. Враховано основні фактори, які впливають на процес. Сформульовано задачу 
оптимального керування нестаціонарним термоелектричним охолоджувачем з довільним числом 
каскадів. Запропоновано метод її вирішення. Наведено приклади комп’ютерного моделювання 
оптимальних функцій керування процесом нестаціонарного охолодження.
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1. В ступ

Термоелектричний спосіб охолодження має широку 
сферу застосувань. Детальні теоретичні та експеримен-
тальні дослідження і оптимізація процесу термоелект
ричного охолодження проведені в основному для стаці-
онарного режиму роботи охолоджувачів  (модулів)  [1]. 
Результати цих досліджень сприяли масовому промис-
ловому виробництву термоелектричних модулів для 
різноманітних потреб. Мініатюрні модулі ефективно 
використовуються для охолодження електронних та 
оптоелектронних пристроїв, мікросхем та мікропро-
цесорів. З використанням термоелектричних модулів 
створюються економічні теплові насоси, кондиціонери, 
термостати, медична апаратура, прилади космічного та 
військового призначення, охолоджувальні камери, віт-
рини, побутові малогабаритні холодильники та багато 
інших пристроїв.

Процес нестаціонарного термоелектричного охоло-
дження  (ПНТО) вивчений на сьогодні не достатньо. 
Водночас саме в нестаціонарних режимах може мати 
місце більш глибоке охолодження, ніж в стаціонар-
них  [2]. Це можливо за умов оптимізації таких режи-
мів. Задачі оптимізації ПНТО відносяться до задач 
оптимального керування об’єктами з розподіленими 
параметрами [3]. Застосування математичного моделю-
вання та комп’ютерних методів є раціональним способом 
розв’язування таких задач і визначення оптимальних 
функцій керування такими об’єктами. 

2. �А наліз літературних даних 
та постановка проблеми

Факт більш глибокого термоелектричного охолоджен
ня в нестаціонарному режимі в порівнянні зі стаціо-
нарним був встановлений вперше в теоретичній ро-
боті Стільбанса і Федоровича  [4] та підтверджений 
подальшими теоретичними  [5–10] і експерименталь-
ними  [7,  8, 11, 12] дослідженнями. З фізичної точки 
зору цей факт пояснюється тим, що ефект охолодження 
Пельтьє виникає на спаї, а тепло Джоуля в об’ємі віток 

термоелемента. Отже за умов подачі струму охолоджен-
ня спаю починається ще до того моменту, як тепло 
Джоуля досягне спаю. У цьому випадку застосування 
нетривалого імпульсу струму величиною більшою за 
максимальний струм стаціонарного режиму може забез-
печити на деякий час нижчу температуру охолодження 
ніж в стаціонарному режимі. 

Переважна більшість теоретичних досліджень ПНТО  
проводились для спрощених фізичних моделей термо
елемента, використовуючи як наслідок наближені ма-
тематичні моделі, які описують його роботу  [6–10, 
13–17]. Як правило, термоелемент моделюється одною 
термоелектричною віткою, виконаною із матеріалу  
з незалежними від температури термоелектричними 
параметрами  [6–10, 13, 14]. Математична модель, яка 
описує поведінку розподілу температури в такому термо
елементі, зводиться до одновимірного нестаціонарного 
рівняння теплопровідності із сталими коефіцієнтами, 
яке записується у вигляді:
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де с, k, r — об’ємна теплоємність, теплопровідність і пито-
мий опір матеріалу термоелементу, а член j t2( )r враховує 
виділення тепла Джоуля за умов пропускання струму 
густиною j. Для знаходження розподілу температури за-
даються спрощені граничні умови, які не враховують ряд 
важливих фізичних процесів, що відбуваються на спаях 
термоелемента. Наприклад, в [9, 13] розглядається модель 
термоелемента з напівнескінченими вітками, в якій вплив 
гарячого спаю на поведінку охолодження нехтується. На 
холодному спаї враховується поглинання тепла Пельтьє, 
але як правило, не враховуються виділення тепла Джоуля 
внаслідок наявності опору контактного шару в області 
спаю, тепловиділення і теплоємність об’єкта охолоджен-
ня, теплоємність ізоляційної пластини та інші важливі 
фактори [7, 9, 14].

Використання наближених математичних моделей 
ПНТО дає змогу отримати результат, зокрема залежність  
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температури охолодження від часу, в аналітичній фор-
мі, як для випадку постійного струму  [13], так і для 
окремих функцій, які задають залежність струму від 
часу, наприклад, для прямокутних або синусоїдальних 
імпульсів струму  [16]. Але для розв’язування задач, 
пов’язаних з оптимізацією нестаціонарного процесу 
охолодження, навіть у випадку найпростіших матема-
тичних моделей, які описують процес, вже доводиться 
використовувати комп’ютерні методи  [18–23].

Водночас, застосування наближених математичних 
моделей часто призводить до некоректних результатів. 
Наприклад, в роботах  [7,  9] аналіз процесу нестаціо-
нарного охолодження в термоелементі, який описується 
найпростішою моделлю напівнескінченної вітки, на хо-
лодному спаї якої враховується лише поглинання тепла 
Пельтьє, приводить до помилкового з фізичної точки зору 
висновку. Висновок полягає в тому, що на холодному 
спаї в принципі можна досягти як завгодно глибокого 
рівня охолодження за довільний проміжок часу.

Отже для дослідження процесу нестаціонарного 
термоелектричного охолодження та розробки методів 
оптимального керування цим процесом необхідно за-
стосовувати достатньо складні математичні моделі, які 
б враховували основні фізичні явища такого процесу. 
Очевидно, що такі задачі можуть бути розв’язані тільки 
комп’ютерними методами.

3. О б’єкт, ціль та задачі дослідження

Об’єктом дослідження є процес нестаціонарного термо
електричного охолодження. 

Мета дослідження полягала в побудові математичної 
моделі ПНТО та розробці методів оптимізації процесу 
нестаціонарного охолодження для комп’ютерного моде-
лювання оптимальних функцій керування цим процесом.

Для досягнення поставленої мети вирішувалися на-
ступні задачі:

1.	 Розробити математичну модель ПНТО, яка вра-
ховує більшість фізичних факторів, що впливають на 
процес.

2.	 Сформулювати задачу оптимального керування 
ПНТО та запропонувати методи для її розв’язання. 

3.	 Провести комп’ютерне моделювання оптималь-
них функцій керування процесом нестаціонарного охо
лодження.

4. �О птимізація нестаціонарного процесу 
термоелектричного охолодження

4.1. М атематична модель ПНТО. Огляд та аналіз 
наукових праць, які стосуються теоретичного опису 
нестаціонарного термоелектричного охолодження [5–10,  
13–23], приводять до висновку, що математична мо-
дель  ПНТО повинна враховувати наступні важливі 
фізичні фактори:

1.	 Термоелемент складається з двох віток n- і р-типу 
провідності, які виконані з однорідних матеріалів з різ-
ними та залежними від температури термоелектричними 
властивостями, а саме коефіцієнти термоЕРС an,p(T), 
електропровідності sn,p(T) та теплопровідності kn,p(T) 
є функціями температури.

2.	 За умов температурної залежності коефіцієнтів 
термоЕРС an,p(T ) в термоелементі має місце термоелект
ричний ефект Томсона, який полягає у поглинанні (або 

виділенні) в об’ємі віток тепла, потужність QT якого 
пропорційна струму і градієнту температури:
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де t — коефіцієнт Томсона, пов’язаний з коефіцієнтом 

термоЕРС співвідношенням Томсона t
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3.	 У загальному випадку процес охолодження відбу-
вається в модулі з довільним числом каскадів, в якому 
всі термоелементи з’єднані електрично-послідовно.

4.	 По відношенню до теплового потоку каскади 
розміщуються послідовно, а термоелементи в каска-
дах  — паралельно.

5.	 Важливим є врахування тепловиділення Джоуля 
на контактних опорах  [10], які мають місце в зоні кон-
такту віток з комутаційними пластинами на холодному 
і гарячому спаях віток термоелемента. 

6.	 На процес охолодження суттєво впливають тепло
ємність та тепловиділення об’єкту, що охолоджується, 
теплообмін холодної поверхні модуля з оточуючим се-
редовищем.

Водночас для моделювання ПНТО будуть раціо-
нальними наступні наближення:

1.	 Температури холодних спаїв, а також температу
ри гарячих спаїв всіх термоелектричних віток в кож-
ному з каскадів однакові. Бокові поверхні віток адіа-
батично ізольовані. Теплове навантаження рівномірно 
розподіляється на холодні спаї всіх термоелементів  
в кожному каскаді. За цих умов тепловий потік направ-
лений вздовж висоти віток, поперечними перепадами 
температури можна знехтувати, і розподіл температури 
у  вітках вважати одновимірним Tn,p(t,x).

2.	 Ізоляційні міжкаскадні пластини і об’єкт охо-
лодження можна вважати об’єктами із зосередженою 
теплоємністю, температура яких залежить від часу і не  
залежить від координат.

3.	 Теплообмін холодної поверхні модуля з оточую-
чим середовищем постійної температури відбувається 
за законом Ньютона. 

4.	 Температура гарячої поверхні модуля вважається 
фіксованою.

Враховуючи описану вище специфіку фізичних про-
цесів, що відбуваються в термоелектричному модулі, 
моделювання нестаціонарного процесу охолодження 
необхідно будувати на системі одновимірних рівнянь 
нестаціонарної теплопровідності у вітках термоелемен-
тів  n- і p-типу провідності для K-каскадного пристрою, 
яка має вигляд: 
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де Tn p
k
,

( )  — температура у вітках n- і p-типу k-ого каскаду. 
Висота віток однакова і дорівнює L, площа їх перерізу —  
різна і дорівнює sn і sp відповідно, cn,p — теплоємність 
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матеріалів віток. Час t змінюється на проміжку t ∈[ , ],0 q  
а координата xk в кожному каскаді направлена вздовж 
вітки від холодного спаю до гарячого і змінюється на 
відрізку x Lk ∈[ , ].0  I(t) — струм, що протікає у з’єднаних 
послідовно вітках термоелементів, який в загальному 
випадку є функцією часу. 

У цих рівняннях перший доданок в правій частині 
враховує теплопровідність у вітках термоелементів, дру-
гий — виділення тепла Джоуля, третій — тепло Томсона.

Початкові умови для задачі знаходження розподілу 
температури T t xn p

k
,

( )( , )  у вітках термоелементів за умови 
заданої функції струму I(t) наступні:

T x Tn p
k

a,
( ) , .0( ) = 	 (2)

Крайові умови повинні враховувати тепловий баланс 
на холодній поверхні та між каскадами охолоджувача, 
неперервність температури між кінцями віток термо-
елементів та між каскадами і умову стабілізації тем-
ператури основи охолоджувача. Ці умови записуються 
наступним чином:

—	 умови рівності температур між кінцями n- і p-ві-
ток: 

T t T t T L t T L t k Kp
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—	 умови рівності температур між каскадами:
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k
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—	 умова термостабілізації основи охолоджувача:

T L t Tn
K

a
( ) , ,( ) = 	 (5)

—	 умова теплового балансу для холодної поверхні 
першого каскаду, на якій знаходяться охолоджуваль-
ний об’єкт та ізоляційна пластина, сумарна об’ємна 
теплоємність яких g1: 
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де перший член в правій частині враховує тепловиділен-
ня  q0 охолоджувального об’єкта, другий — теплообмін 
поверхні з оточуючим середовищем, температура якого Ta , 
KH — коефіцієнт теплообміну, третій — тепло Пельтьє, 
четвертий — виділення тепла Джоуля внаслідок опору 
контакту, величина якого r0, n1 — кількість термоелемен-
тів у першому каскаді;

—	 умови теплового балансу між каскадами:
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де k = 1, …, K – 1, nk — кількість термоелементів в каскадах, 
gk — об’ємна теплоємність міжкаскадних ізоляційних 
пластин.

У рівняннях (1), (6), (7) характеристики матеріалів, 
а саме коефіцієнти an,p(T), rn,p(T), kn,p(T) є функціями 
температури. Для комп’ютерного моделювання вико-
ристовуються їх експериментальні залежності від Т, 
апроксимовані поліномами.

4.2.   Задача оптимального керування та спосіб її 
вирішення. Струмом I, що протікає у вітках термоеле-
ментів і забезпечує охолодження, можна керувати, як-
що змінювати його величину з часом в межах I ∈ GI, 
GI = {0, Imax}. Одна з раціональних оптимізаційних задач 
полягає у визначенні оптимальної функції струму I(t) 
такої, що мінімізує температуру охолодження Tn

( )( , )1 0 q  
каскадного пристрою за певний проміжок часу q. Та-
ка задача відноситься до задач оптимізації об’єктів  
з розподіленими параметрами  [3].

Ефективним шляхом для розв’язування задачі опти-
мізації об’єкта з розподіленими параметрами є його 
дискретизація і отримання таким чином об’єкта із зо-
середженими параметрами, що описується системою 
звичайних диференційних рівнянь. Це дозволяє викори-
стати для оптимізації принцип максимуму Понтрягіна.

Перехід в рівняннях (1)–(7) до безрозмірної ко-
ординати, x x Lk= ,  x ∈( , )0 1  та їх дискретизація по х 
дозволяють записати рівняння  (1), (6), (7) як систему 
звичайних диференційних рівнянь наступним чином.

Позначимо невідомі температури T xn p
k
,

( )( )  через Tk m i, , , 
де індекси означають: k  =  1,  …,  K — номер каскаду; 
m  =  1,2 — номер вітки  (m  =  1 — n-вітка, m  =  2 — 
р-вітка); і  =  1,  …,  N + 1 — номер вузла вздовж коор-
динати  (N  =  1/h, h — крок вздовж координати). Тоді 
дискретизовані рівняння  (1)–(7) запишуться у вигляді 
системи:
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, ,..., ,
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f k K m i N
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, ,
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= = = =1 1 2 2 	 (8)

з початковими умовами:

T T k K m i Nk m i a, , , ,..., ; , ; ,..., ,0 1 1 2 1 1( ) = = = = + 	 (9)
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та додатковими умовами (3)–(5) на границях, які набу-
вають вигляду:

T t T t T t T t k Kk k k N k N, , , , , , , ,; , ,..., ,2 1 1 1 2 1 1 1 1( ) = ( ) ( ) = ( ) =+ +

T t T t k Kk N k, , , , , ,..., ,1 1 1 1 1 1 1+ +( ) = ( ) = − 	 (10)

T t TK N a, , ,1 1+ ( ) =

fk,mi та Fk — дискретизовані праві частини рівнянь  (1), 
(6), (7).

Задача полягає у визначенні оптимальної функції 
керування  I(t), яка забезпечує мінімум функціоналу F:

F = T1 1 1, , ( ).q 	 (11)

Розв’язок такої оптимізаційної задачі визначається 
принципом максимуму Понтрягіна  [24]. Для кожного 
моменту часу t повинна задовольнятися умова мак-
симуму:

H T t I t t H T t I t
I GI

( ( ), ( ), ( )) max ( ( ), , ( )),y y=
∈

	 (12)

де функція Гамільтона H має вигляд:

H F fk k k m i k m i
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mk

K

= +
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===
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21

2

1

	 (13)

Допоміжні  (спряжені до T) функції Yk(t) і yk,m,i(t) 
повинні задовольняти дискретизовану спряжену до (8) 
систему диференційних рівнянь з відповідними умовами 
трансверсальності  [24].

Задача розв’язувалась чисельним методом за допо-
могою ітераційного алгоритму, який було реалізовано  
в середовищі Matlab. Для розв’язування основної си
стеми рівнянь  (8)–(10) для знаходження температур  
і спряженої до неї системи для визначення функцій Yk(t) 
і yk,m,i(t) використовувався метод скінчених різниць. 

5. �Р езультати комп’ютерного 
моделювання та їх обговорення

Оцінки характеристик нестаціонарного процесу термо
електричного охолодження проводилися на прикладах 
одно- і двокаскадного модулів, вітки термоелементів яких 
виконані з напівпровідникових матеріалів на основі Bi-Te 
n- і p-типу провідності. Типові експериментальні темпе-
ратурні залежності термоелектричних параметрів an,p(T), 
rn,p(T), kn,p(T) цих матеріалів  [1] апроксимувалися по-
ліномами і використовувалися для розрахунків. Тепло-
ємність матеріалів n- і p-типу вважалась однаковою та 
дорівнювала с  =  1,4  Дж/см3. Оцінки проводилися для 
термоелементів з висотою віток L  =  0,14  см, площею  
перерізу sn,p  =  0,1 × 0,1  см2, величиною контактного 
опору r0  =  5 ⋅ 10–6  Ом ⋅ см2. Враховувався теплообмін 
теплопоглинальної поверхні модулів з навколишнім се-
редовищем, температура якого Ta  =  300  К, коефіцієнт 
теплообміну KH  =  10–3  Вт/см2К. Розглядалася робота 
модулів в режимі без теплового навантаження, тобто 
значення тепловиділення охолоджувального об’єкта 

приймалося рівним q0  =  0  Вт. Також для однокаскад-
ного модуля досліджувався вплив навантаження q0 на 
температуру охолодження. Теплоємність ізоляційних 
пластин в розрахунку на один термоелемент дорівню-
вала g nk k = 0 0012,  Дж/К, коефіцієнт каскадування для 
2-каскадного модуля n n1 2 1 2= .

Приклади результатів розрахунку оптимальних функ
цій струму живлення для одно- і двокаскадного модулів 
наведені на рис.  1,  2 відповідно. Тут показані розрахо-
вані оптимальні залежності струму від безрозмірного 
параметру часу I(t/q), що мінімізують температуру охо-
лодження модулів Tc в різні кінцеві моменти часу q.  
На рис.  1,  2 показано, як знижується температура охо-
лодження Tc в залежності від часу за умов використання 
цих оптимальних залежностей струму.

 
Рис. 1. Оптимальні залежності струму I та температури 

охолодження Tc однокаскадного модуля від безрозмірного параметру 
часу t /q для різних кінцевих моментів часу q

 
Рис. 2. Оптимальні залежності струму I та температури 

охолодження Tc двокаскадного модуля від безрозмірного параметру 
часу t /q для різних кінцевих моментів часу q

Температура, яка досягається за час q  =  5  c на 
однокаскадному модулі, дорівнює Tc  =  218  К. Отже  
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максимальний перепад температури на модулі в неста-
ціонарному режимі становить DTmax = 82 К і перевищує 
на 10–12  К ⋅ DTmax стандартних однокаскадних модулів 
в стаціонарному режимі  [1].

Для двокаскадного модуля досягається Tc = 197 К за 
q  =  12  c, яка за оцінками на 10  К нижча за мінімаль-
ну температуру цього модуля в стаціонарному режимі. 

Результати дослідження впливу теплового наван-
таження на температуру охолодження однокаскадного 
модуля наведені на рис.  3. Тут показані залежності 
температури охолодження Tc від часу для різних зна-
чень тепловиділення охолоджувального об’єкта q0, що 
припадає на один термоелемент. Як показали розра-
хунки, оптимальна функція струму від часу Iopt(t), яка 
забезпечує ці залежності, а отже мінімальну температуру 
охолодження за 5 с, є однаковою для різних значень q0. 
Тобто оптимальне керування не залежить від теплового 
навантаження термоелемента.

 
Рис. 3. Оптимальні залежності температури охолодження Tc від часу 

для різних значень теплового навантаження термоелемента q0  
та оптимальна функція струму Iopt(t ): 1 — q0 = 0 Вт ; 2 — q0 = 0,1 Вт; 

3 — q0 = 0,2 Вт ; 4 — q0 = 0,3 Вт

У табл.  1 показана залежність перепаду темпера-
тур на термоелементі від теплового навантаження q0. 
Значення q0, за якого DT  =  0, відповідає максимальній 
холодопродуктивності термоелемента в нестаціонарно-
му режимі, яка досягається за допомогою оптимальної 
функції керування струмом  Iopt(t)  (рис.  3). За оцінка-
ми максимальна холодопродуктивність термоелемента  
в  нестаціонарному режимі на 20  % вища ніж в ста-
ціонарному. 

Таблиця 1

Залежність перепаду температур DT на термоелементі від теплового 
навантаження q0 в нестаціонарному режимі

q0, Вт 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,306

DT, К 82,0 69,4 56,6 43,5 30,1 16,2 2,0 0

На рис.  4 показано, якої мінімальної температури 
охолодження можна досягти за різні проміжки часу 
за умови використання оптимальних функцій струму 
живлення одно- і двокаскадного модулів. Ці ж дані 
демонструють, за який мінімальний проміжок часу до-
сягається задана температура охолодження.

Отже, отримані результати оптимізації нестаціонар-
ного процесу термоелектричного охолодження показа-
ли, що використання оптимальних функцій струму I(t) 

дозволяє досягнути суттєво нижчих температур ніж за 
умов застосування постійного струму.

 
Рис. 4. Мінімальна температура Tc нестаціонарного охолодження,  

що досягається за різні проміжки часу t однокаскадним (1)  
і двокаскадним (2) охолоджувачами за умов використання 

оптимальних функцій струму живлення

Слід зауважити, що оптимальні функції I(t) будуть 
різними для різних конструкцій термоелектричного охо-
лоджувача. Розроблений метод комп’ютерного моделю-
вання дозволяє легко їх визначати. Знання оптимальних 
залежностей I(t) має важливе практичне значення. Ці 
функції використовуються для конструювання і авто-
калібровки ПІ та ПІД регуляторів, які необхідні для 
забезпечення роботи систем автоматичного регулювання 
процесу нестаціонарного охолодження в термоелектрич-
них пристроях. 

В подальшому запропоновані математична модель 
і метод її дискретизації можуть бути використані для 
розв’язування інших задач оптимального керування 
нестаціонарними процесами термоелектричного перетво-
рення енергії, наприклад, для визначення оптимальних 
залежностей I(t), які забезпечують необхідну зміну тем-
ператури об’єкта, що охолоджується або нагрівається 
з мінімальними затратами електроенергії.

6. В исновки

У результаті проведених досліджень:
1.	 Розроблена узагальнена математична модель про-

цесу нестаціонарного охолодження для термоелектрич-
них модулів з довільним числом каскадів, яка враховує 
основні фізичні фактори, які суттєво впливають на 
процес, зокрема враховано ефект Томсона, виділення 
тепла Джоуля на контактних опорах, теплоємності охо-
лоджувального об’єкту та міжкаскадних ізоляційних 
пластин та ін. 

2.	 Сформульована одна з основних задач оптималь
ного керування ПНТО, яка полягає у визначенні опти-
мальної залежності струму живлення від часу, що за-
безпечує мінімальну температуру охолодження. Для 
вирішення цієї задачі запропоновано метод дискретизації  
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математичної моделі ПНТО за координатою, що дозво
ляє застосувати принцип максимуму Понтрягіна для 
розрахунку оптимальних функцій керування.

3.	 Розроблена методика комп’ютерного моделюван
ня, яка застосована для визначення оптимальних функ-
цій керування струмом I(t) для одно- і двокаскадних 
термоелектричних модулів, які забезпечують на 10–12 К 
нижчі температури охолодження ніж за умов застосу-
вання постійного струму.
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Математическое моделирование и оптимизация 
процесса нестационарного термоэлектрического 
охлаждения

В статье предложена математическая модель процесса не-
стационарного термоэлектрического охлаждения. Учтены основ-
ные факторы, влияющие на процесс. Сформулирована задача 
оптимального управления нестационарным термоэлектрическим 
охладителем с произвольным числом каскадов. Предложен метод 
ее решения. Приведены примеры компьютерного моделирования 
оптимальных функций управления процессом нестационарного 
охлаждения.

Ключевые слова: нестационарное термоэлектрическое ох-
лаждение, математическое моделирование, оптимальное управ-
ление, объект с распределенными параметрами.
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