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Метод сумісної апроксимації для побудуван-
ня різничних схем підвищеного порядку точності 
розширено для випадку квазілінійних гіперболіч-
них рівнянь та їх систем. Наведено результати 
побудування різничних схем аж до одинадцято-
го порядку точності за часом та простором  для 
одновимірного рівняння Бюргерса та системи 
рівнянь одновимірної динаміки нев’язкого сти-
скаємого газу. Результати тестових розрахун-
ків підтверджують теоретичні висновки
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Метод совместной аппроксимации для 
построения разностных схем повышенного 
порядка точности расширен на случай квазили-
нейных гиперболических уравнений и их систем. 
Приведены результаты построения разност-
ных схем вплоть до одиннадцатого порядка 
точности по времени и пространству для одно-
мерного уравнения Бюргерса и системы урав-
нений одномерной динамики невязкого сжима-
емого газа. Результаты тестовых расчетов 
подтверждают теоретические выводы
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1. Введение

Проектирование сложных технических устройств в 
настоящее время невозможно без использования мате-
матического моделирования. Основой для построения 
таких моделей есть уравнения математической физики 
различных типов (параболические, эллиптические, ги-
перболические, смешанные). Вследствие различных 
причин (нелинейности уравнений, нетривиальности 
граничных условий) аналитическое решение таких 
уравнений возможно лишь в простейших модельных 
случаях. Поэтому решающее значение в практических 
приложениях имеют различные приближенные мето-
дики поиска решения. Поскольку степень соответствия 
приближенного решения точному определяется по-
грешностью аппроксимации, то очевидно, что исполь-
зование методов с меньшей погрешностью (методов 
более высокого порядка точности) предпочтительно, и 
задача создания таких методов является актуальной.

2. Анализ исследований и публикаций

Ранее автором был предложен новый метод по-
строения компактных разностных схем повышенного 
порядка точности – метод совместной аппроксимации 
(МСА) [1, 2, 3]. В основе этого метода лежит идея повы-
шения порядка аппроксимации не за счет раздельного 
повышения порядка малости составляющих невязки, 
возникающих при аппроксимации производных по раз-

личным независимым переменным, а совместно. При 
этом при построении такого рода конечно-разностных 
схем активно используется исходное уравнение и его 
дифференциальные следствия. Такой подход позволяет 
увеличить число свободных параметров при создании 
схемы без изменения шаблона. При этом учитывается 
то, что разностная схема аппроксимирует точно диф-
ференциальное уравнение бесконечного порядка, так 
называемую гиперболическую форму дифференциаль-
ного представления разностной схемы (далее – Г-форму 
дифференциального представления разностной схемы 
[4]). Все это дает возможность повысить порядок ло-
кальной аппроксимации разностной схемы.

При построении разностных схем в работах [1, 2, 
3] использовался метод неопределенных коэффици-
ентов. И если в случае линейных уравнений проблем 
не наблюдалось, то при построении разностной схемы 
для квазилинейного уравнения Бюргерса (см. [2]) 
возникли сложности, связанные с переменностью не-
определенных коэффициентов и экспоненциальным 
ростом их числа в зависимости от порядка аппрок-
симации. Это не позволило предложить надежный 
подход для построения разностных схем МСА в не-
линейном случае.

3. Цель настоящей работы

Цель настоящей работы состоит в разработке под-
хода для применения МСА к построению разностных 
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схем наперед заданного порядка аппроксимации по 
пространству и времени для решения квазилинейных 
гиперболических уравнений и их систем в одномерном 
случае

4. Методика построения разностных схем МСА в 
квазилинейном случае

Рассмотрим в качестве исходного следующее одно-
мерное квазилинейное уравнение, записанное в кон-
сервативной форме:
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здесь f f t x= ( ),  - искомая функция независимых пере-
менных t x, , g g f= ( )  - поток величины f . Отметим, что 
в случае гиперболичности уравнения (1) существует дей-
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системы.

В области 0 1 0≤ ≤ ≤ ≤{ }x t T,  построим равномерную 
сетку ω ττh i x j tx ih i N t n n N= = = = ={ }| , ; | ,1 1 , где τ,h  - 
шаги дискретизации по времени и пространству соот-
ветственно. В дальнейшем будем полагать f f t xi

n
n i= ( ), . 

Ранее было обнаружено, что при применении МСА 
использование неявного шаблона не приводит к безу-
словной устойчивости даже в линейном случае [1]. Это 
обусловлено введением в структуру разностной схемы 
исходного гиперболического уравнения, область зави-
симости решения которого ограничена. Следователь-
но, будем проводить все рассуждения для явной двух-
слойной разностной схемы. Рассмотрим уравнение (1) 
в точке t xn i,( ) . Запишем его в полудискретной форме, 
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Эта запись следует из разложения разности 
f fi
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Тогда исходное уравнение принимает вид
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Отметим, что все производные определены в точке 
t xn i,( ) .

Далее, в соответствии с идеей МСА, выразим 
производные по времени через производные по про-
странству, используя Г-форму дифференциального 
представления (2). В результате имеем следующие 
выражения для производных по времени от искомой 
функции:
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Тождества (3) в общем случае несложно доказать 
методом математической индукции. Подставляя (3) в 
полудискретную форму (2), получим
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В (4) все производные берутся по пространствен-
ной координате на n − м временном слое. Отметим, 
что уравнение (4) полностью эквивалентно уравнению 
(1). Погрешность появится при учете конечного числа 
слагаемых в сумме в (4). Как видно, для получения 
разностной схемы порядка точности M  необходимо 
учесть M −( )1  слагаемых в сумме в уравнении (4).

Из вида (4) следует простая двухшаговая методика 
построения разностной схемы заданного порядка точ-
ности M  для решения уравнения (1).

Шаг 1. Строится разностная аппроксимация про-

изводной 
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Здесь LM
k  – некоторый разносный оператор k − го поряд-

ка, аппроксимирующий производную 
∂
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kx
 с порядком 

точности M . В качестве его могут быть использованы 
любые разностные операторы – от простейших централь-
но-разностных до широко распространенных в последние 
годы монотонных WENO аппроксимаций.

Шаг 2.Значение искомой функции на новом времен-
ном слое определяется по следующей зависимости:
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Задача построения операторов LM
k  тривиальна – 

можно, например, воспользоваться методом неопреде-
ленных коэффициентов или неким другим подходом 
(см., например,[5, 6]).

По методике (5, 6) несложно построить разност-
ные схемы для систем квазилинейных уравнений. В 

этом случае якобиан A f
g
f

( ) =
∂
∂

 будет матрицей. Отме-

тим существенную простоту предлагаемого подхода 
по сравнению с предложенным в [7, 8]. В цитируемой 
работе для построения алгоритма необходимо вы-
числять и манипулировать со старшими производны-

ми A f
g

f
k

k

k
( ) =

∂
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( ) , которые в случае систем уравнений 

представляют собой тензоры с порядком, пропорци-
ональным порядку аппроксимации. В настоящей же 
работе используются степени якобиана, которые в 
случае системы уравнений будут просто квадратные 
матрицы.

5. Пример построения конечно-разностных схем

В работе приведены результаты построения 
ра зностны х схем нечетного поря дк а точности 

M = { }3 5 7 9 11, , , , . Для аппроксимации операторов 
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были использованы простейшие центрально-раз-
ностные операторы Lc j

k
( )  по причинам, изложенным 

в [3]. При этом для аппроксимации на первом шаге 

первой производной 
∂
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k

kx
 использовался кососим-
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метричный оператор Lc M( )+1
1 , для аппроксимации 

нечетных производных 
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2 . При этом, для 

схемы, например, пятого порядка точности:
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Выражение для операторов Lc j
k

( )  несложно полу-
чить, используя классические методики построения 
конечно-разностных аппроксимаций (см., например, 
[5, 6]). Например,

L u
u u u u

hc i
i i i i

4
1 2 1 1 28 8( ) =

− + − +− − + + .

Для подавления высокочастотных осцилляций в 
правую часть (6) в настоящей работе вводилась дис-
сипативный член порядка M

v h L L fi
M

c i c
M

i
n= ( )( )2

1
2α .

Величина параметра α i  в последнем выражении 
определялась хорошо известным minmod-лимитером 
потоков [9], который обеспечивает невозрастание пол-
ной вариации решения. Естественно, использование 
монотонизирующих процедур, настроенных на кон-
кретную схему, привело бы к лучшим результатам, од-
нако такие исследования выходят за рамки настоящей 
работы. 

Анализ устойчивости полученных разностных 
схем спектральными методами и методом дифферен-
циального приближения показал, как и ожидалось, 
их условную устойчивость при выполнении условия 
Куранта-Фридрихса-Леви

τ λmax .
h

< 1

здесь λmax  - максимальная скорость распространения 
возмущений в решаемой задаче.

6. Результаты тестовых расчетов

Для практической оценки проведенных построе-
ний был решен ряд общепринятых тестовых задач для 

линейных и квазилинейных гиперболических урав-
нений и их систем. В тестовых задачах на проверку 
порядка аппроксимации оценка погрешности реше-
ния ε  проводилась в конечномерных аналогах норм 
в L L C1 2, , :

u h u u h u u ui L i
i

N

i L i
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,

здесь ui  - некоторая сеточная функция, N  - число узлов 
сетки по пространству. Порядок аппроксимации опреде-
лялся по экстраполяции Ричардсона (см., например, [9]). 

Во всех задачах полагалось σ τ= =h 0 5. .

Квазилинейное скалярное уравнение. Была решена 
следующая задача для уравнения Бюргерса:
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с периодическими граничными условиями. Расчет 
проводился до момента времени t = 0 5.

π , когда ре-
шение все еще гладкое. Результаты расчетов, пред-
ставленные на рис. 1, показали, что все предложенные 
разностные схемы подтвердили заявленный порядок 
аппроксимации.

Рис. 1. Зависимость С-нормы погрешности численного 
решения εi C

от числа точек в расчетной области N для 
квазилинейного скалярного уравнения

Здесь и далее k  - оценка порядка аппроксима-
ции, вычисленная по результатам расчетов. Отметим, 
что введение искусственной диссипации несколько 
снижает порядок точности. Решение этой задачи под-
твердило работоспособность предложенных схем при 
знакопеременном якобиане.

Система квазилинейных уравнений. В качестве си-
стемы уравнений были рассмотрены уравнения Эйле-
ра динамики невязкого сжимаемого газа в одномерной 
постановке:
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здесь ρ, , ,u E p  - плотность, скорость, полная энергия и 
давление газа соответственно. Замыкалась система (10) 
уравнением состояния идеального газа

p E
u

= − −






( )γ
ρ

1
2

2

с показателем адиабаты γ = 1 4, .
Для оценки скорости сходимости система (10) ре-

шалась со следующими начальными данными

ρ π= + ( ) = =1 0 2 1 1. sin ; ;x u p

и с периодическими граничными условиями (задача рас-
пространения энтропийных волн [7]). Известное точное 
решение этой задачи

ρ π= + −( )( ) = =1 0 2 1 1. sin ; ;x t u p

позволило оценить скорость сходимости предложенных 
разностных схем. Приведенные на рис. 2 зависимости 
L1 -нормы погрешности определения плотности газа от 
шага дискретизации в логарифмических координатах 
подтверждают заявленный порядок аппроксимации и в 
случае систем квазилинейных уравнений.

Рис. 2. Зависимость L1 -нормы погрешности численного 
решения от числа точек в расчетной области N для 

системы квазилинейных уравнений

В следующей серии расчетов были оценены способ-
ности предложенных разностных схем отрабатывать 
разрывные решения. Решение классических задач о 
распаде разрыва (задачи Лакса и Сода) не показало 
сколько-нибудь значимых преимуществ предлагае-
мых схем перед хорошими TVD схемами второго по-
рядка.

Следует ожидать большей выгоды от применения 
разностных схем высокого порядка точности при 
решении задач, в которых присутствуют сильные и 
слабые возмущения. Для проверки этого была реше-
на задача о взаимодействии сильной ударной волны 
( Mw = 3 ) с энтропийной волной [10]. В расчетной 
области x ∈ −[ ]5 5,  задавались следующие начальные 
условия

ρ, ,
. , . , . ,

. sin , ,
u p

x

x
( ) =

( ) < −
+ ( )

3 857143 2 629369 10 333333 4

1 0 2 5 0 1(( ) > −




 , .x 4

«Точное» решение этой задачи взято из [8]. Зна-
чение плотности газа для t = 1 8.  представлено на 
рис. 3.

Рис. 3. Зависимость плотности газа ρ  от 
пространственной координаты x

В результате серии расчетов для каждой разност-
ной схемы определялись минимальное число ячеек 
сетки Nx

min , при котором отклонение полученного 
решения от «точного» в норме Lh

1 , не превышает 0,01 
(за исключением зоны головной ударной волны) и 
время Tcalc

min , необходимое для проведения расчета на 
такой сетке.

Эти данные для предложенных разностных схем 
приведены на рис. 4.

Рис. 4. Зависимости времени расчета Tcalc
min  (белые 

прямоугольники) и потребного числа точек расчетной 
области Nx

min  (черные прямоугольники) от порядка 
точности схемы

Здесь по оси абсцисс указан порядок точности 
схемы, темные прямоугольники отражают число (в 
тысячах) ячеек Nx

min , а белые – затраченное на расчет 
относительное время.

Как видно, использование схем высокого поряд-
ка точности позволяет использовать более грубые 
сетки для достижения заданной точности, что при-
водит к сокращению времени расчета до полутора 
раз по сравнению со схемами низкого порядка точ-
ности (в нашем примере это схема 3-го порядка точ-
ности).
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7. Выводы

В заключение можно отметить следующее:
• в работе приведена и обоснована методика по-

строения двухслойных двухшаговых разностных схем 
метода совместной аппроксимации высокого порядка 
точности для решения квазилинейных гиперболиче-
ских уравнений в частных производных и их систем в 
одномерном случае;

• с помощью предложенной методики получены 
разностные схемы M = { }3 5 7 9 11, , , , порядков аппрокси-

мации по времени и пространству для решения одно-
мерных квазилинейных гиперболических уравнений в 
частных производных и их систем;

• приведенные результаты методических расчетов 
ряда общепринятых тестовых задач подтверждают 
заявленную скорость сходимости, хорошую обработ-
ку разрывных решений и экономичность при расчете 
сложных задач.

В дальнейшем предполагается обобщить предло-
женный подход на случай нескольких пространствен-
ных переменных.
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