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У даній статті виконується порів-
няльний аналіз методів апроксимації 
для відновлення неперервних сигналів, 
що характеризуються підвищеною кру-
тизною амплітуди та різким зростан-
ням функції, за їх дискретними відліками 
рядом Котельникова та сплайн-функці-
ями. Розроблено рекомендації для вибо-
ру та використання способів відновлення 
сигналів у залежності від їх форми на кін-
цевому проміжку
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В данной статье проводится сравни-
тельный анализ методов аппроксима-
ции для восстановления непрерывных 
сигналов, характеризующихся повышен-
ной крутизной амплитуды и резким воз-
растанием функции, по их дискретным 
отсчетам рядом Котельникова и сплайн-
функциями. Разработаны рекомендации 
по выбору и использованию способов вос-
становления сигналов в зависимости от 
их формы на конечном промежутке
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1. Введение

При восстановлении непрерывного сигнала s t( )  по 
его дискретным значениям восстановленный сигнал 
в точности совпадает с исходным сигналом в узловых 
точках и отличается в промежуточных точках. Рассма-
тривается вопрос о том, чтобы это отличие было мини-
мальным, то есть, чем меньше величина отклонения 
исходного сигнала от восстановленного, тем точнее 
можно восстановить заданный сигнал.

Для восстановления непрерывных сигналов в 
телекоммуникационных системах используются по-
линомиальная и дробно-рациональная аппроксима-
ции. Вместе с тем, эти методы обладают ограничен-
ными возможностями. Так, при их использовании в 
окрестности особых точек возможны непрогнозируе-
мые локальные возмущения, отмечается плохая схо-
димость и др. Успешно развиваемый в последние годы 
аппарат сплайн-аппроксимации (работы I. Schen- 
berg, C. de Boor, Дж. Альберга, Э. Нильсона, Дж. Уол  
ша, С. Б. Стечкина, Ю. Н. Субботина, Ю. С. Завья-
лова, Б. И. Квасова, В. Л. Мирошниченко, В. А. Ва- 
силенко, М. П. Корнейчука, А. О. Лигуна и др.), 
является серьезным конкурентом указанных видов 
аппроксимации, свободным от многих недостатков. 
К числу основных преимуществ сплайн-аппрокси-
мации можно отнести следующие:

1) сплайны более устойчивы относительно локаль-
ных возмущений, то есть поведение сплайна в окрест-

ности точки не сказывается на поведении сплайна в 
целом, как, например, это имеет место при полиноми-
альной интерполяции;

2) хорошая сходимость сплайн-интерполяции в от-
личие от полиномиальной.

В частности, для функций с нерегулярными свой-
ствами гладкости неоспоримый приоритет за сплайн-
интерполяцией.

Помимо перечисленных свойств сплайны облада-
ют полезными экстремальными свойствами. Важным 
практическим достоинством является то, что сплайн-
функции достаточно просто реализуются с помощью 
программных продуктов.

Не ослабевает интерес теоретиков к аппарату 
сплайн-аппроксимации и в области телекоммуника-
ций. Подтверждением этого являются, например, ра-
боты [1, 2, 3, 4, 5].

В работе [6] рассматривался вопрос о восстанов-
лении случайных сигналов без «резких» изменений 
формы по их отсчетам с помощью ряда Котельникова 
и сплайн-интерполяции, удовлетворяющих неравен-
ству:

s t
A

t
( ) < 2 , (1)

где A  – некоторая константа.
Были получены ошибки восстановления сигнала и 

даны рекомендации по восстановлению вышеуказан-
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ных сигналов с помощью сплайнов и ряда Котельни-
кова.

Возникает вопрос, каковы будут ошибки аппрокси-
мации рядом Котельникова и сплайн-функциями для 
сигналов с «резким» возрастанием их формы, удовлет-
воряющих условию (1); каковы рекомендации по их 
применению и, наконец, единственный ли это матема-
тический аппарат, который позволяет снизить ошибку 
аппроксимации, или существует другой альтернатив-
ный математический аппарат, более эффективный для 
заданного вида сигналов.

В связи с этим, возникает задача о получении 
оценок погрешности аппроксимации сигналов, ха-
рактеризующихся резким возрастанием функции и 
удовлетворяющим условию (1) рядом Котельникова и 
кубическим сплайном.

2. Цель исследования

Целью данной работы является сравнительный 
анализ методов восстановления непрерывных сиг-
налов, характеризующихся повышенной крутизной 
амплитуды и резким возрастанием функции по их 
отсчетам на основе ряда Котельникова и сплайн-
функций.

3. Содержание работы

Пусть на промежутке 0;T[ ]  задан непрерывный 
сигнал s t( ) . Разобьем этот отрезок 0;T[ ]  точка-
ми ∆: 0 0 1= < < < =t t t TN...  на частичные промежутки 

t ti i, +[ ]1 , i N= −0 1, , на каждом из которых построим 
многочлен определенной степени. В качестве та-
ких многочленов будем рассматривать кубические 
сплайны. Таким образом, получаем на промежутке 

0;T[ ]  кусочно-непрерывную функцию, которая и 
будет определять кубический сплайн.

Пуст ь н а о т р е зке [0 ; Т] в у з л а х с е т к и ∆ : 
0 0 1= < < < =t t t TN... , за даны значения некоторой 
функции si = s(ti), i N= 0, .

Согласно [7] интерполяционным кубическим 
сплайном S ti3( )  называется сплайн, удовлетворяю-
щий условиям:

S t Si i3( ) = , S t si i3 1 1( )+ += , i N= −0 1, ; (2)

- на каждом из отрез-
ков t ti i, +[ ]1  i N= −0 1,  он 
является многочленом 
третьей степени;

- на всем отрезке [0; 
T] обладает непрерыв-
ностью производных:

S f
3

0 0 0' ( ) '( ),+ =

S T f T
3

0' ( ) '( ).− =

Согласно теореме 
Котельникова [8], от-
счеты берутся через шаг 

дискретизации τ , который равен τ =
1

2Fmax

, где Fmax  –  

максимальная частота в спектре исходного сигнала. 
Базисными функциями ряда Котельникова служат 
функции отсчетов, которые образуют ортогональную 
на бесконечном промежутке (−∞; +∞) систему функ-
ций, т.е.

φ τ
ω τ

ω τ
( ) ( )

sin ( )
( )

t s k
t k

t kk

m

m

=
−

−=−∞

∞

∑ , (3)

где ω πm F= 2 max  – высшая круговая частота в спектре 
сигнала;

Fmax  – максимальная частота в спектре исходного 
сигнала;

τ  – шаг дискретизации.
Допустим, что в любой момент времени на проме-

жутке 0;T[ ]  задан непрерывный сигнал s t( )  функцией 
вида:

s t
t

t
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. (4)

На промежутке 0;T[ ]  зададим равномерную сетку 
разбиения следующим образом: ∆ : ...0 0 1= < < < =t t t TN , 
где t t t t t tN N1 0 2 1 1− = − = = − =−... τ  – шаг дискретизации. 
Пусть в точках разбиения известны значения функции 
s s t= ( ) : s t si i( ) = , i N= 0, .

Восстановление исходного непрерывного сигнала 
s t( )  осуществим с помощью ряда Котельникова вида 
(3) и кубическим сплайном вида (2).

Рассмотрим сигнал s t( )  вида (4), который ограни-
чен по спектру Fmax = 8 кГц с заданной частотой дис-
кретизации fд =16 кГц, при этом шаг дискретизации 

τ = =
1

2
1

16Fmax

.

В качестве узлов интерполяции будем рассматри-
вать отсчеты исходного сигнала s t( ) .

Результаты расчета в среде Маthcad 15 представле-
ны на рис. 1, при этом:

(1) – график заданного сигнала вида (4);
(2) – значения функции в узлах интерполяции;
(3) – аппроксимация исходного сигнала s t( )  рядом 

Котельникова;
(4) – аппроксимация исходного сигнала s t( )  куби-

ческим сплайном.

Рис. 1. Аппроксимация сигнала s t( )  с помощью ряда Котельникова и кубическим сплайном
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Пусть φ( )t  – аппроксимирующая функция, в каче-
стве которой в рассмотренном примере выступает ряд 
Котельникова и кубический сплайн. На рис. 2 пока-
зано отклонение значений восстановленного сигнала 
от его исходного значения при аппроксимации рядом 
Котельникова (1) и кубическим сплайном (2).

Рассмотрим произвольный частичный промежу-
ток разбиения [ , ]t ti i+1 , i N= −0 1, . Разобьем каждый 
из этих промежутков на n  частей. Точки разбие-
ния каждого такого промежутка обозначим через 
tij , i N= 0, , j n= 1, . Таким образом, на каждом из 
промежутков [ , ]t ti i+1 , i N= −0 1,  задана своя сетка 
разбиения ′ = < < < = +∆ : ...t t t t ti i i in i0 1 1  с шагом раз-

биения ′ =τ
1

64
.

Согласно формуле (5) работы [6] определим сред-
неквадратичную ошибку аппроксимации εn  на каж-
дом из частичных промежутков [ , ]t ti i+1 , где i N= −0 1, , 
значения εn  сведем в табл. 1.

Вычислим среднеквадратическое отклонение 
(СКО) разности восстановленного и исходного сигна-
лов [9]:

σ φ εn ij n
i jk

t= −∑1 2( ( ) )
,

, i N= 0, , j n= 1,  (5)

где φ( )tij  – значение интерполирующей функции в 
точках разбиения каждого частичного промежутка 
[ , ]t ti i+1 , i N= −0 1, ;

εn  – средняя величина отклонения значения вос-
становленного сигнала от его исходного значения на 
каждом частичном промежутке [ , ]t ti i+1 , i N= −0 1, ;

tij  – точки разбиения каждого частичного проме-
жутка [ , ]t ti i+1 , i N= −0 1, , j n= 1, ;

k n=  –количество точек разбиения на каждом ча-
стичном промежутке [ , ]t ti i+1 , i N= −0 1, .

Результаты значений СКО разности восстановлен-
ного и исходного сигнала рядом Котельникова и куби-
ческим сплайном для каждого частичного промежутка 
[ , ]t ti i+1 , где i N= −0 1,  приведены в табл. 1.

Несложно заметить, что на промежутках интерпо-
ляции «с плавным изменением амплитуды» (табл. 1, 
промежутки [t0, t1], [t1, t2], [t2, t3], [t12, t13], [t13, t14], [t14, 
t15], [t15, t16]), где форма сигнала непрерывно изменя-
ется без «повышенной крутизны амплитуды» лучшие 
результаты дает сплайн-интерполяция. А на участках 

с «повышенной крутизной амплитуды» (табл. 1, про-
межутки [t3, t4], [t4, t5], [t5, t6], [t6, t7], [t7, t8], [t8, t9], 
[t9, t10], [t10, t11], [t11, t12]) – интерполяционный ряд 
Котельникова.

Таким образом, становится очевидным тот факт, 
что для восстановления непрерывных сигналов, обла-

дающих повышенной 
крутизной амплитуды 
и резким возрастани-
ем фу н к ц и и, не о б-
ходимо рассмотреть 
возможность исполь-
зования другого мате-
матического аппара-
та, который позволит 
уменьшить ошибку ап-
проксимации и будет 
более эффективным 
для восстановления за-
данного вида сигналов.

Таблица 1

Значения СКО

        разности восстановленного и исходного сигнала

№
Проме-
жуток

Численные 
границы 

промежутка

εn  
ряда 

Котель-
никова

εn  
куби-
чес-
кого 

сплай-
на

σn  
рядом 

Котель-
никова

σn  
куби-
чес-
ким 

сплай-
ном

1 [t0, t1] [0; 0,063] 0,119 0,05 0,059 0,025

2 [t1, t2] [0,063; 0,125] 0,098 0,066 0,048 0,032

3 [t2, t3] [0,125; 0,188] 0,083 0,074 0,041 0,036

4 [t3, t4] [0,188; 0,25] 0,066 0,082 0,031 0,038

5 [t4, t5] [0,25; 0,313] 0,039 0,103 0,023 0,051

6 [t5, t6] [0,313; 0,375] 0,023 0,128 0,02 0,061

7 [t6, t7] [0,375; 0,438] 0,027 0,106 0,017 0,053

8 [t7, t8] [0,438; 0,5] 0,012 0,041 0,0072 0,022

9 [t8, t9] [0,5; 0,563] 0,0048 0,036 0,0049 0,02

10 [t9, t10] [0,563; 0,625] 0,022 0,099 0,015 0,049

11 [t10, t11] [0,625; 0,688] 0,059 0,121 0,026 0,062

12 [t11, t12] [0,68; 0,75] 0,079 0,107 0,035 0,05

13 [t12, t13] [0,75; 0,813] 0,091 0,081 0,046 0,04

14 [t13, t14] [0,813; 0,875] 0,117 0,076 0,056 0,036

15 [t14, t15] [0,875; 0,938] 0,149 0,072 0,075 0,037

16 [t15, t16] [0,938; 1] 0,225 0,102 0,092 0,038

На наш взгляд, таким аппаратом могут служить 
вейвлет-функции [10], которые имеют вид коротких 
ограниченных по времени волн, изменяющихся в мас-
штабе и перемещающихся по оси времени, благодаря 
чему эти «короткие волны» способны отражать ло-
кальные изменения в сигнале.

4. Выводы

1. Проведено сравнение двух способов восста-
новления непрерывных сигналов по их дискретным 
отсчетам с помощью ряда Котельникова и сплайн-
функций для сигналов с «повышенной крутизной 
амплитуды».

Рис. 2. Отклонение исходного сигнала s t( )  от восстановленного
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2. Полученные оценки погрешности аппрокси-
мации сигнала рядом Котельникова и кубическим 
сплайном позволяют утверждать, что при небольшой 
частоте дискретизации, в случае, когда амплитуда 
сигнала имеет плавное изменение лучше использо-
вать сплайн-интерполяцию, а для сигналов с резким 
возрастанием амплитуды предпочтительнее исполь-
зовать интерполяционный ряд Котельникова. Иначе 
ошибка интерполяции может достигать 6,2% и 9,2% в 
первом и во втором случаях соответственно (табл. 1).

3. Проведенное исследование показывает, что не-
обходимо рассмотреть возможность использования 
другого математического аппарата, который позволит 
восстанавливать сигналы, характеризующиеся нали-
чием быстрых осцилляций с большей точностью, чем 
ряд Котельникова или кубические сплайны.

На наш взгляд, таким аппаратом могут служить 
вейвлет-функции. Но это уже вопрос дальнейших 
исследований.
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1. Вступ

В останні десятиріччя відбулись зміни в засобах 
сприйняття і використання обчислювальних ресур-

сів і послуг. Якщо раніше вважалося нормальним за-
довольняти обчислювальні потреби через локальні 
обчислювальні платформи та обмежені інфраструк-
тури типу персональних комп’ютерів та локальних 
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