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Изучено совместное вли-
яние технологических несо-
вершенств и неоднородности 
нагружения на форму закри-
тического волнообразования 
гладкой цилиндрической обо-
лочки. Исследования проведе-
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The combined influence of 
technological imperfections and 
of non uniform loading on the 
form of waves of buckling for a 
smooth cylindrical shell is studied. 
Investigations were carried out by 
method of multifactor experiment
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Введение

Реальные крупногабаритные оболочки являются 
сложными конструкциями, форма которых не совпа-
дает с идеальными обводами, а условия нагружения 
– с условиями, предусмотренными в конструкторской 
документации. Причиной этого является особенность 
технологии изготовления, сборки, транспортировки и 
эксплуатации оболочек. Потеря устойчивости являет-
ся основной причиной разрушения оболочек, при этом 
величина критических усилий существенно отлича-
ется от расчетной нагрузки. Ранее было показано, что 
несущая способность тонкостенных цилиндрических 
оболочек при осевом сжатии зависит от амплитуды 
начальных несовершенств формы и неоднородности 

нагружения [1-7]. Уменьшение величины критических 
нагрузок при увеличении отдельных несовершенств 
и соответствующие формы выпучивания детально 
изучены в работах Бинкевича, Красовского [1], Преоб-
раженского, Грищака [3], Гудрамовича [4] и др. в эксм-
периментах на качественных металлических моделях.

Вместе с тем, результаты исследований устойчи-
вости технологически несовершенных и неоднородно 
нагруженных цилиндрических оболочек на основе 
многофакторного подхода [4-7] свидетельствуют о 
том, что взаимодействие параметров неоднородности 
часто приводит к изменению критических нагрузок 
по сравнению с однофакторными испытаниями. Это 
необходимо учитывать при расчетах, вследствие чего 
возникает необходимость исследования деформиро-
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вания оболочек при взаимодействии различных несо-
вершенств и нагрузок.

Методика экспериментальных исследований

Исследования проводились на основе структурно-
экстраполяционного анализа [4–8]. Применение мно-
гофакторного подхода позволяет корректно решить 
задачу о нелинейном совместном влиянии несовер-
шенств и параметров неоднородности нагружения на 
несущую способность конструкции. В экспериментах 
участвовали тонкостенные оболочки диаметром 0,143 
м, толщиной стенки 2,5х10-4 м и длиной 0,2 м, изготов-
ленные из стали марки Х18Н9-н. Испытания опытных 
образцов на устойчивость были проведены на машине 
УМЭ-10ТМ и предложенной в [9] испытательной уста-
новке (рис. 1). 

  
а) 

б)                                              в)

Рис. 1. Образец в испытательной машины при комбиниро-
ванном нагружении (а) и при осевом сжатии (б), образец 

овально-конической оболочки (в)

На первом этапе изучались формы закритического 
волнообразования качественных оболочек при действии 
комбинированных неравномерных нагрузок. Рассма-
тривались комбинации осевого сжатия или поперечной 
силы с внутренним или внешним давлением (рис. 2). 

На втором этапе производился основной многофакторный 
эксперимент по изучению влияния семи технологических 
факторов на параметр устойчивости и форму закритиче-
ского изгиба продольно сжатых цилиндрических оболочек 
[4–7]. Статистические характеристики изменявшихся в 
эксперименте факторов приведены в табл. 1. Он произ-
водился в соответствии с ядром плана 27-2, являющегося 
четверть – репликой полного факторного эксперимента 

27. Для принятой дробности плана на основе априорной 
информации удалось установить, что минимальное число 
опытов, необходимое для раздельного оценивания линей-
ных факторов и их парных взаимодействий, равно 32. Для 
определения коэффициентов при нелинейных членах план 
эксперимента был дополнен до плана второго порядка при 
общем числе опытов М = 47. Таким образом, был получен 
квазиортогональный центральный композиционный план 
при варьировании семи активных факторов на пяти уров-
нях. В табл. 1. также представлены данные наблюдения за 
восьмым пассивным фактором.

Рис. 2. Схемы приложения нагрузок при комбинирован-
ном нагружении оболочек

На третьем этапе для осевого сжатия были реали-
зованы дополнительные двухфакторные эксперимен-
ты второго порядка на двух уровнях конусности α и 
овальности a/b, на двух уровнях овальности нижнего 
и верхнего торцов при  α=2º16´ (рис. 1в). 

Таблица 1

Статистические характеристики факторов

Описание пере-
менных

Услов-
ные 

обозна-
чения

Еди-
ница 
из-
ме-
ре-
ния

Среднее 
значение

Размах

Глубина лунки w м 9,1х10-4 3,83х10-4

Продольная 
длина лунки

lL м 3,3х10-2 9,31х10-3

Поперечная 
ширина лунки

lφ м 2,6х10-2 6,90х10-3

Конусность α ми-
нуты

96 40

Овальность a/b - 0,9 0,039
Амплитуда не-
плоскостности 

торца
AT м 1,5х10-4 4,80х10-5

Число волн не-
плоскостности 

торца
nT - 12 5

Разнотолщин-
ность

δmax – 
δmin

м 3,2х10-6 1,50х10-6

Отдельно производился двухфакторный экспери-
мент по изучению закритического формообразования 
при действии периодически неоднородного осевого 
сжатия на двух уровнях амплитуды неплоскостности 
торца AT и пяти уровнях числа волн неплоскостности 
nT. 

Анализ форм закритического волнообразования

Испытания показали, что исчерпание несущей спо-
собности качественных цилиндрических оболочек при 
действии равномерных нагрузок типа осевого сжатия, 
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сдвига и внешнего или внутреннего давления проис-
ходит резким хлопком путем достижения предель-
ной точки. Формы закритического формообразования 
представлены на рис. 3 и 4. Хорошо видно, что комби-
нирование нагрузок, имеющих собственную форму 
потери устойчивости (осевое сжатие, сдвиг, внеш-
нее давление) приводит к образованию смешанных 
форм потери устойчивости, сочетающих характерные 
элементы собственных форм для одиночных нагру-
зок. Добавление же внутреннего давления приводит 
к увеличению локальности закритической формы и 
приближает ее к теоретически определенной бифурка-
ционной форме.

 

а)                                         б)

 

в)                                          г)

Рис. 3. Форма потери устойчивости при сдвиге (а), равно-
мерном внешнем давлении (б), их взаимодействии (в), и 
при взаимодействии сдвига с равномерным внутреннем 

давлением (г) 

Для оболочек с технологическими несовершен-
ствами потеря устойчивости происходит преимуще-
ственно в два этапа – вначале достигается точка би-
фуркации, затем предельная точка. При этом если 
форма докритического изгиба близка к закритической 
по окружной изменяемости, то обе точки сливаются, и 
потеря устойчивости происходит в предельной точке. 
Особенно это характерно для оболочек с неплоским 
торцом (рис. 4г).

Концептуально несовершенства представляли со-
бой воздействие возмущений четырех видов – еди-
ничной лунки, неплоскостности торца, овальности и 

конусности. Поэтому были выделены формы закрити-
ческого волнообразования, соответствующего формам 
потери устойчивости оболочек при наличии только 
этих несовершенств в однофакторных экспериментах 
[1, 2, 4, 6, 7]. Так для неплоскостности характерно 
соответствие прогибов числу волн и смещение их к 
возмущенному торцу (рис. 4г). Для единичной лунки 
характерно развитие прогиба, близкого к ее первона-
чальной форме (рис. 5а). Потеря устойчивости оваль-
ной цилиндрической оболочки с малой овальностью 
происходит по общей форме, близкой к собственной 
форме потери устойчивости при действии равномер-
ного осевого сжатия (рис. 4а), но смещенной на панель 
меньшей кривизны (рис. 5б). Конусность приводит к 
смещению формы в направлении большего торца по 
образующей [2]. Остальные формы рассматривались 
по степени близости к указанным формам и представ-
лены в процессе развития при увеличении нагрузки 
на рис. 6. 

 

а)                                              б)

 

в)                                            г)

Рис. 4. Форма потери устойчивости оболочки при равно-
мерном осевом сжатии (а), при его взаимодействии с 

внешним давлением (б), при его взаимодействии с вну-
тренним давлением (в) и при неплоскостности нижнего 

торца (г)
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а)

 

б)

Рис. 5. Волнообразование, инициированное преимуще-
ственно лункой (а) и инициированное преимущественно 

овальностью (б)

Из анализа рис. 6 хорошо видно, что степень влия-
ния каждого из видов несовершенств на форму закри-
тического волнообразования существенно зависит от 
соотношения величин факторов. Так неоднородность 
нагружения и лунка могут инициировать развитие 
совместного прогиба в зависимости от изменяемости 
неплоскостности и формы лунки в плане (рис. 6а).

В докритической стадии интенсивные прогибы ло-
кализуются отдельно вблизи неплоского торца и лун-
ки, затем происходит бифуркация, положение которой 
определяется величиной рассматриваемых факторов. 
Далее, при возрастании нагрузки, происходит прохло-
пывание по общей форме, объединяющей бифуркаци-
онные локальные прогибы. 

Определенная «конкуренция» наблюдается также 
и в противодействии формы, навязанной лункой, и 
характерного прогиба при овальности (рис. 6б).

Более подробно характер потери устойчивости ви-
ден при анализе двухфакторных экспериментов [6, 7]. 
Исчерпание несущей способности овально-конических 
оболочек (рис. 7) происходит в один этап путем достиже-
ния предельной точки с резким хлопком и образованием 
общей формы потери устойчивости [7]. 

Для оболочки с одинаковой малой овальностью 
торцов (рис. 7а) эта общая форма близка к собственной 
форме потери устойчивости овальной цилиндриче-
ской оболочки при действии равномерного осевого 
сжатия (рис. 4а), но смещена к большему торцу. На 
одной стороне оболочки появляются два – три пояса 
вмятин, расположенных у большего торца. Они охва-
тывают панель меньшей кривизны и распространяют-
ся на боковую часть панелей большей кривизны.

 а) 

б)

Рис. 6. Взаимодействие форм, инициированных лункой и 
неплоскостностью (а), лункой и овальностью (б)

Локальные вмятины имеют относительно большие 
размеры и образуют регулярную не замкнутую форму 
выпучивания. Увеличение конусности и одинаковой 
овальности торцов приводит к смещению зоны волно-
образования в продольном направлении к меньшему 
торцу (рис. 7б) при сохранении общего характера вы-
пучивания.

При высокой конусности (в пределах данного экс-
перимента) увеличение овальности нижнего торца при 
сохранении формы верхнего увеличивает продольную 
локализацию выпучивания (рис. 7в), смещая вмятины 
еще ближе к нижнему торцу при сохранении изменяе-
мости в окружном направлении. Наоборот, превали-
рование при высокой конусности овальности верхнего 
торца приводит к существенному смещению вмятин к 
торцу с большей овальностью (рис. 7г). 
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 а)                                              б) 

в)                                                 г)

Рис. 7. Взаимодействие форм закритического волнообра-
зования: для оболочки с малой конусностью и одинаковой 
малой овальностью торцов (а), с большой конусностью и 
одинаковой большой овальностью торцов (б), с большой 
конусностью и большей овальностью нижнего торца (в), 

с большой конусностью и большей овальностью верхнего 
торца (г)

Выводы

Приведен комплексный анализ, позволяющий 
получить достоверную экспериментальную оценку 
формы закритического волнообразования тонкостен-
ных цилиндрических оболочек с комплексом несо-
вершенств при действии комбинированных нагрузок 
на основе многофакторного подхода. Изучены формы 
закритического деформирования и их взаимодействие 
при различных соотношениях параметров несовер-
шенств и нагружения. Установлена существенная не-
однородность закритического деформирования таких 
оболочек и необходимость учета взаимного влияния 
отдельных несовершенств при определении его фор-
мы. Показано, что расчет несущей способности цилин-
дрической оболочки с комплексом технологических 
несовершенств в условиях комбинированного нагру-
жения должен учитывать значительную неоднород-
ность закритических перемещений такой конструкции 
и их зависимость от соотношения амплитуд несовер-
шенств и характера нагрузки.

Проведенный анализ экспериментальных данных 
может быть использован при построении прибли-
женных аналитических выражений для перемещений 
конструкции после потери устойчивости.
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