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Розглядається задача про вільні коливан-
ня ортотропних кругових циліндричних обо-
лонок змінної товщини в рамках уточненої 
теорії Тимошенка-Міндліна. Досліджується 
вплив характеру зміни товщини оболонки 
в круговому напрямку на спектр частот її 
вільних коливань при різних граничних умо-
вах. Для розв’язання задачі застосовуються 
методи сплайн-апроксимації та дискретної 
ортогоналізації. Розраховано частоти 
вільних коливань оболонок
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ортотропний матеріал, змінна товщина, 
уточнена теорія, метод сплайн-апроксимації

Рассматривается задача о свободных 
колебаниях ортотропных круговых цилин-
дрических оболочек переменной толщины 
в рамках уточненной теории Тимошенко-
Миндлина. Исследуется влияние характе-
ра изменения толщины оболочки в круговом 
направлении на спектр частот ее свободных 
колебаний при различных граничных услови-
ях. Для решения задачи используются мето-
ды сплайн-аппроксимации и дискретной 
ортогонализации. Проведен расчет частот 
свободных колебаний оболочек

Ключевые слова: цилиндрические обо-
лочки, ортотропный материал, перемен-
ная толщина, уточненная теория, метод 
сплайн-аппроксимации

1. Введение

Решение задач динамики тонкостенных цилин-
дрических конструкций с переменными параме-
трами сопряжено со значительными трудностями, 
обусловленными сложностью системы исходных диф-
ференциальных уравнений в частных производных 
с переменными коэффициентами, необходимостью 
удовлетворения краевым условиям на ограничива-
ющее упругое тело поверхностях. Эти трудности су-
щественно возрастают при расчете конструктивных 
элементов сложной формы в случае анизотропии и 
неоднородности материала. Отмеченные факты об-
уславливают наличие лишь отдельных публикаций по 
данному вопросу [1-4].

Поэтому большое значение имеет разработка эф-
фективных подходов для решения задач о стацио-
нарных динамических процессах в анизотропных 
неоднородных оболочечных структурах различной 
геометрии в рамках различных теорий оболочек и 
пространственной постановке, позволяющих полу-

чать с высокой степенью точности решения указанных 
классов задач в широком диапазоне изменения гео-
метрических и механических параметров, реализация 
разработанных алгоритмов на современных персо-
нальных компьютерах.

В настоящем сообщении авторами предложен 
эффективный численно-аналитический подход, ко-
торый базируется на сплайн-аппроксимации и ме-
тоде коллокации, позволяющий свести исходную 
трехмерную или двухмерную задачу к системам 
обыкновенным дифференциальным уравнений вы-
сокого порядка. Для решения полученной одно-
мерной краевой задачи на собственные значения 
применяется эффективный численный метод дис-
кретной ортогонализации совместно с методом по-
шагового поиска. 

Проведенные расчеты на основе предложенного 
подхода дают возможность провести широкий анализ 
поведения динамических характеристик анизотроп-
ных неоднородных цилиндрических оболочек с пере-
менными параметрами в зависимости от характера 
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изменения толщины оболочек, граничных условий, 
механических параметров. 

Также проведено сравнение результатов расчетов, 
полученных в рамках теории упругости и различным 
прикладным теориям оболочек. Большое внимание в 
работе уделяется вопросу обоснования достоверности 
полученных результатов.

2. Постановка задачи

Рассмотрим открытую цилиндрическую орто-
тропную оболочку переменной толщины, средин-
ная поверхность которой отнесена к ортогональной 
криволинейной системе координат z,θ, а вся обо-
лочка к системе координат z,θ,γ (γ – координата в 
направлении нормали к срединной поверхности). 
Толщина оболочки H является переменной величи-
ной ( )H H z,= θ  и отсчитывается от срединной по-
верхности в направлении координаты γ. Поперечное 
сечение рассматриваемой оболочки представлено на 
рис. 1.

Рис.	1.	Поперечное	сечение	незамкнутой	оболочки	пере-
менной	толщины

С учетом соотношений (1), связывающих малые 
перемещения точек оболочки с компонентами пере-
мещений точек срединной поверхности в рамках уточ-
ненной теории Тимошенко-Миндлина:

( ) ( )ru r, ,z w ,zθ = θ ; ( ) ( ) ( )u r, ,z v ,z ,zθ θθ = θ + gΨ θ ;

 ( ) ( ) ( )z zu r, ,z u ,z ,zθ = θ + gΨ θ ,                    (1)

где ( )u z,θ , ( )v z,θ , ( )w z,θ  – перемещения сре-
динной поверхности; ( )z z,Ψ θ , ( )z,θΨ θ  – функ-
ции, характеризующие полный поворот нор-
мали, запишем геометрические соотношения и 
соотношения упругости для рассматриваемой 
оболочки [5]. В результате подстановки получен-
ных соотношений в уравнения движения полу-
чаем разрешающую систему дифференциальных 
уравнений в частных производных с параметром 
ω2  относительно функций ( )u z,θ , ( )v z,θ , ( )w z,θ ,  

( )z z,Ψ θ , ( )z,θΨ θ  и их производных, которую можно 
записать в виде:

 2 2 2 2 2 2

i 2 2 2 2

u u u u u v v v v v
L u, , , , , ,v, , , , , ,

z z z z z z
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂θ ∂ ∂ θ ∂ ∂θ∂ ∂θ ∂ ∂ θ ∂ ∂θ∂

 2 22 2 2

2 2 2 2

w w w w w
w, , , , , , , , , , ,

z z z z z
θ θ θ θ

θ
∂Ψ ∂Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ Ψ

∂θ ∂ ∂ θ ∂ ∂θ∂ ∂θ ∂ ∂ θ ∂
 (2)

2 2 2 2
2z z z z z

z 2 2, , , , , , , 0
z z z z
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где ( )iL i 1,5=  – линейные операторы. Добавляя гра-
ничные условия на контурах оболочки, получаем дву-
мерную краевую задачу.

3. Методика решения

Для решения поставленной задачи используется 
и развивается эффективная численно-аналитическая 
методика, основанная на сведении двумерной краевой 
задачи к одномерной задаче на собственные значения 
методом сплайн-коллокации и последующим ее реше-
нием методом дискретной ортогонализации с приме-
нением метода пошагового поиска [5-8]. 

Решение системы (2) будем искать в следующем 
виде:

( ) ( ) ( )
N

i 1i
i 0

u z; u z
=

θ = θ ϕ∑ , ( ) ( ) ( )
N

i 2i
i 0

v z; v z ,
=
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N

i 3i
i 0
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=

θ = θ ϕ∑ , ( ) ( ) ( )
N

z zi 4i
i 0

z; z
=

Ψ θ = Ψ θ ϕ∑ , 

( ) ( ) ( )
N

i 5i
i 0

z; zθ θ
=

Ψ θ = Ψ θ ϕ∑ ,                     (3)

где ( )iu θ , ( )iv θ , ( )iw θ , ( )iθψ θ , ( )ziψ θ  - искомые функ- 
 
ции переменной θ , ( )ji zϕ  ( )j 1,5;i 0, N= =  - линейные 
комбинации В-сплайнов третьей степени на равномер-
ной сетке Δ: 0 1 N0 z z z L= < < < =  с учетом граничных 
условий при z = 0 и z = L. 

Систему дифференциальных уравнений (3) можно 
привести к виду

 Y A( , )Y′ = θ ω ,                                 (4)

где { }T

z zY u,u ,v,v ,w,w , , , ,θ θ′ ′ ′ ′ ′= ψ ψ ψ ψ , ( )A ,ω θ  - квадрат-
ная матрица порядка 10(N+1)×10(N+1). Граничные ус-
ловия запишутся в виде

 1B Y(0) 0= ; 2B Y( ) 0p = ,                       (5)

где B1  и  B2 – прямоугольные матрицы порядка 
5(N+1)×10(N+1).

Краевая задача (4) – (5) на собственные значения 
решалась методом дискретной ортогонализации со-
вместно с методом пошагового поиска.
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4. Анализ результатов

Исследуются спектры частот свободных колебаний 
открытых ортотропных цилиндрических оболочек пе-
ременной толщины в круговом направлении с целью 
изучения влияния различных законов изменения тол-
щины оболочки в круговом направлении на ее дина-
мические характеристики при различных граничных 
условиях. Для проведения расчетов рассматривалась 
незамкнутая ортотропная оболочка, изготовленная 
из волокнистого стеклопластика с ортогонально уло-
женными слоями в соотношении 5:1 со следующими 
характеристиками упругости [9]:

νθz  = 0.149,  νzθ  = 0.0648,  Ez  = 4.76∙104 МПа,  
Eθ = 2.07∙104 МПа, 

Gzθ  = 0.531∙104 МПа, Gzγ = 0.501∙104 МПа,  
Gθγ = 0.434∙104 МПа. 

Геометрические параметры оболочки: длина  
L 20= , радиус R 10=  и начальная толщина 0H 2=  при 
0 ≤ θ ≤ p . Толщина оболочки изменяется по следую-
щим законам, сохраняющим ее массу: 

• А – ( ) 0H H 1
2
p  θ = + a θ - p    

 – линейный закон.

• В – ( )
2

0 2H H 1 6 6 1
  θ θθ = + a ⋅ - ⋅ +   p p  

 – квадратич- 
 
ный закон.

• С – ( ) ( )0H H 1 cos2 ,0θ = + a θ ≤ θ ≤ p  – тригономе-
трический закон изменения толщины оболочки. 

Расчеты проводились при N  =  18 – число точек 
коллокации. Параметр изменения толщины α прини-
мает значения: α = 0 (оболочка постоянной толщины) и  
α = 0,3 (оболочка переменной толщины). 

В табл. 1 представлены первые пять значений без-
размерного параметра m m 0 0H / E ,W = ω ρ  (m  − номер 
частоты), Е0 = 104 МПа, характеризующего частоты 
колебаний рассмотренной оболочки, контуры ко-
торой закреплены следующим образом: при z = 0 
и z = L контур жестко закреплен u=v=w=Ψθ=Ψz=0; 
при θ=0 и θ=π контур шарнирно опертый 
 

z

v
u w 0θ∂Ψ∂= = = Ψ = =

∂θ ∂θ
(граничные условия I). 

таблица	1

Сравнение	частот	свободных	колебаний	ортотропных	
оболочек	в	зависимости	от	характера	изменения	толщины	

(граничные	условия	I)

А В С

α = 0 α = 0,3 Δ% α = 0,3 Δ % α = 0,3 Δ %

W1 0,0772 0,0770 0,26% 0,0769 0,39% 0,0765 0,91%

W2 0,0871 0,0879 0,92% 0,0886 1,72% 0,0895 2,76%

W3 0,0921 0,0921 0% 0,0915 0,65% 0,0913 0,87%

W4 0,1146 0,1146 0% 0,1146 0% 0,1146 0%

W5 0,1278 0,1273 0,39% 0,1266 0,94% 0,1257 1,64%

Рассчитано процентное отношение изменения по-
лученных частот к соответствующим частотам колеба-
ний оболочки постоянной толщины. 

В табл. 2 приведены значения частотного параме-
тра m m 0 0H / E ,W = ω ρ  (m − номер частоты) свободных 
колебаний рассматриваемой оболочки, контуры кото-
рой закреплены следующим образом: при z = 0 и z = L 
 
контур шар-нирно опертый zu

v w 0
z z θ

∂Ψ∂ = = = = Ψ =
∂ ∂

, 

при θ = 0 и θ = π контур жестко закреплен u = v = w =  
=Ψθ = Ψz = 0 (граничные условия II)

таблица	2

Сравнение	частот	свободных	колебаний	ортотропных	
оболочек	в	зависимости	от	характера	изменения	толщины	

(граничные	условия	II)

А В С

α = 0 α = 0,3 Δ% α = 0,3 Δ % α = 0,3 Δ %

W1 0,0729 0,0728 0,14% 0,0776 6,45% 0,0764 4,80%

W2 0,0777 0,0776 0,13% 0,0795 2,32% 0,0844 8,62%

W3 0,0859 0,0856 0,35% 0,0876 1,98% 0,0887 3,26%

W4 0,1326 0,1321 0,38% 0,1338 0,91% 0,1315 0,83%

W5 0,1373 0,1371 0,15% 0,1390 1,24% 0,1376 0,22%

Анализ результатов, представленных в таблицах 
1-2, показывает, что при рассмотренных граничных 
условиях влияние линейного закона (А)  изменения 
толщины оболочки на частоты ее свободных коле-
баний незначительно, квадратичного закона (В) и 
тригонометрического закона (С) более выражено по 
сравнению с линейным законом. Причем, при жестком 
закреплении в круговом направлении и шарнирном 
в продольном (граничные условия II) влияние пере-
менной толщины на значения первых частот более су-
щественно. 

Результаты проведенного численного эксперимен-
та позволяют сделать вывод о том, что изменяя тол-
щину оболочки по различным законам, сохраняющим 
массу оболочки, а также изменяя граничные условия 
на контурах оболочки, можно влиять на спектр частот 
свободных колебаний круговых цилиндрических ор-
тотропных оболочек.
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числі ГТД-110, виконаних згідно бінарної 
схеми та схемам газотурбінних надбудов. 
Розроблено технічні пропозиції щодо тепло-
вих й механічних схем потужних енерге-
тичних ГТУ та ПГУ на їх основі з ККД 
62…63 %

Ключові слова: енергетичні й теплові 
установки, ПГУ, ГТУ, потужність, 
механічні схеми

Приведены данные предэскизных проек-
тов перспективных энергетических ПГУ 
на основе ГТУ большой мощности, в том 
числе ГТД-110, выполненных по бинарной 
схеме и по схемам газотурбинных надстро-
ек. Разработаны технические предложения 
для тепловых и механических схем мощных 
энергетических ГТУ и ПГУ на их основе с 
КПД 62…63 %

Ключевые слова: энергетические и 
тепловые установки, ПГУ, ГТУ, мощность, 
механические схемы

1. Введение

Данные разработки относятся к области энерге-
тического машиностроения, в частности к созданию 
газотурбинных и парогазовых установок (ГТУ и ПГУ). 

В настоящее время необходимо определить рацио-
нальный облик перспективных ПГУ на основе отече-
ственных ГТУ большой мощности, сформировать ос-
новные технические требования к таким ПГУ, включая 
требования высокой экономической эффективности 
электрогенерации, расширения регулировочного диа-
пазона и улучшения экологических показателей.

Основной проблемой является создание перспек-
тивной отечественной ПГУ большой мощности, наи-
более быстрореализуемым проектом которой будет 
ПГУ на основе серийно выпускаемой газотурбинной 

установки ГТД-110. Этот ГТД, при его модернизации и 
повышении технико-экономических показателей по-
зволит получить экономичность новой ПГУ на уровне 
58…60 % и современный уровень экологической без-
опасности.

2. Основная часть

Для решения этих задач в ОАО «НПО ЦКТИ» в 
2012 году был выполнен комплекс из двух НИОКР, 
направленных на разработку базовых технологий, ма-
териалов и оборудования для ПГУ на базе ГТУ боль-
шой мощности, выполненный по заказу ОАО «НПО 
Сатурн» на основании Государственного контракта.


