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Представлено метод розрахунку 
магнітних полів, створених двома кон-
центричними протилежно спрямова-
ними круговими струмами. Чисельним 
знаходженням векторних криволінійних 
інтегралів знайдено поле в ближній 
зоні у площині паралельній площині 
витків. Наведено результати чисель-
них розрахунків розподілу поля вздовж 
прямої, розміщеній в цій площині

Ключові слова: круговий струм, 
магнітна індукція, поле кругового стру-
му, векторний криволінійний інтеграл

Представлен метод расчета маг-
нитных полей, создаваемых двумя 
концентрическими противополож-
но направленными кольцевыми тока-
ми, расположенными в одной плоскости. 
Численным нахождением векторных 
криволинейных интегралов найдено поле 
в ближней зоне в плоскости, парал-
лельной плоскости витков. Приводятся 
результаты численных расчетов распре-
деления поля вдоль прямой, расположен-
ной в этой плоскости

Ключевые слова: круговой ток, маг-
нитная индукция, поле кругового тока, 
векторный криволинейный интеграл

1. Введение

Определение характеристик магнитного поля, 
создаваемого системой двух круговых концентри-
ческих токов, является актуальной задачей в связи 
с тем, что при разных направлениях движения тока 
в витках вдоль оси симметрии возникает локальная 
концентрация поля. Эти вопросы остаются недо-
статочно исследованными, в связи с чем возникает 
необходимость получения новых, достоверных ко-
личественных результатов. Не останавливаясь под-
робно на библиографическом обзоре, отметим, что 
основные расчетные формулы приведены в моногра-
фиях [1 – 2], а некоторые дополнительные аспекты 
нахождения магнитных полей сложных источников 
рассмотрены в [3 – 8].

В настоящей работе приводятся основные расчет-
ные формулы, а также результаты численного расчета 
распределения магнитных полей, создаваемых такой 
системой. Эти результаты могут быть использованы 

для удержания магнитных носителей лекарственных 
препаратов при магнитотерапии [9].

2. Постановка задачи

Рассматриваются два круговых витка различного 
радиуса с общим центром, расположенные в одной 
плоскости. Требуется определить магнитное поле, соз-
даваемое витками, в плоскости, параллельной плоско-
сти витков и проходящей через ось симметрии систе-
мы. При этом дополнительно предполагается, что поле 
в центре витков равно нулю, а расстояние до плоскости 
сравнимо с размерами витков, т.е. поле рассчитывается 
в ближней зоне.

Свяжем с витками декартовую прямоугольную си-
стему координат x, y, z , поместив оси x, y  в плоско-
сти витков, и направив ось z  перпендикулярно этой 
плоскости. Начало координат 0  поместим в центре 
концентрических окружностей. Также обозначим цен-
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тральный угол, определяющий положение точки на 
окружностях через θ . Введем обозначения: 1 2a , a  – ра-
диусы витков, 1 2J , J  – токи, протекающие в витках, а 
также обозначим расстояние до плоскости a, в которой 
требуется определить поле через растояние d .

Очевидно, в силу осевой симметрии, поля вдоль 
всех прямых, расположенных в плоскости a , будут 
идентичными, поэтому достаточно определить поле 
вдоль какой-нибудь прямой l  в этой плоскости, про-
ходящей через ось z . Поэтому удобно считать, что эта 
прямая l  параллельна оси 0x .

Из условия, что суммарное поле в точке 0  должно 
обращаться в нуль, следует, что токи и радиусы витков 
должны быть связаны между собой. Поле, создаваемое 
круговым током в центре, определяется по известной 
формуле [1, 2]

µ µ= 0 J
B

2 a
,                                     (1)

где B  – магнитная индукция, µ0  – магнитная посто-
янная, µ  – магнитная проницаемость (для вакуума 
µ =1 ), J  – сила тока в витке, a  – радиус витка.

Для того, чтобы поле в точке 0  было равно нулю, 
из формулы (1) следует, что токи в витках должны 
иметь разное направление, а по величине связаны за-
висимостью:

= 1
2 1

2

a
J J

a
.                                     (2)

В дальнейшем предполагаем, что зависимость (2) 
выполняется.

3. Расчет поля в ближней зоне кругового тока

Имеющиеся в справочной литературе конечные 
формулы позволяют определить поле на оси 0z  круго-
вого тока, а также в дальней зоне с помощью дипольно-
го приближения. В ближней зоне эти соотношения мо-
гут привести к значительным погрешностям, поэтому 
возникает необходимость применения более точных 
соотношений.

Основной расчетной формулой для определения 
магнитной индукции поля, создаваемой плоским зам-
кнутым контуром в произвольной точке пространства, 
является формула закона Био-Савара-Лапласа [1, 2].

Элемент проводника 


dl  в некоторой точке про-
странства создает поле, которое в вакууме может быть 
вычислено по формуле:

µ  = × π




0
3

J
dB dl r

4 r
,                            (3)

где 


r  – радиус-вектор, проведенный от середины 
элемента проводника к точке, в которой определяется 
магнитное поле, 



dl  – это вектор, равный по модулю 
длине элемента дуги dl  и направленный вдоль на-
правляющего вектора касательной в рассматриваемой 
точке в сторону движения тока.

В силу принципа суперпозиции магнитных полей 
суммарное поле, создаваемое произвольным замкну-

тым контуром, определится криволинейным вектор-
ным интегралом:

µ  = × π ∫








0
3

J 1
B dl r

4 r
.                            (4)

Таким образом, в данном случае задача сводится к 
вычислению криволинейных интегралов (4) по конту-
рам круговых витков и сложению найденных векторов.

Пусть ( )ξ η ζP , ,  – некоторая точка пространства, 
а ( )M x,y,0  – некоторая точка контура. Так как точка 
M  принадлежит окружности, то = θ = θx a cos , y a sin . 
Тогда радиус-вектор записывается в виде:

{ }= ξ − θ η− θ ζ


r a cos , a sin , .                       (5)

Для рассматриваемой прямой ξ = η = ζ =x, 0, d .
Векторный элемент контура:

{ }= − θ θ θ


dl sin ,cos ,0 ad .                        (6)

Модули этих векторов соответственно равны:

( ) ( )= ξ − θ + η− θ + ζ = θ2 2 2r a cos a sin , dl ad .      (7)

Нахождение векторного криволинейного интегра-
ла (4) после записи векторного произведения в явном 
виде сводится к вычислению трех скалярных криво-
линейных интегралов по длине окружности. Оконча-
тельно поле витка представляется в виде:

= + +


  

x y zB B i B j B k ,                            (8)

где 


 

i , j, k  – орты декартовой системы координат, а про-
екции вектора индукции определяются интегралами:

( )

π π

π

µ µζ θ ζ θ= θ = θ
π π

− ξ θ + η θµ= θ
π

∫ ∫

∫

2 2
0 0

x y3 3
0 0

22
0

z 3
0

J Ja cos a sin
B d , B d ,

4 r 4 r

a a cos sinJ
B d ,

4 r
       

(9)

где модуль вектора r  в знаменателях определяется 
формулой (7).

Амплитуда вектора индукции и его направление, 
задаваемое направляющими косинусами, вычисляют-
ся по формулам:

= + +2 2 2
x y zB B B B ,                             (10)

	
a = β = γ =yx z

BB B
cos , cos , cos

B B B
.             (11)

Приведенные формулы позволяют полностью 
определить характеристики поля для каждого из вит-
ков, для чего в них следует принять соответствующие 
значения токов и радиусов. После этого суммарное 
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поле находится без всяких затруднений алгебраиче-
ским сложением найденных проекций и применением 
формул (10), (11) для определения амплитуды и на-
правления суммарного поля.

4. Реализация вычислительного алгоритма и примеры 
расчетов

Таким образом, задача состоит в многократном вы-
числении интегралов, зависящих от параметров (ко-
ординат точки, в которой вычисляется поле). Анализ 
выражений (9) показывает, что для рассматриваемой 
прямой линии ( при η = 0 ) первый и третий интеграл 
являются интегралами от четных функций, и интегри-
рование можно заменить интегрированием по полови-
не промежутка, а результат удвоить. Второй интеграл 
представляет собой интеграл от нечетной функции и 
обращается в нуль. Это означает, что составляющая 
поля yB  равна нулю, а сам вектор 



B  будет лежать в 
плоскости  xz . 

Следует отметить, что из приведенных интегралов 
только часть может быть вычислена аналитически, 
поэтому для их нахождения следует применять чис-
ленные методы. Кроме того, эти интегралы имеют 
особенности в точке ξ = θ η = θ ζ =a cos , a sin , 0 , т.е. явля-
ются несобственными. Поэтому для их нахождения 
была использована одна из модификаций метода Га-
усса, реализованная в виде вычислительной програм-
мы непосредственно для несобственных интегралов 
с интегрируемыми особенностями, что позволило 
получать значение интегралов с наперед заданной 
точностью. Эта программа была разработана в США 
еще в семидесятых годах прошлого столетия для ма-
шин серии IBM [10] и очень хорошо зарекомендовала 
себя на практике. Авторами она адаптирована для ис-
пользования на персональных компьютерах.

Приведем некоторые результаты расчетов, выпол-
ненных для конкретных значений параметров задачи. 
Результаты расчетов приведены на графиках. При 
этом поле будет симметрично относительно точки 
пересечения прямой l  и оси 0z , поэтому на графи-
ках приведены только половины соответствующих 
кривых. Отметим, что расчеты выполнены без учета 
постоянного множителя ( )µ π0J 4 , поэтому для по-
лучения фактических значений напряженности маг- 
 
нитного поля (в системе CI: 

ì
A

) эти значения нужно 
разделить на π4 .

Для оценки достоверности результатов можно ис-
пользовать следующие соображения. В точке =x 0  
поле вычисляется по конечной формуле, а при больших 
x  становятся справедливыми формулы для магнитно-
го диполя. Сравнение приведенных числовых данных 
дает полное совпадение с результатами, которые полу-
чаются при использовании конечных формул. Уже при 

ñì=x 100 cм, значение, полученное в результате работы 
программы, отличается от точного значения не более 
чем на 3%.

На рис. 1 приведены зависимости горизонтальной и 
вертикальной составляющей магнитного поля в зави-
симости от расстояния до оси симметрии витков вдоль 
рассматриваемой прямой. Аналогичные данные для 
амплитуды поля показаны на рис. 2.

Рис. 1. Зависимость составляющих магнитного поля xB  и 

zB от координаты x , изменяющейся вдоль прямой, парал-
лельной плоскости витков: 1 – горизонтальная состав-

ляющая, 2 – вертикальная составляющая. При расчетах 
принято: J1=1A, а1=20см, а2=10см, а расстояние к прямой 

d=10cм

Рис. 2. Зависимость амплитуды магнитного поля A  от 
координаты x, изменяющейся вдоль прямой, параллель-

ной плоскости витков: 1 – горизонтальная составляю-
щая, 2 – вертикальная составляющая. При расчетах при-

нято: J1=1A, а1=20см, а2=10см, а расстояние к прямой 
d=10cм

Из представленных результатов следует, что 
вблизи оси симметрии основной вклад дает верти-
кальная составляющая, однако по мере удаления 
от оси, примерно на расстояние, равное 0,9 радиуса 
большего витка, обе составляющие поля становятся 
сравнимы по величине. Именно в этой зоне ампли-
туда поля достигает своего максимального значения 
на прямой l .
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/ ( 4π)

x zB B
А м

 

,x м   

 
,x м  

, / ( 4π)A А м  

 



31

Прикладная физика

 С. Н. Яловенко, 2013

5. Выводы

Таким образом, разработанная методика позволяет 
полностью определить характеристики поля, создава-

емого системой круговых токов. Это дает возможность 
проведения анализа возникающих эффектов и выбора 
наиболее подходящих параметров задачи для дости-
жения необходимых эффектов.
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У статті показано, що гравітація чорної діри не коло, а пло-
щина. Також показано, що при вибуху зірки з утворенням чорної 
діри вибух від сферичного вибуху буде переходити в конусний. 
У роботі описано рівняння гравітації, яке можна записати як: 
Fгравітація (ρщільності ефіру)=[GMm]×[1/(ρ щільності ефіру)2]×P(α, β)

Ключові слова: гравітація, ефір, чорна діра, вир, крептон, 
щільність ефіру

В статье показано, что гравитация чёрной дыры не круг, 
а плоскость. Также показано, что при взрыве звезды с обра-
зованием чёрной дыры взрыв от сферического взрыва будет 
переходить в конусный. В работе описано уравнение гравита-
ции, которое можно записать как: Fгравитация(ρплотности эфира)= 
=[GMm]×[1/(ρплотности эфира)2]×P(α, β)

Ключевые слова: гравитация, эфир, черная дыра, водоворот, 
крептон, плотность эфира

1. Введение

Плоский конусный взрыв при образовании чёр-
ной дыры. Гравитация, как изменяющаяся плотность 
эфира

В предыдущих главах были получены расширен-
ные формулы для гравитации [1 – 5]:

( )гравитации 2

1
Е (r) GM P ,

r
≈ × × θ ϕ ,                   (1)

( )
( )гравитации 2 2

1
Е (r) GM P ,

r r
≈ × × θ ϕ

∆ +
,            (2)

( ) ( )
( )гравитации 22

вращение

1
Е (r) G M P ,

r r f (r)
≅ × × × θ ϕ

∆ + +
. (3)


