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выхлопного тракта установки (ВТУ) с разработкой 
рекомендаций по снижению пульсаций давления и 
экспериментальной проверкой их эффективности.

Для решения поставленных задач была создана 
модель ВТУ, содержащая диффузор газовой турбины 
(ДТ), выхлопной патрубок (ВП) , диффузор котла-
утилизатора (ДКУ), котел-утилизатор (КУ). Модель 
КУ включала только первый трубный пучок. Коэф-
фициент моделирования был принят равным 11,11, 
исходя из производительности компрессора К-500 для 
получения чисел Маха в потоке, соответствующих на-
турным условиям.

Исследования показали, что в тракте ВТУ (полная 
комплектация) имеет место высокий уровень пульса-
ций по частоте 81Гц и уменьшенный уровень пульса-

ций при удвоенной частоте по сравнению с работой 
без ДКУ.

Высокий уровень вибрации на режиме холостого 
хода является сочетанием ряда неблагоприятных фак-
торов: значительной закрутки потока, неоптималь-
ными соотношениями лопаточных аппаратов в ДТ и 
влиянием всей сети.

Установка в систему выхлопных диффузоров рас-
кручующего устройства приводит к существенному 
снижению уровня вибраций элементов выхлопного 
тракта как на режиме холостого хода, так и номиналь-
ной нагрузки. Удалось снизить величины колебаний в 
разных точках ВТУ в 6-23 раза.

Работы в этом направлении необходимо продол-
жить.

Розглянуто просторову дискретну 
модель вала з лопатями робочого коле-
са поворотно-лопатевої гідротурбіни. 
Проведено аналіз вимушених коливань 
системи. Розроблену в [4] методику керова-
ного антирезонансу застосовано для гасін-
ня небажаних коливань вала з лопатями

Ключові слова: вал, лопать, вимушені 
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Рассмотрена пространственная дис-
кретная модель вала с лопастями рабочего 
колеса поворотно-лопастной гидротурби-
ны. Проведен анализ вынужденных колеба-
ний системы. Разработанная в [4] методика 
управляемого антирезонанса использова-
на для гашения нежелательных колебаний 
вала с лопастями

Ключевые слова: вал, лопасть, вынуж-
денные колебания, резонанс

The discrete model of shaft with blades of 
adjustable-blade turbine water wheel is observ-
ed. The controlled antiresonans methods which 
was developed in [4] is applied for undesirable 
system vibrations dumping

Key words: shaft, blade, forced vibrations, 
resonance
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Вступ

Робочі колеса гідротурбін зазнають значних на-
вантажень при їхній експлуатації. Істотно впливають 
при цьому різного роду вібрації. Зазвичай питання ві-
брацій для низькооборотних, порівняно з авіаційними 
турбінами й компресорами, гідротурбін вважаються 
другорядними, однак, як показала аварія на Саяно-
Шушенській ГЕС, зневажати вібраціями гідротурбін не 
можна [1]. Проблеми, обумовлені вібраціями гідротур-
бін, виникали також і на Дніпровської ГЕС. Таким чи-

ном, питання вібрацій робочих коліс гідротурбін є до-
сить актуальними й потребують детального вивчення.

При аналізі явищ, що відбуваються при вібраціях, 
особливо важливими є дослідження, що дозволяють 
одержувати якісні результати. Такою властивістю 
володіють, зокрема, дискретні моделі [2, 3]. У даній 
роботі описана дискретна модель вала з лопатями 
поворотно-лопатевої гідротурбіни. На основі запро-
понованої моделі зроблено аналіз резонансних ко-
ливань вала з лопатями, а також продемонстрована 
розроблена раніше [4] технологія керування резо-
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нансними коливаннями у всьому діапазоні частот 
коливань системи.

Дискретна модель вала з лопатями

Розглянемо просту просторову дискретну модель 
вала з лопатами робочого колеса поворотно-лопатевої 
гідротурбіни [2], що складається з абсолютно твердого 
вала радіуса R  масою M , на який із кроком 2π n  насад-
жені n  абсолютно твердих лопатей, з’єднаних пружно з 
валом. Вісі, навколо яких повертаються лопаті відносно 
вала, утворюють із віссю вала деякий кут α  (рис. 1).

Рис. 1. Кріплення лопаті до валу в просторовому випадку

Центр системи координат OXYZ  збігається з гео-
метричним центром вала. Бічні границі лопатей рівно-
віддалені від торців вала.

У якості узагальнених координат, що задають поло-
ження системи в просторі, візьмемо координати x , y , 
z  центра вала, кути повороту вала ϕx , ϕy , ϕz  відносно 
нерухомих координатних осей і кути ϕk  ( k n= 1, ) пово-
ротів лопат щодо вала, усього n + 6  координат.

Для довільної лопаті номер k  полярний кут θk , що 
задає вихідне положення лопаті, дорівнює:

θ
π

k n
k k n= −( ) =( )2

1 1,..., . (1)

Рух вала з лопатями описується зв’язаною систе-
мою n + 6  диференціальних рівнянь [2]:
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– коефіцієнти, що залежать від мас, моментів інерції та 
геометричних характеристик системи; c , cϕ , cxy , cz , c0 , 
c1  – жорсткісні характеристики системи.

Пошук власних частот і форм коливань здійсню-
ється з урахуванням її інваріантості щодо перетворень 
групи SO(2), що дозволяє значно зменшити розмір-
ність задачі, і викладений в [2].

Вимушені коливання

Розглянемо вимушені коливання системи на при-
кладі вала із трьома лопатями. Нехай деяка сила P1 , 
прикладена в точці CP1

 площини XOY , спрямована 
паралельно до цієї площини й перпендикулярно до 
осі OX  (рис. 2), діє на першу лопать. Точка CP1

 при-
кладення сили розташована на відстані l1  від лінії 
кріплення лопаті до вала.

Рис. 2. Схема прикладення сили P1

Нехай сила P1  змінюється з часом по гармонічному 
закону:

P f pt1 1= cos . (3)

Тоді рух розглянутої механічної системи під дією 
сили P1  буде описуватися системою диференціальних 
рівнянь:
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Розв’язок системи рівнянь (4) шукаємо в аналогіч-
ному (3) виді:

x A pt y A pt z A pt
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x y z
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Розв’язуючи систему n + 6  рівнянь, отриману під-
становкою (5) в (4), при різних значеннях частоти p  
знаходимо залежності амплітуд узагальнених коорди-
нат від цієї частоти:
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На рис. 3 представлені амплітудно-частотні харак-
теристики системи при певних значеннях параметрів 
цієї системи. Перший індекс 0 у позначенні частот 
відповідає осьовій симетрії, 1 – одному вузловому 
діаметру.

Графіки для Ax  й Ay  не показує резонансів на 
частотах, що відповідають вісесиметричним коли-
ванням. Це пов’язане з відсутністю при таких коли-
ваннях лінійних переміщень вала уздовж осей OX  
й OY . OY .

Графік для Aϕ  не має резонансів на частотах, що 
відповідають коливанням з одним вертикальним 
вузловим діаметром.

Це викликано відсутністю поворотів вала при та-
ких коливаннях. Графіки для амплітуд лопатей A1 , 

A2  мають характерні резонансні зростання амплітуд 
на всіх власних частотах коливань, оскільки лопаті бе-
руть участь у всіх видах власних форм коливань вала 
з лопатами.

Також були зроблені розрахунки для випадку 
дії збурювальної сили P f pt2 2= cos  на другу лопать. 
Хоча, з фізичної точки зору, цей випадок принци-
пово нічим не відрізняється від розглянутого вище, 
але відносно системи координат OXYZ  результати 
виглядають інакшими.

Для цього випадку прикладення сили слід за-
значити, що вплив на другу лопать викликає рух 
вала уздовж всіх трьох координатних осей, хоча й з 
різними амплітудами.

Обертання вала навколо осі OZ , відображене 
амплітудою A

zϕ , залишається таким самим, а на-
вколо осей OX  та OY  зберігається, але з іншими 
амплітудами. Друга лопать (амплітуда A2 ) рухаєть-

ся так само, як раніше перша лопать 
(амплітуда A1 ).

Перша й третя лопаті (ампліту-
ди A1 , A3 ) рухаються однаково й 
так само, як раніше друга лопать 
(амплітуда A2 ).

Керований антирезонанс

Звернемо увагу на те, що при ре-
зонансі вала з лопатями зростають 
до великих значень одночасно ам-
плітуди всіх лопатей, а не тільки тієї, 
на яку діє збурювальна сила. Інакше 
кажучи, сила, що діє на одну лопать, 
дуже впливає не тільки на цю лопать, 
але й на всі інші.

Використаємо цей ефект для га-
сіння резонансу розглянутої систе-
ми.

Нехай збурювальні сили однако-
вої частоти діють одночасно на пер-
шу й другу лопаті (рис. 4).

Обидві сили змінюються за гар-
монічним законом:

P f pt P f pt1 1 2 2= =cos , cos  (7)

Рис. 4. Схема прикладення сил P1  и P2

Рис. 3. Амплітудно-частотні характеристики узагальнених координат
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Тоді система рівнянь руху буде мати аналогічний 
до (4) вид і після підстановки в неї (5) одержимо систе-
му лінійних алгебраїчних рівнянь для знаходження 
амплітуд (6):

Умова антирезонансу – це рів-
ність нулю амплітуди коливань ло-
патки номер 1 [4]:

A1 0= ,                                        (9)

за рахунок підбора амплітуди 
f2  сили, що діє на лопать номер 2 
при заданій амплітуді f1  сили, що 
діє на лопать номер 1. При цьому 
в рівняннях (8) зникає невідома 
A1 , а ле замість неї з’являється 
інша невідома f2 , і, таким чином, 
баланс кількості невідомих і рів-
нянь зберігається.

Розв’язок одержуємо у вигляді, 
аналогічному (5). На рисунку 5 наве-
дені відповідні амплітудно-частотні 
характеристики.

На всіх графіках є зона, що вима-
гає пояснень. Такі пояснення можна 
зробити, розглянувши графіки, зо-
бражені на рис. 3. При впливі єди-
ної збурювальної сили на першу 
лопать амплітуда коливань другої 
лопаті при частотах ω1

* , ω2
*  та ω3

*  
перетинає вісь p , тобто обертаєть-
ся в нуль. На прикладі коливань 
ланцюжків було показано [4], що в 
таких випадках повне гасіння коли-
вань неможливо, оскільки сила, що 

гасить коливання, прикладена в точках 
з нульовою амплітудою. Однак, як й у 
випадках з ланцюжком, насправді мова 
йде про ділянки, на яких амплітуда коли-
вань, що гасяться, досить мала й, власне 
кажучи, гасіння й не є потрібним. Тому 
виходом з даного положення є обмеження 
величини амплітуди f2  сили в такий са-
мий спосіб, як було показано на прикла-
дах ланцюжків [4].

Також необхідно відзначити явище 
збереження резонансу на деяких часто-
тах. Це частоти коливань із одним вуз-
ловим діаметром. Відомо, що існує два 
варіанти вузлового діаметра – горизон-
тальний і вертикальний. Збурювальна 
сила, що діє на першу лопать, спрямована 
уздовж осі OY  в площині XOY  й тому 
збуджує коливання з вертикальним вуз-
ловим діаметром. Сила, що діє на другу 
лопать, нахилена під деяким кутом до осі 
OY  й має, таким чином, горизонталь-
ну й вертикальну складові. Вертикальна 
складова гасить резонансні коливання з 
вертикальним вузловим діаметром; у той 
же час горизонтальна складова викликає 
резонансні коливання з горизонтальним 
вузловим діаметром, що раніше були від-
сутніми. Таким чином, виявлене ще одне 

обмеження на застосування керованого антирезо-
нансу. Принаймні, ця ситуація вимагає вживання 
додаткових заходів. Наприклад, можна вимагати, 
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Рис. 5. Амплітудно-частотні характеристики у випадку дії двох сил
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щоб сила, що діє на нахилену лопать, була також 
спрямована уздовж осі OY .

Відзначимо особливо, що резонансні коливання 
гасяться цілком на всіх власних частотах коливань 
вала з лопатями, тобто поставлена задача керування 
резонансними коливаннями в усьому діапазоні частот 
розв’язана повністю.

Висновки

За допомогою дискретної моделі розглянуто за-
дачу про вимушені коливання вала з лопатями. Роз-

глянуто також проблему керування резонансними 
коливаннями вказаної системи. Результати розра-
хунків продемонстрували теоретичну можливість за-
стосування методики керованого антирезонансу [4] 
для гасіння небажаних резонансних коливань валу з 
лопатями. Сутність методики полягає в можливості 
гасіння коливань однієї з лопатей за рахунок при-
кладення гасильної сили, амплітуда якої залежить від 
частоти вимушених коливань, на якусь іншу лопать. 
Всі розрахунки були зроблені на прикладі валу з 
трьома лопатями, але збільшення кількості лопатей 
принципово не впливає на отримані в роботі якісні 
результати.
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