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Для систем керування кристалізацією 
пропонується підхід до синтезу регулято-
ра низького порядку на основі редукції моде-
лі функції додаткової чутливості методом 
наближення по ганкелевій нормі, який дає 
високу точність наближення редуцирова-
ної системи
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Для систем управления кристаллизаци-
ей предложен подход к синтезу регулятора 
низкого порядка на основе редукции моде-
ли функции дополнительной чувствитель-
ности методом приближения по ганкелевой 
норме, который дает высокую точность 
приближения редуцированной системы
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The approach to the synthesis of low-order 
controller for the crystallization control systems 
based on the reduction of the model features a 
complementary sensitivity function by the met-
hod of approximation in Hankel norm have been 
proposed. This method gives higher accuracy of 
approximation of the reduced system
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1. Введение

При проектировании систем управления для про-
цессов кристаллизации широко используется подход, 
связанный с предварительным синтезом робастного 
регулятора произвольной структуры, используя лю-
бые современные методы, и дальнейшее редуцирова-
ние модели регулятора к реализуемому регулятору 
низкого порядка [3].

Задачи редукции модели являются классическим 
в теории управления системами большого порядка. 
Базовой идеологией редукции математических моде-
лей является минимизация некоторого специальным 
образом определенного «расстояния» от исходной мо-
дели до результата редукции. В качестве таких рассто-
яний используются различные варианты матричных 
норм для разности передаточных матриц исходной и 
редуцированной системы.

Например, может быть использована норма H∞  
или максимальное ганкелево сингулярное значение 
(число).

В статье рассматриваются вопросы использования 
редукции модели на основе декомпозиции сингуляр-
ных чисел при решении задач робастного управления 
кристаллизацией.

2. Синтез робастного регулятора

Проведем синтез робастного регулятора H∞ - мето-
дом формирования контура [4]. Пусть замкнутой си-
стеме управления соответствует стандартный объект 
управления вида
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где d1 – сигнал на выходе объекта управления G и 
d2  – сигнал на входе, z1  – выход замкнутой системы, 
определяемый измеряемый выход объекта y, а z2  – вы-
ход, определяемый управлением u, которое формиру-
ется регулятором K∞  в обратной связи, Iy и Iu  – еди-
ничные матрицы соответствующей размерности.

Передаточная функция замкнутой системы с объ-
ектом управления G и регулятором K∞  в обратной 
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связи от всех внешних входов w d dT T=  1 2,  к выходам 
замкнутой системы z y uT T=  ,  определяется выра-
жением
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где G W GWs = 2 1  – обобщенный объект управле-
ния.

Математическая постановка задачи синтеза регу-
лятора K s( )  формулируется как задача H∞  - оптими-
зации, т.е. для стандартного объекта управления (1) и 
формирующих функций W1 и W2  необходимо синте-
зировать регулятор K s( )  в виде ОС по измеряемому 
выходу u s K s y s( ) ( ) ( )= , обеспечивающий минимально 
возможное значение γ  для H∞  - нормы передаточной 
функции замкнутой системы Twz

T G Kwz s( ) min∞ ∞
= γ . (3)

При синтезе регулятора методом формирования 
контура задаются формирующие функции префиль-
тра W1 , постфильтра W2  и формируется обобщен-
ный объект G W GWs = 2 1 , который задает желаемые 
частотные характеристики разомкнутой системы; Ре-
шается задача H∞ - оптимизации для обобщенного 
объекта Gs  и определяется величина максимального 
запаса робастной устойчивости ε γmax min= −1 . Если вели-
чина максимального запаса робастной устойчивости 
εmax .< 0 5 , то искомый регулятор определяется в виде 
K W K W= ∞1 2.

На промышленных установках типа ”РОСТ” вы-
ращивают крупногабаритные монокристаллы методом 
Чохральского, в которых для оценки диаметра расту-
щего кристалла применяют метод измерения падения 
уровня расплава в результате быстрого дискретного 
подъема кристалла из расплава на малую величину [1]. 
Для интервала выращивания монокристалла CsI диа-
метром 320 мм номинальная передаточная функция 
канала «температура донного нагревателя – диаметр 
растущего монокристалла» как объекта управления 
[2]:
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Синтез регулятора проводился с использованием 
команды hinfmix из пакета решения линейных матрич-
ных неравенств LMI Control Toolbox среды MATLAB 
с префильтром W s1 0 23 6 013 0 001= +. / ( . . )  и постфиль-
тром W2 = 17. В результате синтеза получен регулятор 
K∞  при εmax = 0.1115. Регулятор K∞  5-го порядка. Регу-
лятор K  6-го порядка. Замкнутая система управления 
10-го порядка.

Базисом для H∞ - формирования контура является 
тот факт, что K∞  не модифицирует желаемую форму 
контура существенным образом на низких и высоких 
частотах, если достигнутая εmax  является достаточно 
малой величиной. Результаты синтеза характеризуют 
удовлетворительную оценку совместимости требо-
ваний между качеством переходных процессов и ро-

бастной устойчивостью замкнутой системы, а также 
близость АЧХ обобщенного объекта и разомкнутой 
системы с синтезированным регулятором полного по-
рядка. Это подтверждается графиками АЧХ обоб-
щенного объекта G W GWs = 2 1  и разомкнутой системы 
G Ks ∞ , приведенных на рис. 1.
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Рис. 1. АЧХ обобщенного объекта G W GWs = 2 1  и G Ks ∞

На рис. 2 приведены АЧХ функции дополнитель-
ной чувствительности замкнутой системы и функции 
чувствительности с регулятором K  и номинальным 
ОУ. Из рис. 2 следует, что АЧХ функции чувстви-
тельности S j( )ω  имеют наклон примерно 20 дБ/дек 
на низких частотах и остаются меньше 0 дБ для ча-
стот меньших чем 101  рад/сек без подъема функции 
чувствительности на более высоких частотах, что 
характеризует удовлетворительное подавление воз-
мущений на низких частотах и низкую колебатель-
ность замкнутой системы. Это очень важно, так как 
в рассматриваемой системе основное возмущение на 
низких частотах – это колебания уровня расплава с 
частотой 1.0-5.0 рад/сек.
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Рис. 2. АЧХ функции дополнительной чувствительности T  
и функции чувствительности S

Анализ T j( )ω  функции дополнительной чувстви-
тельности показывает аналогичные результаты: в си-
стеме будет обеспечено подавление высокочастотных 
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внешних возмущений, в частности, шумов измерений, 
высокое демпфирование замкнутой системы и робаст-
ность относительно мультипликативной неопределен-
ности в модели объекта управления.

3. Редукция модели

Для динамической системы в пространстве со-
стояний редуцированную модель пониженного по-
рядка можно получить отсечением, т. е. отбрасы-
ванием «лишних» уравнений. Здесь эффективным 
является метод сбалансированного отсечения [5]. 
В этом методе проводится преобразование реали-
зации модели в пространстве состояний (A,B,C,D) 
к специальной системе координат, известной как 
сбалансированные координаты, например, с помо-
щью команды balreal пакета программ Control Syst-
em Toolbox. Команда balreal формирует из исходной 
системы сбалансированную по входам и выходам 
модель системы в пространстве состояний с равны-
ми и диагональными граммианами управляемости и 
наблюдаемости.

Если какие-то элементы диагонали граммиана 
намного меньше остальных, то это означает, что со-
ответствующие состояния могут быть удалены без 
заметного влияния на характеристики вход-выход 
модели. Для этой цели можно использовать команду 
modred.

Для сбалансированной модели синтезированного 
регулятора K∞  5-го порядка граммиан g=diag(0.9741 
0.1288 0.0856 0.0612 0.05388). Cравним исходную зам-
кнутую систему управления 10-го порядка с системой 
с редуцированным регулятором разного порядка, для 
этого сравним ганкелевы нормы разности исходной и 
редуцированной системы. Поскольку ганкелева норма 
определяется как максимальное ганкелево сингуляр-
ное число, то ее значение получим с помощью функции 
sysbal. В табл. 1 приведены ганкелевы нормы разности 
исходной системы и системы с редуцированным регу-
лятор K∞ .

Таким образом, наилучшим приближением к исхо-
дной системе при использовании метода сбалансиро-
ванного отсечения является редуцированная система 
7-го порядка.

Таблица 1

Ганкелевы нормы разности исходной и редуцированной 
систем (метод сбалансированного отсечения)

Порядок регулятора
К

5 4 3 2

Порядок замкнутой
системы

9 8 7 6

Ганкелева норма 
разности систем

0.0244 0.0305 0.0121 0.0453

Может быть использован и другой подход к редук-
ции системы. Известно, что для работы с устойчи-
выми системами могут быть использованы функции 
sysbal и hankmr пакета µ -Tools MATLAB, которые 
могут быть применены для редукции модели методом 
приближения по ганкелевой норме. Функция sysbal 
строит сбалансированную реализацию для заданной 

системы, которая связана с граммианами управляе-
мости и наблюдаемости.

Понижение порядка модели происходит, если ган-
келевы сингулярные значения системы оказываются 
меньше заданного числа tol. Набор ганкелевых син-
гулярных значений, не удовлетворяющих этому усло-
вию, является выходным аргументом функции sysbal. 
Полученные сингулярные значения могут быть ис-
пользованы для проведения дальнейшей редукции 
модели. Функцией hankmr систему полного порядка 
можно редуцировать до системы, являющейся опти-
мальным приближением ганкелевой нормы желаемо-
го порядка k. Входным аргументом функции hankmr 
является сбалансированная реализация исходной 
системы, а также ее ганкелевы сингулярные значе-
ния, предварительно найденные с помощью функции 
sysbal.

В табл. 2 приведены ганкелевы нормы разности 
исходной и редуцированной систем при использо-
вании для редукции замкнутой системы функции 
hankmr.

Таблица 2

Ганкелевы нормы разности исходной и редуцированной 
систем (метод приближения по ганкелевой норме)

Порядок 
замк-
нутой

системы

9 8 7 6

Ганке-
лева 

норма 
разности 

систем

1.1004e-008 4.5357e-008 3.0166e-007 1.3175e-006

Таким образом, редукция замкнутой системы ме-
тодом приближения по ганкелевой норме дает более 
высокую точность приближения редуцированной си-
стемы к исходной.

Ниже приведены передаточные функции исходно-
го регулятора К полного порядка (4) и передаточные 
функции регуляторов, редуцированных методом сба-
лансированного отсечения (5) и методом приближе-
ния по ганкелевой норме (6) в замкнутой системе 7-го 
порядка.
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Исследования устойчивости и качественных 
характеристик системы управления полного по-
рядка и систем 7-го порядка (с редуцированными 
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регуляторами), синтезированных для управления 
кристаллизацией, показывают, что они вполне при-
емлемы к использованию, что можно объяснить 
достаточно высокой точностью редукции моде-
ли на основе декомпозиции сингулярных чисел 
для решения рассматриваемой задачи и динамикой 
процесса выращивания крупногабаритных моно-
кристаллов.

4. Выводы

Для систем управления кристаллизацией пред-
ложен подход к синтезу регулятора низкого порядка 
на основе редукции модели функции дополнительной 
чувствительности методом приближения по ганкеле-
вой норме, который дает высокую точность приближе-
ния редуцированной системы к исходной системе.
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