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Доведена аналогія у роботі маятнико-
вих, кульових і рідинних автобалансирів при 
усуненні великих кутів нутації, виклика-
них неточним наданням початкового обе-
ртання несучого тіла. Отримано набли-
жений закон зміни великих кутів нутації. 
Запропоновано формулу оцінки залишкового 
кута нутації, викликаного встановленням 
цих автобалансирів на відстань до центра 
мас несучого тіла більшу за гранично-допу-
стиму

Ключові слова: пасивний автобалансир, 
кут нутації, демпфер, космічний апарат, 
несуче тіло

Доказана аналогия в работе маятнико-
вых, шаровых и жидкостных автобаланси-
ров при устранении больших углов нутации, 
вызванных неточным приданием начально-
го вращения несущего тела. Получен при-
ближенный закон изменения больших углов 
нутации. Предложена формула оценки оста-
точного угла нутации, вызванного установ-
кой указанных автобалансиров на расстоя-
нии до центра масс несущего тела большем 
предельно-допустимого

Ключевые слова: пассивный автобалан-
сир, угол нутации, демпфер, космический 
аппарат, несущее тело

1. Введение

В идеальном случае космический аппарат, стаби-
лизируемый вращением, должен вращаться вокруг 
своей продольной оси, являющейся главной централь-
ной осью инерции. Из-за неточного придания началь-
ного вращения космического аппарата, а также из-за 
неуравновешенности относительно его продольной 
оси, возникает угол нутации. Для устранения больших 
углов нутации, вызванных неточным приданием на-
чального вращения, используют пассивные демпферы 
угла нутации.

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

В связи с научно-техническим прогрессом в кос-
мической отрасли в последнее время прослеживается 
тенденция уменьшения размеров и массы космических 
аппаратов [1, 2]. Обзор публикаций [1 – 11], националь-
ных образовательных, аэрокосмических программ раз-
личных стран, в частности США (“CubeSat”, “ION-F”, 
“Constellation Pathfinder”), Японии (“TokyoTech”), Ка-
нады (“CanX”), Италии (“UniSat”), России (“ПСИ-
НОМ”) и др., показывает, что количество малых кос-

мических аппаратов, стабилизируемых вращением, в 
которых используют пассивные способы устранения 
угла нутации, постоянно возрастает. Поэтому возрас-
тает актуальность изучения процесса устранения угла 
нутации.

Исследования, посвященные процессу устране-
ния пассивными демпферами нутации больших углов 
нутации космических аппаратов стабилизирован-
ных вращением, впервые были проведены в работах  
[12, 13]. С помощью метода энергетического стока 
“energy sink method” был найден следующий прибли-
женный закон изменения угла нутации q вращающего-
ся осесимметричного несущего тела в изолированной 
механической системе в случае, когда в ней нет элемен-
тов, способных накапливать потенциальную энергию 
и при движении присоединенных тел относительно не-
сущего тела на них действуют линейные силы вязкого 
сопротивления

2 2

AC 2AC
sin cos T

K (C A) K (C A)
q q q = = − Φ

− −
  ,          (1)

где С, А – соответственно продольный и поперечный 
осевой момент инерции несущего тела, Т – кинети-
ческая энергия изолированной системы (совпадает с 
полной), К – модуль вектора кинетического момента 
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изолированной системы, Ф – диссипативная функция 
Релея.

Было найдено следующее необходимое условие 
уменьшения угла нутации

C A> .                                       (2)

Космические аппараты, удовлетворяющие условию 
(2), были названы устойчивыми.

В [14] было предложено использовать пассивные 
автобалансиры [15] в качестве демпферов угла нута-
ции космических аппаратов. Было установлено, что 
пассивные автобалансиры проявляют свойства демп-
феров нутации и способны полностью устранить угол 
нутации статически неуравновешенного космического 
аппарата при условии, что автобалансир находится в 
плоскости неуравновешенности и выполняется следу-
ющее условие:

2C B Mb> + ,                                (3)

где В, С – соответственно наибольший поперечный и 
продольный осевые моменты инерции несущего тела, 
М – масса несущего тела, b – расстояние от центра 
масс несущего тела до плоскости уравновешивания 
автобалансира.

Условие (3) является более жестким, чем условие 
(2). Поэтому в работе [14] предложено называть кос-
мические аппараты, удовлетворяющие условию (2) не 
«устойчивыми», а «сплюснутыми».

В [16] изучен процесс устранения двухшаро-
выми или двухмаятниковыми автобалансирами 
малых углов нутации и статической неуравнове-
шенности космических аппаратов относительно 
его продольной оси. В работе [17] был изучен про-
цесс возникновения остаточного угла нутации при 
установке на космический аппарат двухшарового 
или двухмаятникового автобалансира на рассто-
янии до центра масс несущего тела большем, чем 
допустимо.

В настоящей работе исследуется процесс устране-
ния пассивными автобалансирами (маятниковыми, 
шаровыми и жидкостными) больших углов нутации. 
Также предлагается приближенная формула оценки 
остаточного угла нутации, пригодная для любого типа 
автобалансира.

3. Исследование процесса устранения 
автобалансирами (демпферами нутации) больших 

углов нутации

3. 1. Принцип действия автобалансиров (демп-
феров нутации), модель несущего тела и автобалан-
сира

Рассмотрим сначала случай вращения изолиро-
ванного осесимметричного несущего тела без авто-
балансира (рис. 1, а, б). Пусть центр масс несущего 
тела находится в точке О и оно имеет осевые моменты 
инерции А и В (А=В) относительно поперечных осей ξ 
и η соответственно, и осевой момент инерции С (C>A) 
относительно продольной оси ζ. Ось z является осью 
симметрии и главной центральной осью инерции не-
сущего тела.

В соответствии с законом сохранения кинетическо-
го момента, вектор кинетического момента несущего 
тела – K неизменный. Не ограничивая общности мож-
но считать, что несущее тело вращается вокруг непод-
вижной точки О и вектор K находится в плоскости Оhz. 
Мгновенное вращательное движение несущего тела 
вокруг центра масс характеризует вектор мгновенной 
угловой скорости w. В идеальном случае ось z должна 
совпадать с вектором K и несущее тело должно вра-
щаться вокруг этой оси. В результате неточного прида-
ния начального вращения несущего тела, направления 
векторов w и K не совпадают, и между вектором K и 
осью z образуется угол нутации q.

Кинетический момент системы находим через осе-
вые моменты инерции и проекции на координатные 
оси вектора угловой скорости [12, 13]:

K Aη η= w , K Cz z= w , 2 2 2 2 2K A Cη z= w + w .           (4)

Из рис. 1, а, находим:

2 2K K Kη z= + , K K sinη = q ,

 K K cosz = q , tg K / Kη zq = .                     (5)

Используя (4) и (5), получим:

K sin / Aηw = q , K cos / Czw = q .                  (6)

Разложим w на составляющие WК, Wz, направленные 
по вектору K и оси z (рис. 1, а):

K / sinηΩ = w q , 
tg

η
z z

w
Ω = − w

q
.                    (7)

Из (7) с учетом (6) получим:

K

K
A

Ω = , 

K sin 1 K cos C A
K cos

tg A tg C AC
η

z z

w q q −
Ω = − w = ⋅ − = q

q q
. (8)

Характер движения несущего тела без автобалан-
сира показан на рис. 1, б. Добавим в систему маятнико-
вый, шаровой или жидкостной автобалансир (на рис. 
1, в, г, д – автобалансир насажен на ось z и плоскость, 
в которой движутся тела автобалансира, находит-
ся на расстоянии b от центра масс несущего тела). 
Вследствие малости массы маятниковых, шаровых 
или жидкостных автобалансиров, картина движения 
несущего тела не изменится (рис. 1, б). Под действи-
ем центростремительных сил, которые возникают за 
счет составляющей WК, маятники, шары или жидкость 
максимально отклоняются от вектора кинетического 
момента K. Несущее тело при этом будет вращаться 
относительно маятников, шаров или жидкости вокруг 
оси z с относительной угловой скоростью Wz (рис. 1, в, г, 
д). Из-за наличия сил вязкого сопротивления, которые 
возникают при относительном движении присоеди-
ненных тел, будет происходить диссипация энергии. 
В соответствии с формулой (1), в случае сплюснутого 
несущего тела (C>A) угол нутации будет убывать (а в 
случае вытянутого несущего тела (C<A) – возрастать).
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Рис. 1. Принцип работы автобалансиров при устранении 
больших углов нутации q: а – схема для определения 

составляющих угловой скорости вращения несущего тела; 
б – характер движения несущего тела без автобалансира 

или с автобалансиром малой массы; в – маятниковый; 
 г – шаровой; д – жидкостной автобалансир

3. 2. Нахождение диссипативной функции Релея
Пусть при трении маятника об продольную ось ζ 

несущего тела (рис. 1, в), на него действует момент сил 
вязкого сопротивления, пропорциональный относи-
тельной угловой скорости вращения маятников zΩ :

conM H z= − Ω .                                  (9)

где H – коэффициент момента сил вязкого сопротив-
ления.

Пусть при перекатывании шара (рис. 1, г) или 
перетекании жидкости по трубке (рис. 1, д), на них 
действует сила вязкого сопротивления, пропорцио-
нальная относительной скорости движения l zΩ  шаров 
или жидкости:

conF hl z= − Ω ,                                (10)

где h – коэффициент силы вязкого сопротивления.
Для нахождения диссипативной функции Релея Ф 

рассматриваемого автобалансира, независимо от его 
типа, удобно ввести обобщенную силу сопротивления:

дисQ / q= −∂Φ ∂  ,                            (11)

где q  – обобщенная скорость. В (11) диссипативная 
функция Релея, с учетом (9), (10), имеет вид:

2 / 2zΦ = mΩ ,                                 (12)

где m - коэффициент сопротивления, зависящий от 
типа автобалансира и равный H - для маятникового 
автобалансира, hl – для шарового или жидкостного 
автобалансира. Подставляя Wz из (8) в (12), получим

2
2 21 C A

K cos
2 AC

− Φ = m q  
.                    (13)

Полученное выражение применимо для любого 
типа автобалансира.

3. 3. Оценка скорости затухания больших углов 
нутации

Случай осесимметричного несущего тела. Под-
ставляя (13) в (1), получим следующий закон скорости  
 
изменения угла нутации 

C A
sin cos

AC
− q q = −m q  

 , или в 

виде

dcos C A
cos

dt AC
q − = m q  

.                    (14)

Проинтегрируем полученное дифференциальное 
уравнение (14):

u cos= q , 
du C A

u
dt AC

− = m  
, 

du C A
dt

u AC
− = m  

, 

0

C A
ln u t ln u

AC
− = m +  

, 
0

u C A
ln t

u AC
− = m  

, 
C A

t
AC

0

u
e

u

− m  = , 

C A
t

AC
0u u e

− m  = .

Окончательно получим следующий закон измене-
ния больших углов нутации

C A
t

AC
0cos cos e

− m  q = q , cos 1q ≤ .                 (15)

Из (15) следует, что cosq со временем очень быстро 
стремится к 1. При этом угол q очень быстро стремится 
к 0. Скорость уменьшения больших углов нутации бу-
дет тем больше, чем С будет больше А.

Случай неосесиметричного несущего тела. Рас-
смотрим неосесимметричное несущее тело, у которого 
А<B<С. Для получения оценки скорости затухания 
больших углов нутации будем использовать формулу 
(15).

Подставим в (15) наименьший из A, B осевой мо-
мент инерции – А, тогда получим такую оценку сверху 
косинуса угла нутации

C A
t

AC
0cos cos e

− m  q ≤ q , cos 1q ≤ .

Подставим в (15) наибольший из A, B осевой мо-
мент инерции – B, тогда получим такую оценку снизу 
косинуса угла нутации

C B
t

BC
0cos cos e

− m  q ≥ q , cos 1q ≤ .
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Окончательно, для изменения большого угла нута-
ции неосесимметричного несущего тела справедлива 
следующая оценка

C B C A
t t

BC AC
0 0cos e cos cos e

− −   m m      q ≤ q ≤ q , cos 1q ≤ .      (16)

4. Оценка остаточных углов нутации при неправильной 
установке маятниковых, шаровых или жидкостных 

автобалансиров

Предлагается использовать для определения оста-
точного угла нутации q, возникающего при невер-
ной установке автобалансира любого типа на несущее 
тело, следующую формулу:

c

c

0, b [0, b ],

(b) 1 1 2mb
arccos M 2m , b b .

2 M (C B) / M

∈
   q =   + − >  −    

 (17)

где В, С – соответственно наибольший поперечный и 
продольный осевые моменты инерции несущего тела,  
М – масса несущего тела, m – суммарная масса присо-
единенных тел в автобалансире, b – расстояние от цен-
тра масс несущего тела до плоскости уравновешивания 
автобалансира (b такое, что составное тело, образован-
ное несущим телом и автобалансиром, сплюснуто).

Формула вида (17) была получена в работе [17] для 
двухмаятникового (двухшарового) автобалансира, 
при условии, что маятники математические, а шары 
имеют малый диаметр. Применимость формулы (17) 
основана на аналогии в работе разных типов автоба-
лансиров – мномаятниковых (многошаровых), некла-
сических, жидкостных [14, 15]. В случае жидкостных 
автобалансиров точность формулы (17) возрастает 
при условии, что жидкость частично заполняет трубку 
и диаметр трубки d  намного меньше радиуса R тора, 
образованного трубкой (d<<R).

Рассмотрим пример оценки остаточного угла ну-
тации для несущего тела с жидкостным демпфером 
нутации (автобалансиром). Расчетные данные взя-
ты для стабилизированного вращением бразильско-
го космического аппарата SACI-2 [7]: C=5,05 кг×м2,  
B=5 кг×м2, M=85 кг, m=0,066 кг, b=0,18 м.

Кольцевой демпфер – тороидальная трубка с се-
рединным радиусом R=0,095 м, диаметром попереч-
ного сечения трубки d=0,019 м, частично заполнен-
ной спиртом массой m=0,066 кг ( 4m / M 7,76 10−≈ ⋅ ). 
Соотношение R/d=5>>1 свидетельствует о хороших 
автобалансирующих свойствах этого автобалансира 
и о применимости формулы (17). Высота НТ – 0,6 м, 
его центр масс находится по центру, что ограничивает 
сверху параметр b величиной bmax=0,6/2=0,3 м.

Найдем критическое значение b, при превышении 
которого появляется угол нутации. Из формулы (3) 
получим

cb (C B) / M= − .                          (18)

Отметим, что значение bc не зависит от массы 
демпфера нутации. Это означает, что установка даже 

демпфера нутации бесконечно малой массы на рас-
стоянии большем, чем bc, может привести к появлению 
остаточного угла нутации.

Расчеты дают следующую величину: bc=0,0243 м. 
График изменения угла q в зависимости от b приведен 
на рис. 2, а, б, где q – в градусах, b – метрах.

 
 
 
 
 
 

а 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
б 
 

Рис. 2. График изменения угла нутации q (b) от расстояния 
от центра масс несущего тела до плоскости  

уравновешивания автобалансира b: а – увеличения угла 
нутации q при неправильной установке демпфера нутации; 

б – область возникновения остаточного угла нутации q

Остаточный угол нутации q(0,18)=1,33 град. При 
максимальном удалении автобалансира от центра 
масс несущего тела q(0,30)=2,406 град, при этом не-
сущее тело будет сплюснутым, но остаточный угол 
нутации появится уже при b>bc=0,0243 м.

Поскольку в работе [7] числовым моделированием 
был найден остаточный угол нутации (совпадающий 
с углом, найденным выше), то методом проб была 
обоснована целесообразность изменения величин осе-
вых моментов инерции несущего тела: C=10,1 кг×м2,  
B=7,22 кг×м2. Расчеты показывают, что при этом 
bc=0,1841 м, что не намного больше b=0,18 м. В соот-
ветствии с формулой (17) при этом отсутствует оста-
точный угол нутации. Заметим, что дальнейшее, даже 
совсем незначительное, удаление демпфера нутации 
от центра масс несущего тела приведет к возникнове-
нию остаточного угла нутации.

Проведенные исследования и числовой пример по-
казывают, каким образом и насколько присоединен-
ные тела в виде маятниковых, шаровых или жидкост-
ных автобалансиров (демпферов нутации) изменяют 
поведение несущего тела. Неверная установка авто-
балансира (демпфера нутации) на несущее тело (b>bc) 
может привести к возникновению остаточного угла 
нутации даже в случае сплюснутого или “устойчиво-
го” с большим запасом несущего тела.

5. Выводы

1. Установлена аналогия в работе различных типов 
пассивных автобалансиров (демпферов нутации) (ма-
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ятниковых, шаровых и жидкостных), во время устра-
нения больших углов нутации космических аппаратов 
стабилизированных вращением.

2. Для маятниковых, шаровых и жидкостных авто-
балансиров получен приближенный закон изменения 
больших углов нутации. Установлено, что на скорость 
изменения угла нутации существенно влияют соотно-

шение между осевыми моментами инерции несущего 
тела и коэффициент сил вязкого сопротивления.

3. Предложена эмпирическая формула для оценки 
остаточного угла нутации, возникающего при неправиль-
ной установке автобалансиров любого типа на космиче-
ский аппарат стабилизированный вращением. Приведен 
пример ее применения для бразильского спутника SACI-2.
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