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У даній роботі характеристичним мето-
дом досліджено руйнування структурного 
неоднорідного стрижня, який підданий удару в його 
лівому кінці в напрямку його осі, і чисельним шля-
хом знайдені залежності перших і повних моментів 
руйнування після різних механічних характери-
стик. Знаходження аналітичного рішення, що 
характеризує дане дослідження, вельми складно, 
і тому задача вирішена приблизно. Результати 
показують , що вплив пропорцій механічних харак-
теристик частин стержня на процес руйнування є 
значним

Ключові слова: полімер, поздовжній 
удар, нелінійна спадковість, пошкодження, 
заліковування дефектів , тривала міцність

В данной работе характеристическим мето-
дом исследовано разрушение структурного неод-
нородного стержня, который подвергнут удару в 
его левом конце в направлении его оси, и числен-
ным путём найдены зависимости первых и полных 
моментов разрушения после различных механи-
ческих характеристик. Нахождение аналитиче-
ского решения, характеризующего данное иссле-
дование, весьма сложно, и поэтому задача решена 
приблизительно. Результаты показывают, что 
влияние пропорций механических характеристик 
частей стержня на процесс разрушения являются 
значительными

Ключевые слова: полимер, продольный удар, 
нелинейная наследственность, повреждение, зале-
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1. Introduction

The structures in most of constructions produced and 
used in modern technology are exposed to impact loadings. 
Nowadays wide use of structures made of polymers and 
composite materials requires studying of lasting firmness 
and destruction problems of such materials while they are 
exposed to an impact. In [1] the results show that the spread-
ing of a non-linear hereditary-elastic wave in a semi-infinite 
bar remains unchangeable, and for this case it is made use of 
the non-linear hereditary dependence with weak-singular 
cores. In [2, 3] a mutual connection of processes of deforma-
tion and accumulation of damages are pointed out and it has 
been grounded on the fact that the damaging operator must 
enter not only the general determinant dependence but also 
the destruction criterion too. According to these facts in the 
mentioned works a one-dimensional model of damaging of 
a hereditary-elastic material is given. In [4] a deformation 
model of a hereditary medium is used by entering the heredi-
tary operators characterizing the accumulation process of 
damages. The results in [4] are obtained for regular viscosity 
and damaging operators. In [5] the spreading process of a 
one-dimensional non-linear hereditary-elastic wave in a ho-
mogeneous bar and a pieces-wise homogeneous bar, and the 

process of restoration of defects are studied. For this case, 
viscosity and damaging operators are taken in a singular 
form. Woks [6 – 8] are the one-dimensional research works 
which consider the influence of viscosity on the spreading of 
lengthwise wave. The research works of last year’s [5, 9 – 13] 
are devoted to the destruction problem and they have been 
provided in more of high level and quality in comparison 
with the previous works. 

In this article the process of a scattering destruction in a 
piece-wise homogeneous bar of a finite length being exposed 
to an one-stage small velocity impact, is investigated. What 
is news in this work is that for the first time the problem 
is considered in the complex form in distinction from the 
previous research works provided in this subject area, i.e. 
the processes of viscosity, formation and accumulation of 
damages, restoration of defects, hereditary deformability of 
material, as wells as the factors of changing of mechanical 
quality (the instantaneous Young’s modulus) of material 
of the destructed domain, pliancy of the obstacle (soil), are 
all taken into account what allows us to get the more real 
solution of the problem. For the description of viscosity and 
damaging processes in polymer and composite materials the 
singular type hereditary cores found by the experiment are 
used in the this study.
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2. The problem of destruction of structures 

In the problem the considered bar is given having two 
pieces and the material of one piece of the bar is linear-elastic 
while the material the other one is damaging non-linear 
hereditary-elastic. On the left end the bar is exposed to 
a lengthwise impact, and its right end has contact with a 
pliant obstacle. A certain quantity which the piece of the 
bar possesses is marked at the down index of the quantity 
with a corresponding figure. In the contact of the different 
homogeneous pieces the rigid sticking condition, continuity 
condition of speed and forces are accepted as

1 1 2 1 1 1 2 1(l ,t) (l ,t) , (l ,t) (l ,t)σ = σ υ = υ ,

here σ  is stress, υ  is speed, t  is a time variable, 1l  is a 
length of the first piece of the bar.

The initial conditions are zero in 

i i i(x,0) (x, 0) (x, 0) 0 , i 1, 2υ = σ = ε = =  .          (1)

The boundary conditions are given as 

1 0 * 2 2(0,t) H(t t) , (l, t) k u (l, t)υ = υ ⋅ − σ = ⋅ ,         (2)

here x  is a space variable, u  is displacement, ε  is deforma-
tion, 0υ  is a stable velocity characterizing the impact, *t  is 
a stable points to the time interval of the impact loading, k  
is a bed coefficient of soil, l  is a length of the bar and H  is 
Heavyside function. 

The investigation for the second piece of the bar is done 
on the base of Suvorova’s one-dimensional model for the 
damaging solid body [2, 3]. The general determinant relation 
is as in [2]:

i i i i i i i( ) L M∗ ∗φ ε = σ + σ + σ , i 1, 2= ,               (3)

here φ - the non-linear instantaneous deformation function, 
so that
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Φ  is a function of restoration of defects, so that
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L  and M  are however weak-singular Abel cores, so that

L(t ) , M(t ) ,
(t ) (t )

, const 0 , 0 , const 1

α β

λ χ
− τ = − τ =

− τ − τ
λ χ = > < α β = <

                                                       

,

where E  is an instantaneous Young’s modulus, γ  is a non-
linearity parameter of material, 0ε  is an elastic deformation 
limit and *ε  is a deformation limit determining the restora-
tion of the defects. The scattering destruction criteria are in 
the following form [4]:

* *
i i iMσ + σ = σ  , i 1, 2= ,                       (4)

here *σ  - lengthwise firmness limit.
The measureless quantities are included in the following 

form:
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,

here 0E - the instantaneous Young’s modulus appropriate to 
the non-destructed domains of the bar, ρ  is density and 0c  
is a spreading speed of the elastic wave, so that

0i
0i

i

E
c , i 1,2= =

ρ
.

A relative quantity is included in the following form: 
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 σ + σ < ση = = 
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 i 1, 2= .

The motion and correspondingly combinatorial relations are

i i i i

i i

0 , 0 , i 1, 2 .
t x t x

∂υ ∂σ ∂ε ∂υ
− = − = =

∂ ∂ ∂ ∂
            (5)

After the passage into the measureless quantities in the 
general determinant relations and differentiating them by 
time and applying the combinatorial equations in the later 
obtained relations, it is found in [11]:
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      (6)

here c ( )ε - the spreading speed of the non-linear hereditary- 
 
elastic wave, so that 

d ( )
c( ) .

d

φ ε
ε =

ε
 Relations (6) found as a 

 
 system of the quasi-linear hyperbolic type partial integral-
differential equations of first-order. 

Deformation is described in the following form in [1]:

i i i(z ) ,ε = ψ  i i i i i iz L M∗ ∗= σ + σ + σ , i 1, 2= .

here, ψ  is the inverse function of φ .
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3. Solution of the mathematical problem

The entering of the integral operator relations (1) makes 
the analytical solution of the problem difficult. Therefore, the 
problem is solved numerically by the characteristic method 
with the first-order evident finite differences scheme in the 
rectangular Lagrange netting fulfilling the Courant-Rees-
Isacson’s stability condition for the evident scheme [14]. The 
approximate relations are calculated with help of computer. 
The influences of the proportions of the elastic deformation 
limits of the pieces of the bar and of the spreading speeds of 
the elastic wave in them at the 0t - first respectively the pt - 
complete destruction moments of the damaging piece of the 
bar are studied. When the computation has been done, the 
values of the number of the quantities have been accepted, in 
general case, in the following form:

1 2 * 01 02

2 1

* * * * *
2 1 2 1 2

x t t 0,042 , t 0,3 , E / E 0,5 ,

l / l 1, (l const) , 0,9 , 0,8 ,

0,5 , k 1, 0,02 , 3, 5 , 0,01.

∆ = ∆ = ∆ = = =

= = λ = χ = α = β =

γ = = ε = σ = σ = η = η =

here x∆  and t∆  are the steps of the rectangular netting ap-
propriate to the numerical axes x  and t .

a                                                    b  

Fig. 1. Dependences of the 0t  - first and the pt  - complete 
destruction moments of the damaging piece of the bar upon: 

a - the 01

02

ε
ε

 - proportion of the elastic deformation limits 

of its pieces when 0 6,0υ = ; b - the 
01

02

c
c - proportion of the 

spreading speeds of the elastic wave in its pieces when 7,0

4. Conclusions

The following results have been obtained. 
1. The increase of the proportion of elastic deformation 

limits of the pieces of the bar makes that the occurring of 
the first scattering destruction of its damaging piece is rapid 
until the value of this proportion is equal to 1 and after 
this point it delays weakly; the occurring of the complete 
scattering destruction is rapid. When this proportion is 
equal to 1, namely when 01 02ε = ε , the first destruction occurs 
more rapidly (Fig.1, a). 

2. The increase of the proportion of the spreading speeds of 
elastic wave in the pieces of the bar makes that the occurring 

of both the first and complete scattering destructions of its 
damaging piece is rapid until the definite moment of time 
and after this it delays. When this proportion is equal to 
unit, namely 01 02c c= , the first and complete destructions 
occur most rapidly (Fig.1, b ).

References 

1.	 Suvorova, Ju. V. Rasprostranenie odnomernyh voln v 

nelinejnoj nasledstvennoj srede [Text] / Ju. V. Suvorova, 

A. E. Osokin // Mehanika polimerov.—1978.—№ 3.—  

P. 425—429.

2.	 Suvorova, Ju. V. Nelinejnye jeffekty pri deformirovanii 

nasledstvennyh sred [Text] / Ju. V. Suvorova // Mehanika 

polimerov.—1977.—№ 6.— P. 976—980.

3.	 Suvorova, Ju. V. Dlitel’naja prochnost’ i razrushenie or-

ganoplastikov [Text] / Ju. V. Suvorova, I. V. Viktorova, 

G. P. Mashinskaja // Mehanika kompozitnyh materia-

lov.—1980.—№ 6.— P. 1010—1013.

4.	 Rahmatullin, H. A. Prochnost’ pri kratkovremennyh in-

tensivnyh nagruzkah [Text] / H. A. Rahmatullin, Ju. A. 

Dem’janov.—M.: 1966.— 399 p.

5.	 Ahundov, M. B. Rasprostranenie voln deformacij i 

naprjazhenij v kusochno-odnorodnom vjazkouprugom 

sterzhne konechnoj dliny s uchetom povrezhdaemosti 

materiala [Text] / M. B. Ahundov, F. M. Sadyhov, Ju. V. Su-

vorova // Izv. AN SSSR, Mehanika tverdogo tela.—1994.— 

№ 5.— P. 113—120.

6.	 Brigadirov, G. V. Udar sostavnogo sterzhnja o zhestkuju 

pregradu [Text] / G. V. Brigadirov // Prikl. probl. proch-

nosti i plastichnosti, Sb. statej Gor’kovskogo Universite-

ta.—1981.—Vyp. 19.— P. 98—103.

7.	 Kravchuk, A. S. Issledovanie nelinejnyh udarno-volnovyh 

processov v sloistyh sistemah [Text] / A. S. Kravchuk,  

S. Ja. Hohlov // Sovremennye voprosy fiziki i prilozhenija, 

Tezis dokladov.—1984.— S. 52. 

8.	 Suvorova, Ju. V. Dlitel’noe razrushenie neuprugih kompozi-

tov [Text] / Ju. V. Suvorova, I. V. Viktorova, G. P.  Mash-

inskaja // Mehanika kompozitnyh materialov.—1979.— 

№ 5.— P. 794—798.

9.	 Ahundov, M. B. Nelinejnaja dinamika neuprugogo raz-

rushenija povrezhdajushhihsja sloistyh sistem [Text] /  

M. B. Ahundov, R. S. Guliev // Mehanika kompozitnyh 

materialov.—1995.—T. 31.—№ 5.— P. 640—645.

10.	 Ahundov, M. B. Razrushenie nelinejno nasledstvenno-

uprugogo neodnorodnogo sterzhnja konechnoj dliny pri 

udarnom nagruzhenii s uchetom javlenija povrezhdae-

mosti i zalechivanija defektov [Text] / M. B. Ahundov,  

R. S. Guliev, F. M. Sadyhov // Trudy Instituta Matem-

atiki i Mehaniki AN Azerbajdzhana.—1996.—T. 5.—  

P. 108—115. 

11.	 Ahundov, M. B. Deformirovanie, rassejannoe razrushe-

nie i kriterii prochnosti neuprugih kompozitov [Text] /  

M. B. Ahundov // Izv. AN SSSR, Mehanika tverdogo te-

la.—1988.—№ 2.— P. 112—117.

12.	 Guliev, R. S. Dinamicheskoe nagruzhenie povrezhdajush-

hegosja neodnorodnogo sterzhnja [Tekst] / R. S. Guliev //  

Sb. tr. I Respublikanskoj konferencii po mehanike i matem-

atike.— Baku, 1995.— Ch. 1. — P. 55—57.

 



16

Восточно-Европейский журнал передовых технологий ISSN 1729-3774	 6/7 ( 66 ) 2013

 Г. А. Мамедова, М. А. Рустамова, С. Р. Агасиев, 2013

13.	 Suvorova, Ju. V. O kriterii prochnosti, osnovannom na nakoplenii povrezhdennosti, i ego prilozhenii k kompozitam [Text] /  

Ju. V. Suvorova // Izv. AN SSSR, Mehanika tverdogo tela.—1979.—№ 4.— P. 107—111.

14.	 Courant, R. On the solution of non-linear hyperbolic differential equation by finite differences [Text] / R. Courant, E. Isacson,  

M. Rees // Communs Pure Appl. Math.—1952. –P. 243—254.

УДК 539.3

ИССЛЕДОВАНИЕ 
СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ 

СФЕРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКИ С 

ЖИДКОСТЬЮ ОБРАТНЫМ 
МЕТОДОМ 

Г .  А .  М а м е д о в а
Кандидат физико-математических наук, доцент*

Email: gular-gulshan@rambler.ru
М .  А .  Р у с т а м о в а

Кандидат физико-математических наук, доцент*
Email: mehsetir@yahoo.com

С .  Р .  А г а с и е в
Диссертант 

Кафедра ”Эксплуатация и реконструкция  
сооружения и здания”

Азербайджанский Архитектурно-Строительный Университет
ул. Айна Султанова 5, г. Баку, Азербайджанская 

Республика, AZ1141
Email: bakisamir@mail.ru

*Отдел «Волновой динамики»
Институт Математики и Механики  

Национальной Академии Наук Азербайджана
ул. Б. Вахабзаде, 9, г. Баку,  

Азербайджанская Республика, AZ1141

Розглядається задача про 
вісесиметричні коливання пружної 
тонкостінної сферичної оболонки, яка 
заповнена рідиною, що стискується. 
При цьому рівняння руху побудовані в 
радіальних переміщеннях і з використан-
ням спеціального потенціалу. Задача 
зводиться до дослідження однорідної 
системи двох рівнянь щодо радіального 
переміщення і згаданого потенціалу. 
Умова не тривіальності рішення систе-
ми призводить до трансцендентного 
рівняння

Ключові слова: коливання, хвиля, 
частота, щільність, оболонка, тиску, 
потенціал

Рассматривается задача об осесим-
метрических свободных колебаниях 
упругой тонкостенной сферической обо-
лочки, заполненной сжимаемой жидко-
стью. При этом уравнения движения 
построены в радиальных перемещениях 
и с использованием специального потен-
циала. Задача сводится к исследованию 
однородной системы двух уравнений 
относительно радиального перемеще-
ния и упомянутого потенциала. Условие 
нетривиальности решения системы 
приводит к трансцендентному уравне-
нию

Ключевые слова: колебания, волна, 
частота, плотность, оболочка, давле-
ния, потенциал

1. Введение

Одной из важнейших задач на стадии проектирова-
ния тонкостенных оболочечных конструкций, широко 
применяемых в авиационной, ракетно-космической 
технике и различных областях промышленности, яв-
ляется динамический расчет. Необходимым элемен-
том исследования динамики оболочек является опре-
деление собственных частот и форм малых колебаний, 
причем наибольший интерес для приложений пред-
ставляют частоты из нижнего спектра [1]. 

Важное место среди динамических контактных за-
дач теории оболочек занимают задачи о свободных ко-
лебаниях упругих тонких оболочек, контактирующих 
с упругой твердой средой и жидкостью.

В работах [2, 3, 6 — 10] исследуются частоты и 
формы свободных колебаний сферической и цилин-
дрической оболочек, контактирующих с упругой и 

жидкой средой, в частности асимптотическими мето-
дами получены приближенные простые формулы для 
вычисления частоты и определения формы колебаний 
рассмотренных систем, а это ограничивает использо-
вание полученных результатов, исключая в ряде важ-
ных случаев возможность проведения качественного 
анализа исследуемых процессов. 

Кроме того, в работе [4] рассмотрены свободные осе-
симметрические колебания тонкостенной бесконечной 
цилиндрической оболочки, содержащей сжимаемую 
жидкость. Поскольку нахождение собственных частот 
связано с решением трансцендентных уравнений, здесь 
частота колебаний оболочки, не содержащей жидкость, 
выражена через частоту колебаний системы в явном 
виде, что позволяет как аналитически, так и графиче-
ски исследовать спектры частот системы.

В данной работе исследуется свободное колебание 
сферической оболочки с жидкостью.


