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Розглядається задача про 
вісесиметричні коливання пружної 
тонкостінної сферичної оболонки, яка 
заповнена рідиною, що стискується. 
При цьому рівняння руху побудовані в 
радіальних переміщеннях і з використан-
ням спеціального потенціалу. Задача 
зводиться до дослідження однорідної 
системи двох рівнянь щодо радіального 
переміщення і згаданого потенціалу. 
Умова не тривіальності рішення систе-
ми призводить до трансцендентного 
рівняння

Ключові слова: коливання, хвиля, 
частота, щільність, оболонка, тиску, 
потенціал

Рассматривается задача об осесим-
метрических свободных колебаниях 
упругой тонкостенной сферической обо-
лочки, заполненной сжимаемой жидко-
стью. При этом уравнения движения 
построены в радиальных перемещениях 
и с использованием специального потен-
циала. Задача сводится к исследованию 
однородной системы двух уравнений 
относительно радиального перемеще-
ния и упомянутого потенциала. Условие 
нетривиальности решения системы 
приводит к трансцендентному уравне-
нию

Ключевые слова: колебания, волна, 
частота, плотность, оболочка, давле-
ния, потенциал

1. Введение

Одной из важнейших задач на стадии проектирова-
ния тонкостенных оболочечных конструкций, широко 
применяемых в авиационной, ракетно-космической 
технике и различных областях промышленности, яв-
ляется динамический расчет. Необходимым элемен-
том исследования динамики оболочек является опре-
деление собственных частот и форм малых колебаний, 
причем наибольший интерес для приложений пред-
ставляют частоты из нижнего спектра [1]. 

Важное место среди динамических контактных за-
дач теории оболочек занимают задачи о свободных ко-
лебаниях упругих тонких оболочек, контактирующих 
с упругой твердой средой и жидкостью.

В работах [2, 3, 6 — 10] исследуются частоты и 
формы свободных колебаний сферической и цилин-
дрической оболочек, контактирующих с упругой и 

жидкой средой, в частности асимптотическими мето-
дами получены приближенные простые формулы для 
вычисления частоты и определения формы колебаний 
рассмотренных систем, а это ограничивает использо-
вание полученных результатов, исключая в ряде важ-
ных случаев возможность проведения качественного 
анализа исследуемых процессов. 

Кроме того, в работе [4] рассмотрены свободные осе-
симметрические колебания тонкостенной бесконечной 
цилиндрической оболочки, содержащей сжимаемую 
жидкость. Поскольку нахождение собственных частот 
связано с решением трансцендентных уравнений, здесь 
частота колебаний оболочки, не содержащей жидкость, 
выражена через частоту колебаний системы в явном 
виде, что позволяет как аналитически, так и графиче-
ски исследовать спектры частот системы.

В данной работе исследуется свободное колебание 
сферической оболочки с жидкостью.
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2. Постановка задачи

В работе уравнения движения сферической обо-
лочки разделены две части: систему, описывающую 
потенциальное движение, и уравнение, описывающее 
вихревое движение. Первая система в случае тонко-
стенной оболочки будет иметь вид 
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где Ф, F – функции, описывающие потенциальную и 
вихревую составляющую движения. 

Давление жидкости определяется для случая по-
тенциального движения сжимаемой жидкости следу-
ющим образом.
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где ρ - плотность жидкости, r -расстояние от центра, 
Π - потенциал скорости, удовлетворяющей уравнению 
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где ∆ - оператор Лапласа, a - скорость распростране-
ния возмущений в жидкости.

Радиальная скорость оболочки и потенциал скоро-
сти жидкости на поверхности контакта связаны соот-
ношением.
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Согласно (2), при колебаниях будет 
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А уравнение (3) обратится в уравнение Гельмголь-
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учитывая, что функции в (9) удовлетворяют уравне-
ниям 
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Последнее имеет решение

При отсутствии жидкости (16) примет вид

Исключив из (16) и (17) М, получим 

Формула (19) выражает зависимость 0w от w .
Уравнение (19) связывает свободную частоту си-

стемы со свободной частотой оболочки в отсутствии 
жидкости. Нахождение частот свободных колебаний 
системы в целом связано с решением трансцендентно-
го уравнения (16).

При решении трансцендентного уравнения часто 
авторы прибегают к приближенным методам, в част-
ности к асимптотическим [5]. Однако, решение обрат-
ной задачи позволяет строить спектр частот графики, 
что упрощает исследование, в том числе определение 
частоты. 

При некоторых данных значениях параметров за-
дачи на интервале 70 6 10− ⋅  для N( )w  и 0 25−  для w  
построены графики N( )w - w  рис. 1.( 0N( )w = w ). На 
рисунках показаны три фрагмента частотного спектра 

0w − w  для трёх значений отношения плотности жид-
кости к плотности оболочки.

Рис. 1. Зависимость частот колебаний оболочки,  
не содержащей жидкость N(ω),  

от системы ω 
p
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	 На и н терва ле 
30 1.5 10− ⋅  для N( )w  и 

0 25−  для w  построены 
графики N( )w - w  рис. 2. 
( 0N( )w = w ).
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Рис. 2. Зависимость частот колебаний оболочки,  
не содержащей жидкость N(ω),   

от системы ω 
p

r 100, a 500, 0.05
q

= = =

На интервале 0 300−  для N( )w  и 0 25−  для  по-
строены графики N( )w - w  рис. 3.( 0N( )w = w ).

Рис. 3. Зависимость частот колебаний оболочки,  
не содержащей жидкость N(ω),  

от системы ω 
p

r 100, a 500, 0.01
q

= = =

3. Выводы

Рассмотрим участок графика соответствующий 
первой моде колебаний жидкости. С увеличением 0w  
(жёсткости оболочки) частота собственных колебаний 
системы w  заметно нарастая, затем замедляет рост, 
асимптотически приближаясь к некоторому значе-
нию, соответствующему жёсткому закреплению. На 

второй моде колебаний жидкости при небольшом 0w  
(жёсткости) частота системы w , начиная со значения, 
соответствующего жёсткому закреплению при первой 
моде, сначала быстро возрастает с последующим за-
медлением, асимптотически приближаясь к значению, 
соответствующему жёсткому закреплению для второй 
моды. Аналогичная картина наблюдается и для по-
следующих мод. Следует отметить, что имеет место 
чередование крутизны кривых для последующих мод. 

Анализируя характер кривых в зависимости от 
значений различных параметров, следует отметить: 
увеличение скорости звука в жидкости увеличивает 
крутизну кривой 0w − w .
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