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Розглянуто застосування неявної квазі-
монотонної схеми Годунова підвищеної точ-
ності для чисельного моделювання течії 
в’язкої нестисливої рідини. Наведено мате-
матичну постановку задачі. Проведено роз-
рахунок низки тестових задач та виконано 
зіставлення отриманих результатів

Ключові слова: штучна стисливість, 
нестислива рідина, неявна квазімонотонна 
схема Годунова

Рассмотрено применение неявной ква-
зимонотонной схемы Годунова повышенной 
точности для численного моделирования 
течений вязкой несжимаемой жидкости. 
Представлена математическая постанов-
ка задачи. Проведен расчёт ряда тестовых 
задач и выполнено сопоставление получен-
ных результатов

Ключевые слова: искусственная сжима-
емость, несжимаемая жидкость, неявная 
квазимонотонная схема Годунова

The application of an implicit quasi-mon-
otone high accuracy Godunov type scheme to 
the numerical simulation of the viscous incom-
pressible flow is viewed. The mathematical for-
mulation of the problem is presented. Several 
representative problems have been solved and 
comparison showed good agreements

Key words: artificial compressibility, inc-
ompressible flow, implicit quasi-monotone 
Godunov type scheme

1. Введение

Для дальнейшего совершенствования проточных 
частей гидромашин необходимы детальное изучение 
и анализ физических процессов, происходящих в них. 
Несмотря на знание множества гидродинамических за-
кономерностей, полученных и получаемых при проек-
тировании и исследовании гидромашин, каждая новая 
проточная часть имеет свои индивидуальные особен-

ности, которые влияют на её характеристики. Важным 
инструментом, используемым в процессе изучения, 
проектирования и доводки гидромашин, является чис-
ленный эксперимент, построенный на основе моделей 
трёхмерных вязких течений несжимаемой среды.

В последние годы достаточно успешно применя-
ется неявная квазимонотонная схема Годунова повы-
шенной точности для моделирования вязких течений 
сжимаемого газа [1, 2, 3].
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В статье представлено обобщение данной схемы 
для численного интегрирования несжимаемых урав-
нений Эйлера и Навье-Стокса с дополнительным чле-
ном, содержащим искусственную сжимаемость [4, 5].

Для проверки работоспособности и оценки точно-
сти предложенного метода решен ряд тестовых задач.

2. Основные уравнения

Система несжимаемых уравнений Навье-Стокса, 
преобразованная с помощью метода искусственной 
сжимаемости в обобщённой криволинейной системе 
координат, вращающейся с постоянной угловой ско-
ростью Ω  вокруг оси x , имеет вид [2]:
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Здесь x y z, ,  − декартовы координаты, ξ η ζ, ,  − обоб-
щённые криволинейные координаты, J  − якобиан пе-
рехода между системами координат, P p u v w, , , , , ,*ρ β  − 
кинематическое давление, давление, декартовы компо-
ненты скорости, плотность и коэффициент искусствен-
ной сжимаемости соответственно. Предполагается, что 
температура жидкости постоянна. Q  − вектор консер-
вативных переменных, E F Gi i i, ,  − конвективные (не-
вязкие) составляющие потоков, E F Gν ν ν, ,  − диффузи-
онные (вязкие) составляющие потоков, g  − ускорение 
свободного падения.

Компоненты тензора деформаций имеют вид:
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где ν  − коэффициент кинематической вязкости 
жидкости (задаётся постоянным во всей расчётной 
области). При моделировании невязких течений жид-
кости диффузионные составляющие потоков берутся 
равными нулю ( E F Gν ν ν= = ≡ 0 ). Тогда система урав-
нений (1) соответствует несжимаемой системе уравне-
ний Эйлера (с искусственной сжимаемостью).

Обезразмеривание переменных выполняется сле-
дующим образом:

P
p
a

u
u
a

v
v
a

w
w
a

t a t= = = = =
ρ* * * * *

*, , , , ,2

Ω Ω= = =
a

g
g
a

v
a* * *

, , .2 ν

где a*  − характерная скорость потока. После обе-
зразмеривания вид уравнений не меняется, поэтому 
для упрощения дальнейшего описания черта над пере-
менными опускается.

Система уравнений в недивергентной форме имеет 
вид:
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Введенные сокращения означают, что матрица 
A  получается в случае s = ξ  и Θ = U , матрица B  при 
s = η  и Θ = V , а матрица C , если s = ζ  и Θ = W .

Диагональный вид матриц A B C, ,  получается из 
соотношений:
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Значения c c cx y z, ,  и d d dx y z, ,  определяются из со-
отношения для метрических коэффициентов:

x y z

x y z

x y z

x x x

y y y

z z z

ξ ξ ξ

η η η

ζ ζ ζ

ξ η ζ
ξ η ζ

ξ η ζ

















⋅
















=
11 0 0

0 1 0

0 0 1













 .

Матрицы Ls  и Rs  являются невырожденными.

3. Постановка граничных условий

Для численного решения уравнений задаются гра-
ничные условия и дополнительные соотношения на 
границах.

• На границе входа задаются полное давление и 
направление вектора скорости, а также используется 

уравнение Бернулли P p
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• На границе выхода задаётся статическое давле-
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характеристике.

• На стенке для уравнений Эйлера задаётся усло-
вие u v wx y zψ ψ ψ+ + = 0  ( ψ − направление, ортогональ-
ное к поверхности стенки в данной точке), а для 
ламинарных уравнений Навье-Стокса – условие при-
липания u v w= = = 0 . Давление на стенке определя-
ется из соотношения:
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где ψ − сеточное направление, не параллельное 
стенке.

Для обеспечения разностей против потока исполь-
зуется упрощённый аналог задачи распада произволь-
ного разрыва, в котором значения в области разрыва 
находятся из соотношений на характеристиках:

L dqψ = 0,

где ψ  − локальное сеточное направление.

4. Определение коэффициента искусственной 
сжимаемости

Коэффициент искусственной сжимаемости пред-
полагается постоянным, либо кусочно-постоянным 
внутри расчётной области. Для обеспечения высокой 
скорости сходимости и сохранения порядка собствен-
ных значений матриц A B C, , коэффициент искусствен-
ной сжимаемости β  определяется как [5]:

β = + +( )( ) =max . , ,0 3 1 52 2 2r u v w r 

или

β δ δ δ δ= + = < <<1
2

0 1 05 10 0 1a* , , .

В качестве характерной скорости потока берётся 
максимальная скорость потока.

5. Численная схема

Физическая область отображается на расчётную 
область с помощью неструктурированной сетки с ше-
стигранными ячейками. Такая сетка допускает ло-
кальную структуризацию. Численное интегрирование 
уравнений выполняется с помощью неявной квазимо-
нотонной схемы Годунова повышенной точности [2, 3]. 
Подробно численный метод описан в работе [2].

Данная численная схема реализована на языке 
программирования FORTRAN 90 и интегрирована в 
программный комплекс FlowER-U ® .

6. Численные результаты

С целью апробации численной модели решен ряд 
тестовых задач. Полученные результаты сравнивались 
с теоретическими и экспериментальными данными, а 
также результатами других авторов.

6.1. Обтекание профиля NACA0012. Рассмотрено 
обтекание невязкой жидкостью профиля NACA0012 
при углах атаки ϕ ϕ= ° = °0 3, . На рис. 1 представлена 
визуализация изолиний статического давления. По-
лученные результаты хорошо согласуются с данными, 
приведенными в работе [6].

а)                                 б)
Рис. 1. Изолинии давления при угле атаки:

а) ϕ = °0 ; б) ϕ = °3
6.2. Обтекание плоской пластинки. Выполнен рас-

чёт вязкого ламинарного течения жидкости при усло-
вии равномерного значения скорости набегающего по-
тока (рис. 2).
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Рис. 2. Вид пластинки

На рис. 3 приведено сравнение профиля продоль-
ной компоненты скорости в пограничном слое, по-
лученного в расчёте, с теоретическим профилем [7]. 
Видно, что расчётные и теоретические результаты 
хорошо согласуются.

Рис. 3. Распределение продольной компоненты скорости в 
пограничном слое на пластине

6.3. Обтекание профиля СИБНИА С-16. Рассмо-
трено обтекание профиля СИБНИА С-16 (см. рис. 
4) при скорости набегающего потока U м с∞ = 50 7,  и 
числе Рейнольдса Re ,= ⋅1 62 106 . На рис. 5 представле-
но сравнение коэффициента давления, полученного 
в расчёте, с экспериментальными данными [8, 9] при 
угле атаки α = 5 16, .

Рис. 4. Вид профиля СИБНИА С-16

Рис. 5. Распределение коэффициента давления на 
поверхности профиля

Наблюдается удовлетворительное соответствие 
расчётных и экспериментальных данных.

7. Выводы

Выполнено обобщение неявной квазимонотонной 
схемы Годунова для моделирования вязких несжи-
маемых течений на основе численного интегрирова-
ния уравнений Эйлера и Навье-Стокса, содержащих 
дополнительный член искусственной вязкости. По-
лученные результаты тестовых расчётов хорошо со-
гласуются с экспериментальными, теоретическими и 
численными данными других авторов.

В дальнейшей работе планируется применить рас-
смотренный метод для моделирования нестационар-
ных турбулентных течений вязкой несжимаемой жид-
кости.
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