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Побудовано математичну модель течії в’яз-
кої рідини в трубопроводі за наявності малих 
збурень, яка базується на системі рівнянь 
Нав’є-Стокса. Виявлено якісний параметр для 
виявлення розмірів зони впливу малих збурень 
на конфігурацію течії. Вказана методика може 
бути використана при дослідженні комуналь-
них трубопроводів, технологічних трубопро-
водів в різних галузях промисловості
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Построена математическая модель тече-
ния вязкой жидкости в трубопроводе при нали-
чии малых возмущений с использованием систе-
мы уравнений Навье-Стокса. Установлен 
качественный параметр для определения раз-
меров зоны влияния малых возмущений на кон-
фигурацию течения. Предложенная методика 
может быть использована при исследовании 
коммунальных и технологических трубопрово-
дов в разных отраслях промышленности

Ключевые слова: вязкая жидкость, уравне-
ния Навье-Стокса, устойчивость, численный 
метод, моделирование утечек

1. Вступ

При вирішенні задач технічної діагностики си-
стем дослідники, як правило, мають справу з малими 
збуреннями впливів на вказані системи, що дозволяє 
продовжити експлуатацію об’єктів без порушення тех-
нологічних режимів. Саме такі ефекти мають місце у 
випадку експлуатації трубопроводів – викривлення 
осей, наявність дефектів поверхонь, через які можли-
вим є виток рідини. При цьому втрата продукту транс-
портування є порівняно невеликою – до 0.1-0.5 %. Де-
фекти такого роду визначаються експериментальними 

методами, проте дедалі більшого значення набуває 
використання методів математичного моделювання 
явищ такого характеру – зокрема, через складність 
реалізації апаратних засобів через важко доступність 
поверхонь для реалізації контактних методів дослід-
ження. 

В пропонованій роботі розглядається течія в’язкої 
рідини в технологічних трубопроводах за наявності 
дефектів поверхні – наскрізних отворів, через які 
здійснюється відтік продукту, що може призводити 
до серйозних екологічних та економічних наслідків. 
Задача технічної діагностики може бути зведена до 
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задачі моделювання течії з витоками для розроблення 
методик ідентифікації та дефектів, виявлення інфор-
мативних параметрів та меж застосування моделей.

2. Літературний огляд та постановка проблеми

При дослідженні технічного стану складних ме-
ханічних систем, що тривалий час експлуатуються, 
зокрема в задачах їх технічної діагностики, часто 
зустрічаються випадки, коли виникнення аварійних 
ситуацій обумовлене наявністю малих збурень, що 
діють на систему. При математичному моделюванняі 
такого роду явищ, як правило, виникають задачі, в 
яких або системи рівнянь, або граничні та почат-
кові умови зазнають певних збурень, характеристики 
яких є малими в порівнянні з характерними значен-
нями величин, які досліджуються, оскільки великі 
збурення початкових умов, як правило, викликають 
необхідність вибору інших моделей для опису явищ –  
коментарем до цього можуть слугувати моделі оцінки 
параметрів течії з малими витоками [1] та моделі течії 
при розриві трубопроводів [2, 3]. Тому задачі техніч-
ної діагностики, відповідні їм математичні моделі 
тісно пов’язані зі стійкістю відповідних фізичних 
процесів [4 – 6]. Існує багато робіт стосовно мате-
матичної теорії стійкості, ґрунтовний огляд яких 
наведено в роботі [7]. З математичної точки зору ви-
діляють поняття:

1.	 стійкості відносно малих та скінчених збурень 
параметрів основного руху, зовнішніх, почат-
кових даних та геометрії області (широкий 
клас механічних задач);

2.	 стійкості процесів деформування відносно 
збурень матеріальних функцій (задачі теорії 
пружних систем);

3.	 стійкості матеріалу по відношенню до зміни 
його внутрішньої структури (задачі механіки 
композитів);

4.	 стійкості при чисельному моделюванні проце-
су (широкий клас задач чисельного моделю-
вання реальних фізичних процесів).

Стійкість чисельних схем при реалізації широкого 
класу задач досліджується в роботах [8 – 10] – зокрема 
для методу кінцевих різниць.

В роботі [11] наведено результати дослідження 
рівняння пограничного шару для симетричних та 
осесиметричних течій в околі точки зупинки u 0= ,  
запропоновано способи побудови розв’язків рівнянь 
пограничного шару до точки відриву, вказано випад-
ки безвідривної течії, доведено, що розв’язок системи 
рівнянь пограничного шару може бути продовжено за 
точку відриву, але при цьому втрачається фізичний 
зміст. В цій же роботі вивчено вплив вдуву та відбору 
через границю тіла, що обтікається, на положення точ-
ки відриву. Точні аналітичні результати досліджень 
окремого випадку течії з відбором через поверхню 
наведено в роботі [12], проте вони носять в більшій мірі 
теоретичний характер.

У запропонованій роботі розглядаються підходи до 
використання параметрів стійкості процесів для вирі-
шення конкретної технічної задачі оцінки технічного 
стану трубопровідних систем з урахуванням того, що 
при реалізації вказаних моделей використовуються 

чисельні методи, при цьому виникають питання про 
можливість чисельного виявлення критичних пара-
метрів, при яких деякий фізичний процес втрачає 
стійкість, якщо характеристики цього процесу не є 
відомими і самі є розв’язком деякої крайової задачі 
та питання про розділення причин втрати стійкості 
при чисельному моделювання, якими можуть бути 
або некоректність дискретизованої задачі, зокрема, 
нестійкість різницевої схеми, або ж певні явища, 
що відбуваються в досліджуваному фізичному тілі. 
Таким, чином, фактично будь-яка задача технічної 
діагностики систем, що зазнала малих збурень, з ма-
тематичної точки зору може розглядатись як задача 
дослідження різних аспектів стійкості відповідних 
математичних моделей, причому по кожному із вка-
заних чотирьох аспектів. Задача оцінки напруже-
но-деформованого стану трубопровідних систем при 
зміні їх просторової конфігурації розглянуто в роботі 
[4], встановлено умови, при яких тіло залишається в 
рамках пружних деформації – фактично розглянуто 
аспекти стійкості, які можуть бути охарактеризовані 
пунктами 1 – 3.

В наведеній роботі розглядаються підходи до оцін-
ки стійкості течії за наявності малих витоків та вико-
ристання результатів дослідження стійкості течії для 
виявлення координат зони витоку при чисельному 
моделюванні процесів – пункти 1 та 4. При цьому не-
обхідно дослідити – чи є вказані ефекти результатом 
втрати стійкості різницевою схемою, чи необхідно 
змінити модель процесу через перехід течії в турбу-
лентний режим. 

Таким чином, метою дослідження є математичне 
моделювання течії технологічної рідини в трубопро-
воді за наявності витоків через поверхню при різних їх 
конфігураціях, для чого чисельно інтегрується систе-
ма рівнянь Нав’є – Стокса, досліджуються параметри 
стійкості чисельних схем, вибираються інформативні 
параметри для визначення зон впливу витоку та вста-
новлюються межі використання моделі до переходу 
течіїї в турбулентний режим.

3. Математична модель процесу 

Розглядається двовимірна течія в’язкої рідини в 
каналі зі стінкою, в якій присутній витік рідини через 
поверхню, течія вважається стаціонарною (рис. 1).

Рис. 1. Схема течії у двовимірному каналі з витоками

Система рівнянь Нав’є-Стокса в такому випадку 
записується у двовимірній області наступним чи-
ном:
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де U  і V  – компоненти вектора швидкості в прямо-
кутній декартовій системі координат, ρ  – густина 
продуктів, що транспортуються, ν  – коефіцієнт кі-
нематичної в’язкості, p  – тиск рідин. Граничні умови 
задаються у вигляді:
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де 1 2[x ;x ]  – зона витоку, µ  – динамічна в’язкість про-
дуктів, що транспортуються, R  – радіус каналу. Для 
компоненти швидкості x 0U =  вважається, що вона 
обчислюється як у відомій моделі Пуазейля [8]. leakV  –  
швидкість витоку рідини через область. Граничні умо-
ви (2) можуть іншими в залежності від того, як розта-
шовані зони витоку рідини – якщо вони розташовані 
на різних границях каналу, то для компоненти швид-
кості V ненульовими будуть значення швидкості на 
певних відрізках як при у=0, так і при y=2R . Методика 
розв’язання вказаної задачі є відомою [8, 9], особливіс-
тю при її розв’язанні є наявність розривних граничних 
умов (2) та відсутність коректних граничних умов для 
тиску. Диференціюючи перше з рівнянь системи (1) по 
змінній x , а друге – по змінній y , та приймаючи до 
уваги третє рівняння системи (1), одержується рівнян-
ня Пуасона для визначення тиску:

2 2

2 2

p p V U U V
2 ( )

x y x y x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = − ⋅ρ ⋅ − ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

.		  (3)

Подальша схема розв’язку є наступною:
1.	 Задається деяке початкове наближення тиску 

0p (x,y) ;
2.	 За даним розподілом 0p (x,y)  розв’язується си-

стема (1) з граничними умовами (2);
3.	 Після знаходження компонент швидкості U  і 

V  обчислюються праві частини рівняння (3);
4.	 Рівняння (3) розв’язується з граничними умо-

вами:

G 0p p (x,y)∂ = 					     (4)

5.	 Після одержання нового розподілу тиску вка-
заний алгоритм повертається в пункт 1.

Вказана процедура повторюється до досягнення 
збіжності ітераційного процесу. Система (1) з гранич-
ними умовами (2) розв’язується з використанням абсо-
лютно збіжних неявних схем методу змінних напрям-

ків, а рівняння (3) – методом послідовної верхньої 
релаксації. Збіжність та стійкість вказаного ітерацій- 
ного методу доведено в роботі [10].

Початкове наближення розподілу тиску вибира-
лось в допущенні про те, що існує лінійний перепад 
тиску по довжині каналу, яким моделюється труба з 
витоком:

0p p k x= − ⋅ .					     (5)

Використання залежності (5) для розрахунку поля 
швидкостей дозволяє встановити залежності між ін-
тенсивністю витоків та зміною конфігурації течії. 

Моделювання течії в трубопроводі з дефектами, 
через які відбувається відтік рідини, проводиться 
для наступних параметрів течії, геометрії труби, вла-
стивостей рідин та газів, лінійного перепаду тиску по 
довжині труби:

1.	 Середня швидкість рідини в трубопроводі –  
2 – 8 м/с;

2.	 Характерна швидкість малого витоку – до  
50 см/с;

3.	 Динамічна в’язкість рідини (вода) – 0.001 кг/см;
4.	 Кінематична в’язкість – 0.000001 м. кв./сек;
5.	 Хара ктеристик а перепа д у тиск у  

K= 0.064 – 0.096;
6.	 Крок по повздовжній координаті – 0.08 м;
7.	 Крок по повздовжній координаті – 0.025 м, що 

відповідає трубопроводу діаметром 1.25 м при 
50 контрольних точках по поперечній коорди-
наті;

8.	 Кількість кроків по повздовжній координаті – 
90000, що дозволяє провести розрахунок поля 
швидкостей для труби довжиною труби довжи-
ною 7,2 км з кроком 8 см.

4. Аналіз чисельних результатів

За результатами проведених розрахунків можна 
зробити наступний висновок: швидкість витоку сут-
тєво впливає на конфігурацію течії. 

Аналізуючи поведінку поздовжньої компоненти 
швидкості в пристіночній зоні, можна відмітити зако-
номірність, яка залежить від швидкості витоку: чим 
більша швидкість витоку, тим скоріше відбувається 
порушення монотонності поля швидкостей на стороні 
витоку (рис. 2). Крім того, виявлено наступну зако-
номірність: порушення монотонності, яке може бути 
визначене як різниця швидкості у двох точках сітки, 
що знаходяться найближче до стінки:

∆ = − +mV V(N) V(N 1) ,			   (6)

де N 1+  – кількість точок розрахункової сітки по 
поперечній координаті, відбувається за наступною 
закономірністю – спочатку відбувається перше по-
рушення монотонності, потім монотонність віднов-
люється і наступна її втрата веде втрати стійкості об-
числювальним процесом, що схематично зображено 
на рис. 2.

Точки 3L  і 1L  можуть слугувати реакцією течії 
на мале збурення, вони відповідають мінімальній 
відстані, на якій дія збурення вже відчутна, а точки 
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4L  і 2L  – точки втрат стійкості різницевої схеми. 
В такому випадку точки 3L  і 1L  можуть слугувати 
діагностичною ознакою, а 4L  і 2L  – ні, причому зміст 
процесів, що відбуваються після цих точок, може бути 
наступним – або втрачається стійкість обчислюваль-
ної процедури, або ж змінюється фізична картина 
течії – з ламінарного вона переходить в турбулент-
ний режим, і для подальшого опису течії необхід-
но використовувати інші моделі. З технічної точки 
зору така поведінка знаходить пояснення у факті 
того, що при сповільнені рідини по довжині труби 
необхідно підкачувати її для забезпечення певного 
тиску, швидкості течії та відповідно заданих об’ємів 
постачання. Який саме зміст необхідно виявити пріо-
ритетним в кожному конкретному випадку завідомо 
невідомо, необхідні подальші дослідження вказаних 
течій. Важливим результатом, який наводиться на 
рис. 2 та 3, є те, що при певних значеннях швидкості 
витоку – на рис. 2 це значення складає V=0.05 – втра-
ти монотонності швидкості взагалі не відбувається, 
тобто течія залишається стійкою до такого збурення 
швидкості.

Чим більша швидкість витоку, тим швидше потік 
реагує на неї зміною монотонності швидкості в при-
стіночній зоні (рис. 3). При певних швидкостях витоку 
(V<0.5) втрати стійкості течією взагалі не відбуваєть-
ся, при значеннях швидкостей, більших за вказані, 
координата втрати стійкості течією наближається до 
місця розташування дефекту тим швидше, чим біль-
шою є швидкість витоку рідини.

Рис. 2. Залежність між mV∆  та відстанню від дефекту при 
різних модальних значеннях швидкості витоку, поданої в 

умовних одиницях

Рис. 3. Залежність між швидкістю витоку та точкою втрати 
монотонності для різних швидкостей витоку

Проведено дослідження залежності параметра (6) 
від швидкості витоку рідини через поверхню труби 
(рис. 4). При різних значеннях швидкості малого збу- 
рення течії величина зони впливу прямо пропорційна 
цій швидкості.

Рис. 4. Залежність між величиною зони впливу малих  
збурень та координатою вздовж труби при малих  

значеннях швидкості витоку

Проведеними розрахунками підтверджено, що 
при вказаних на рис. 4 значеннях швидкостей витоку 
течія зберігає стійкість – тобто, має місце як стійкість 
гідродинамічного процесу, так і стійкість чисельної 
схеми. Проте при зростанні швидкості витоку кар-
тина розподілу градієнта повздовжньої компоненти 
швидкості в пристіночній зоні при різних швидкостях 
витоку набуває іншого характеру (рис. 5) – стійкість 
течії втрачається, що може бути пояснено втратою 
стійкості течії внаслідок виникнення турбулентних 
ефектів течії та можливою втратою стійкості різнице-
вого методу. 

Рис. 5. Залежність між величиною зони впливу малих  
збурень та координатою вздовж труби при критичних  

значеннях швидкості витоку

Перехідним етапом між ситуаціями, зображени-
ми на рис. 4 та рис. 5, може бути картина розподілу 
градієнта повздовжньої компоненти швидкості в при-
стіночній зоні при різних швидкостях витоку, що зо-
бражена на рис. 6.

 

 

 

 

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

0 2000 4000 6000

Довжина, м

Гр
ад

іє
нт

 ш
ви

дк
ос

ті
, м

/с

v=0.85
v=0.95
v=0.99



40

Восточно-Европейский журнал передовых технологий ISSN 1729-3774	 2/7 ( 68 ) 2014

Рис. 6. Залежність між величиною зони впливу малих  
збурень та координатою вздовж труби при середніх  

значеннях швидкості витоку

Наведена картина розподілу градієнта повздовж-
ньої компоненти швидкості в пристіночній зоні по-
казує, що величина зони впливу малих збурень не може 
бути виявлена настільки точно, як у випадку, зображе-
ному на рис. 4 – це може бути пояснено втратою стій-
кості гідродинамічного процесу, оскільки, на відміну 
від ситуації, зображеної на рис. 5 стійкість чисельної 
схеми не порушується, лінії зберігають монотонність.

На рис. 7 показано, що розроблена модель та чи-
сельна схема її реалізації може бути використана при 
діагностуванні малих витоків, які розташовані на пев-
ній відстані один від одного.

Рис. 7. Залежність між величиною зони впливу малих  
збурень при наявності кількох витоків різної 

 інтенсивності – координати витоків х-1,2 км та х=2,88 км 
при швидкості 0,2 м/с

Стійкість схеми при цьому не порушується, хоча 
питання виявлення кількох витоків вимагає більш 
детального вивчення. 

5. Висновки 

При реалізації моделі (1)–(4) виконано всі необ-
хідні математичні формальності [8, 9]: постановка 
задачі та доведення її коректності; дискретизація 
задачі та дослідження стійкості відповідних різни-
цевих схем; вибір чисельного метода розв’язання; 

програмування у відповідному середовищі та аналіз 
одержаних чисельних результатів шляхом порівнян-
ня їх з іншими експериментальними та теоретич-
ними результатами. Разом з тим, як відмічено в [7], 
основною вимогою, яка висувається на практиці 
до розв’язків задач механіки, є їх стійкість до тих 
чи інших збурень – в даному випадку це наявність 
малих витоків – точок порушення суцільності сті-
нок та перехід течією точки, в якій u=0. Для аналізу 
стійкості важливо знати осереднені характеристи-
ки, безрозмірні параметри та числа, з досягненням 
якими своїх критичних значень пов’язаний перехід 
системи в якісно інший стан, при якому втрачають 
зміст основні рівняння моделі (наприклад, втрача-
ють зміст рівняння Нав’є-Стокса). При реалізації 
розробленої моделі виникають наступні типові за-
питання: чи можливим є виявлення критичних па-
раметрів, при яких досліджуваний фізичний процес 
втрачає стійкість за умови того, що характеристики 
цього процесу невідомі і самі визначаються шляхом 
розв’язання деякої крайової задачі. Необхідно також 
визначити, що означає втрата стійкості при чисель-
ному моделюванні – некоректність дискретизованої 
задачі чи певний ефект, що відбувається в досліджу-
ваному фізичному тілі (відрив пограничного шару, 
гідроудар, виникнення турбулентних ефектів). 

За результатами чисельного моделювання течії 
рідини по каналу з витоками її через поверхню вста-
новлено спосіб оцінки координати точки витоку та її 
залежність від швидкості витоку. Підтверджено, що 
задачі технічної діагностики систем різного призна-
чення з математичної точки зору є задачами дослід-
ження стійкості відповідних процесів та чисельних 
схем реалізації моделей таких процесів. 

6. Визначення напрямків подальших досліджень

Питання,що виникають, можна трактувати ще й 
наступним чином – як розділити межі впливу фі-
зико-механічних характеристик течії та параметрів 
розрахункової сітки. Відповідь на вказані питання 
вимагає подальших досліджень течії за наявності ви-
токів через поверхню. 

Напрямки подальших досліджень можуть бути 
пов’язаними з вивченням особливостей течії при 
різних геометричних конфігураціях зон витоку та з 
розробкою методик експериментальних досліджень 
полів швидкостей у трубопроводах з витоком з метою 
порівняння чисельних та експериментальних резуль-
татів.
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Проведено аналіз хронометражу руйну-
вання негабаритів гідромолотом. У стат-
ті розглянуті фактори, що впливають на 
ефективність процесу механічного руйнуван-
ня негабаритів, а також вплив розташуван-
ня негабариту на продуктивність гідромо-
лотів, визначені залежності продуктивності 
та питомої енергоємності від об’єму негаба-
риту при його різному розташуванні

Ключові слова: дроблення, гідромолот, 
негабарити, продуктивність, енергоємність, 
бойок, зусилля, основа, відскік, заходка

Проведен анализ хронометража разру-
шения негабаритов гидромолотом. В статье 
рассмотрены факторы, влияющие на эффек-
тивность процесса механического разруше-
ния негабаритов, а также влияние располо-
жения негабарита на производительность 
гидромолотов, определены зависимости про-
изводительности и удельной энергоемкости 
от объема негабарита при его различном рас-
положении

Ключевые слова: дробление, гидромолот, 
негабарит, производительность, энергоем-
кость, боек, усилия, основа, отскок, заходка

1. Вступ

Існує багато методів дроблення негабаритів. Деякі 
з підприємств застосовують вибухові способи, інші –  
механічні. Кожен із способів має низку переваг та не-
доліків, але головну роль відіграє продуктивність про-

цесу дроблення. Дослідження основних факторів, що 
впливають на продуктивність робочого обладнання 
та гірничотехнічних умов розробки корисних копалин 
дозволить збільшити продуктивність процесу руйну-
вання. Останнім часом широкого поширення набув 
спосіб руйнування негабаритів за допомогою гідромо-


