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Отримано рішення ряду задач 
для багатошарової нагріваючої 
системи без урахування й з ураху-
ванням термічних контактних 
опорів. Наведено аналіз впливу кон-
тактних опорів на теплові режими 
нагрівальних систем
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Получены решения ряда задач 
теплопередачи для многослойной 
нагревательной системы без учета 
и с учетом термических контакт-
ных сопротивлений. Приведен анализ 
влияния контактных сопротивлений 
на тепловые режимы нагреватель-
ных систем
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Solutions of some problems for 
multilevel heating system are received 
without taking into account and with 
taking into account the thermal contact 
resistance. The analysis of influence of 
contact resistance on thermal modes of 
heating systems is resulted
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1. Постановка проблемы

На тепловой режим контактирующих тел значи-
тельное влияние оказывает термическое сопротивле-
ние, возникающее в области контакта и обусловленное 
несовершенством механического соединения контак-
тирующих поверхностей [1]. Наличие термических 
контактных сопротивлений во многих случаях мо-
жет существенно изменять картину температурных 
распределений в нагревательной системе даже при 
незначительном нагреве. Учитывая важность задач 
проектирования энергоэффективных конструкций и 
сооружений, актуальной проблемой является разра-
ботка методов компьютерного моделирования процес-
сов теплопередачи с учетом неидеального теплового 
контакта.

С целью исследования влияния термически не-
идеальных контактов на тепловые режимы нагрева-
тельных систем построена математическая модель на-
гревательной системы (НС) в виде плоскослоистой 
энергоактивной структуры, применяемой для обеспе-
чения микроклимата сельскохозяйственных произ-
водственных сооружений [2-4]. Конструкция такой НС 
составлена из плоских слоев различных строительных 
материалов, некоторые слои (активные) содержат те-
пловыделяющие трубчатые элементы. Конструктив-
ные и технологические соображения позволяют пред-
ложить различные варианты выполнения НС, поэтому 
теплофизическую модель целесообразно построить 
в самом общем виде с учетом ряда несущественных 
упрощающих предположений. 
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Стационарный режим теплопередачи в таких 
структурах представляет один из важных аспектов, 
т. к. его исследование позволяет получить оценку 
эффективности (соотношение полезной части под-
веденного тепла, которая идет на нагрев помещения 
и рассеянной в грунте), распределение температуры в 
толще НС и условий возможного перегрева, параметры 
аккумулирования энергии в массиве НС и оценить 
возможности стабилизации теплового режима и реа-
лизации прерывистого режима отопления (переход к 
динамике). 

2. Физическая модель нагревательной системы

Имея в виду сравнительно большие размеры обо-
греваемой площади по сравнению с глубиной размеще-
ния слоистой структуры в грунте, примем допущение 
об одномерности процессов теплопередачи в ней. Мас-
сив грунта под НС будем рассматривать как термостат 
с фиксированной температурой, которая изменяется, 
по крайней мере, от сезона до сезону, но в модели 
мы ее принимаем за постоянную на протяжении ко-
нечного времени работы НС. В плоскости теплового 
контакта поверхности НС с воздушной средой про-
изводственного помещения примем условия конвек-
тивного теплообмена, которые подчиняются закону 
Ньютона-Рихмана [5]. Пассивные слои выполнены в 
виде засыпок из песка, керамзита или других тепло-
проводных термостойких водоотталкивающих мате-
риалов, см. рис. 1. Активные и пассивные слои могут 
располагаться в произвольной последовательности. 
Учитывая реальные структурные особенности и не-
однородности строительных материалов, на границах 
слоев в модели следует учесть термические контакт-
ные сопротивления. 

Конструкция активных слоев описана в указанных 
выше авторских ссылках, и мы не будем ее приводить 
(см. рис. 1). Отметим, что единственным дополни-
тельным параметром такого слоя в рассматриваемой 
задаче будет лишь величина распределенной объем-
ной средней по слою мощности источников pi, Вт/м3, 
которая отвечает уровню подведенной к трубчатым 
нагревателям мощности. Будем считать эти параме-
тры независимыми от температуры нагрева данного 
и других активных слоев. Теплофизические параме-
тры всех слоев будем также считать постоянными, 
характеризующими соответствующий строительный 
материал, и не зависящими от температуры и условий 
теплообмена. 

3. Математическая модель теплопередачи и ее анализ

Рассматриваемая модель НС составлена из N одно-
родных слоев, среди которых есть активные слои с под-
водом энергии. В поперечных направлениях система 
предполагается однородной, потоки тепла и градиенты 
температур имеют место только в направлении норма-
ли к слоям – вдоль оси OX. 

Рис. 1. Поперечный разрез 11-слойной НС (а) и система 
параметров N-слойной структуры (б)

Пусть tп – температура поверхности пола – одна 
из искомых величин (или параметр задачи), тогда при 
температуре воздуха в помещении tс, отличной от tп, 
на поверхности пола в плоскости x = A будет иметь 
место конвективный теплообмен с воздушной средой 
помещения, который подчиняется закону Ньютона-
Рихмана:

n cq (t t )= a ⋅ - ,                                 (1)

где a – коэффициент теплообмена; в реальных ус-
ловиях производственных помещений для удержания 
животных при наличии вентиляции величина коэф-
фициента теплоотдачи может изменяться в довольно 
широком интервале значений 5 .. 15 Вт×м-2×К-1.

 Нижняя поверхность НС находится в плоскости 
x = 0 (на глубине А) и термостатирована глубинным 
теплом при фиксированной температуре t0 = const, 
величина которой в зависимости от сезона и глубины 
лежит в пределах 5 .. 10 °C. 

В каждом из слоев температурное распределение 
(частичное распределение) ui(x) должно удовлетво-
рять уравнению теплопроводности, которое в рассмо-
тренном стационарном случае для одномерной струк-
туры имеет вид:

2
i

i2

d u
w

d
= -

x
 ,                                  (2)

где x = x/A – нормированная координата, все ли�-
нейные размеры нормированы на величину А = АN 
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– полную глубину (высоту) структуры; каждый слой 
характеризуется толщиной ai= xi - xi-1, плотностью 
мощности распределенных источников pi, Вт/м3, коэф-
фициентом теплопроводности li, Вт×м-1К-1; wi = pi

2/li – 
нормированная плотность мощности распределенных 
источников i-го слоя; 

ir
∗  – термические контактные сопротивления меж-

ду i-м и (i+1)-м слоями. Кроме того, искомая функция 
должна удовлетворять краевым условиям на границах 
НС при x = 0 и x = А, а также условиям сопряжения на 
границах раздела слоев (x = ai , i = 1 .. N-1, ai  – коорди-
наты границ слоев):

0 1 1
1 0

r du
u t

A d

∗l
= +

x
, при x = 0,                    (3)

1 N
N c

du
u t Bi

d
-= -

x , при x = 1,                   (4)

i i 1 i 1
i 1 i

r du
u u

A d

∗
+ +

+
l

- =
x

, при x = xi ,                (5)

i 1 i
i 1 i

du du
d d

+
+l = l

x x
, при x = xi ,                         (6)

	
где Bi=αA/λN– критерий Био.
Математическая модель теплопередачи многослой-

ной структуры построена, исходя из принятой физи-
ческой модели – граничной задачи теплопроводности 
(2)-(6), и сводится к системе 2×N линейных неоднород-
ных уравнений. Ее решение (температура) представля-
ет собой кусочно-непрерывную функцию координаты 
x, толщин слоев di , их теплопроводностей и мощностей 
тепловых источников. В пределах каждого слоя реше-
ния уравнения теплопроводности определяются в ана-
литическом виде – профиль температуры описывается 
квадратичной функцией координаты вида:

2
i i i i

1
u ( ) w C D , i 1,2,..,N

2
x = - x + x + = ,            (7)

где Ci, Di – искомые коэффициенты, которые опре-
деляются из граничных условий задачи; для пассив-
ных слоев параметр wi равен нулю, и температурный 
профиль описывается линейной функцией координа-
ты. 

Квазидиагональный вид матрицы системы линей-
ных уравнений позволяет определить искомые коэф-
фициенты Ci, Di в замкнутом виде. Например, коэффи-
циент CN определяется по формуле:

 1 c 0
N N 1

N

t t W
C

R R ( Bi)
-

∗ -

- -
= l

+ + l
,                     (8)

где N

i 1 i 1
R r

∗
∗

= -
= ∑ , 

N

i 1 i
R r

=
= ∑ – соответственно общее 

термическое сопротивление межслойных контактов и 
общее термическое сопротивление всей многослойной 
структуры (ri = ai/(A·li)); параметр W выражается через 
мощности источников и термические сопротивления:

( ) ( )N 1 1

N i 1 i N 1 Ni 1

1
W p r r r Bi

2
- -∗ ∗

- -=
 = + + - l +  ∑

 

( ) ( )N 1 i N 2 i

i j 1 j i 1 i 1 j 1 ji 1 j 1 i 1 j 1

1 1
p r r r p r r

2 2
- -∗ ∗ ∗

- - + -= = = =
 + + + + +  ∑ ∑ ∑ ∑

.

Остальные коэффициенты Ci и все коэффициенты 
Di определяются с помощью рекуррентных формул. 
Таким образом, прямая задача теплопроводности для 
многослойной активной системы, которая состоит из 
произвольного числа N слоев, среди которых может 
быть некоторое число K £ N активных, решена в зам�-
кнутом виде.

Температурный профиль по высоте НС имеет вид 
кусочно-непрерывной функции координаты, тепло-
вой режим НС подчиняется принципу суперпозиции. 
При этом температура поверхности пола tп, очевидно, 
определяется тепловыми взносами всех источников, 
имеющихся в системе:

K

n 0 0 c c i i
i 1

t a t a t k P
=

= + + ∑ ,                         (9)

где K – количество активных слоев НС; Pi , Вт/
м2 – суммарная удельная мощность источников, рас-
пределенных в i-м слое на единице площади; а0, ас, ki 
– весовые коэффициенты, обусловленные условиями 
теплообмена в системе и значениями теплофизических 
характеристик слоев. Соотношение (9) может быть 
использовано для определения мощности источников 
по заданным температурам окружающей среды tc, t0 и 
температуре поверхности пола tn.

В качестве иллюстрации влияния термических 
контактных сопротивлений приведем температурные 
профили в многослойной НС с подводом энергии в 
различные ярусы. Рассматривалась 11-слойная НС с 
такой структурой: характеристики слоев по порядку 
снизу вверх – гидроизоляция (рубероид) d1=0.01 м, 
l1=0.17 Вт×м-1К-1; песок d2=0.05 м, l2=0.58Вт×м-1К-1; 
к е р а м з и т d3 = 0 .15 м ,  l 3 = 0 . 41Вт × м-1К-1;  п е с о к 
d4=0.05 м, l4=0.58 Вт×м-1К-1; активный слой №3 
d5=0.15 м, l5=0.15 Вт×м-1К-1; песок d6=0.05 м, 
l6=0.58 Вт×м-1К-1; активный слой №2 d7=0.15 м, 
l7=0.15 Вт×м-1К-1; песок d8=0.05 м, l8=0.58Вт×м-1К-1; 
активный слой №1 d9=0.15 м, l9=0.15 Вт×м-1К-1; 
песок d10=0.04 м, l10=0.58 Вт×м-1К-1; монолитный 
бетон d11=0.15 м, l11=0.87 Вт×м-1К-1. Температура 
глубинного грунта t0 = 6°C, коэффициент теплоот��-
дачи с поверхности НС a = 5 Вт×м-2К-1. 

Таким образом, 1-й, 2-й и 3-й активные слои (ярусы 
подвода энергии) организованы соответственно в 9-м, 
7-м и 5-м слоях. На рис. 2 слева показаны температур-
ные профили в НС без учета контактных термических 
сопротивлений при ее нагреве из 1-го яруса – рис.2(1), 
2-го яруса – рис. 2(3) и 3-го – рис. 2(5). Пары семейств 
кривых соответствуют заданным уровням нагрева по-
верхности пола от 16 °С до 32 °С с шагом 2 °С (девять 
кривых). Для одного семейства кривых принят фик-
сированный перепад температур между полом и воз-
душной средой в Dt = 3°С, для другого Dt = 6°С. На 
фрагментах рис. 2 справа – рис.2(2), рис. 2(4) и рис. 2(6) 
показаны профили температуры по высоте НС, полу-
ченные с учетом конечного контактного термического 
сопротивления на границах активных слоев (взяты 
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одинаковые величины 
r*=0.15 м2·К/Вт). Видно 
весьма заметное повы-
шение температуры на-
грева внутренних слоев 
при фиксированных тем-
пературах на внешних 
поверхностях. Очевид-
но, прогноз возможного 
перегрева НС без учета 
контактных сопротивле-
ний будет весьма зани-
женным, и, как видно из 
рис. 2, ошибка будет тем 
больше (в рассматривае-
мом примере до 25%), чем 
выше требуется подвод 
энергии для обеспечения 
заданного уровня нагре-
ва поверхности пола.

Достоверность мате-
матической модели и ее 
компьютерной версии 
подтверждена путем 
проверки закона сохра-
нения энергии: энергия, 
которая расходуется на 
нагревание НС, создает 
тепловые потоки в грунт 
(x < 0 ) и воздушную 
среду (x > A). При этом, 
действительно, должно 
выполняться равенство:

1 11P Q Q= + ,           (10)

где P – суммарная 
мощность источников 
НС (Вт/м2); Q1, Q11 – со-
ответственно потоки 
энергии в грунт из 1-го 
слоя и в воздушную сре-
ду – из 11-го слоя.

Из табл. 1 и 2 вид-
но, что соотношение (10) 
выполняется с высокой 
степенью точности в 
широких пределах изме-
нения tn. Кроме того, из 
таблицы видно, как уве-
личивается максималь-
ная температура внутри 
НС для больших значе-
ний tn, причем наличие 
контактных термических 
сопротивлений внутри 
НС приводит к более зна-
чительному перегреву внутренних областей НС. На 
рис. 3 показана зависимость максимальной температу-
ры, достигаемой в НС, от уровня нагрева поверхности 
пола. 

В случаях игнорирования контактных термиче-
ских сопротивлений при моделировании прогноз от-
носительно надежности работы тепловыделяющих 

элементов нагревательных систем и возможных тер-
мических напряжениях может быть ошибочен, что 
может стать причиной возникновения аварийной си-
туации.

 

Рис. 2. Распределения температуры по высоте НС в различных режимах
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Рис. 3. Уровень максимального нагрева внутренних обла-
стей НС

4. Выводы

Как отмечалось в работе [1], игнорирование 
контактных термических сопротивлений в много-
слойных конструкциях может ухудшить адек-
ватность описания математической моделью 
реальных тепловых процессов в подобластях не-
идеального теплового контакта и в целом состав-
ной конструкции на 30..50 %. 

Решение задачи теплопередачи для многослой-
ной нагревательной системы с учетом контактных 
термических сопротивлений в межслойных по-
добластях полностью подтвердил значительное 
влияние рассматриваемого фактора на уровень 
нагрева и температурные градиенты в системе. Ре-
зультаты моделирования, представленные в дан-
ной статье, подтвердили научную и практическую 
необходимость повышения степени адекватности 
математических моделей для описания тепловых 
процессов в многослойных теплонагруженных 
конструкциях путем учета контактных термиче-
ских сопротивлений.
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Пара-
метр

tn, °С

Мощность Р2, 
Вт/м2

Поток Q1, 
Вт/м2

Поток 
Q11, 

Вт/м2

Макс. темпе- 
ратура, град.

16 78. 97931080 38. 97931120 40.0 79. 23268285
20 117. 5529208 57. 55292142 60.0 114. 9674242
24 156. 1265308 76. 12653161 80.0 150. 7030918
28 194. 7001408 94. 70014182 100.0 186. 4391352

Таблица 1

Распределение потоков тепла из НС для различных уровней 
подвода мощности в 2-й ярус (случай отсутствия контактных 

сопротивлений)

Пара-
метр

tn, °С

Мощность Р2, 
Вт/м2

Поток Q1, 
Вт/м2

Поток 
Q11, 

Вт/м2

Макс. темпе- 
ратура, град.

16 79. 15373532 39. 15373534 40.0 97. 21036202
20 117. 9710991 57. 97109912 60.0 141. 9131463
24 156. 7884629 76. 78846294 80.0 186. 6165610
28 195. 6058266 95. 60582670 100.0 231. 3202306

Таблица 2

Распределение потоков тепла из НС для различных уровней 
подвода мощности во 2-й ярус (случай конечных контактных 

сопротивлений)

 


