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Представлено аналітичне рішення рівнянь руху 
в’язкої рідини,що дозволяє враховувати вплив гідро-
динамічних умов входу в канал на процес розвитку 
поля швидкостей на початковій ділянці. Визначені 
граничні умови, властиві течіям робочих середо-
вищ які найбільш часто зустрічається у техноло-
гічних процесах. Отримані теоретичні результати 
процесу течії при різних умовах входу досить точно 
узгоджуються з експериментальними даними

Ключові слова: рішення рівнянь руху, умови входу 
в гідродинамічний початковий ділянку

Представлено аналитическое решение уравне-
ний движения вязкой жидкости, позволяющее учи-
тывать влияние гидродинамических условий входа 
в канал на процесс развития поля скоростей на 
начальном участке. Определены граничные усло-
вия, присущие течениям рабочих сред наиболее 
часто встречающихся в технологических процес-
сах. Полученные теоретические результаты про-
цесса течения при различных условиях входа доста-
точно точно согласуются с экспериментальными 
данными

Ключевые слова: решение уравнений движения, 
условия входа в гидродинамический начальный уча-
сток

1. Введение

В настоящее время, требования по увеличению 
производительности, качеству получаемых промыш-
ленных изделий и их себестоимости во многом зависят 

от характера и особенностей течения рабочих сред в 
процессе технологии.

Дестабилизирующие действия, приводящие к 
инерционности потока с последующей деформаци-
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ей поля скорости и напряжения, могут оказывать 
ряд факторов, характерных для каждого конкретного 
технологического процесса, а в некоторых случаях и 
их сочетание. К этим факторам можно отнести раз-
нообразные местные сопротивления, применяемые в 
инженерной практике в виде регулирующей и пере-
крывающей арматуры, изменения формы поперечного 
сечения и площади каналов, изменяющие в процессе 
течения физико-механические параметры материала 
(плотности, вязкости), неизотермичность потока.

Все эти факторы неотделимо связаны с техно-
логическими процессами во многих областях про-
мышленности. В металлургической промышленности 
при проектировании литниковых систем и разработке 
ряда задач литья под давлением [1], в химической 
технологии при переработке полимеров в изделия, 
экструзии [2]. В связи с этим, совершенствованием 
вышеприведенных технологических процессов, вы-
бор рациональных конструктивных предложений для 
разработки и расчета узлов аппаратов неразрывно 
связано с детальным исследованием гидродинамиче-
ских особенностей течения рабочих сред на начальном 
участке, определением его длины и дополнительных 
потерь давления, вызванных проявлением сил инер-
ции в потоке в геометрически-неоднородных каналах 
разнообразного технологического оборудования.

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

Как правило, при описании указанных процессов, 
считая поток стационарным и ламинарным, использу-
ются уравнения движения, неразрывности и баланса 
энергии [3, 4].

Однако, в этих случаях вязкость является вели-
чиной переменной и зависит от температуры рабочего 
материала ν=ν(Тр) и координат (X,Y,Z)ν = ν . Влияние 
температуры на ньютоновскую вязкость может быть 
выражено уравнением Аррениуса [5, 6]: 

E/RTAeµ = , 	 (1)

где A – const; E – энергия активации; R – газовая по-	
стоянная; T – абсолютная температура жидкости.

Таким образом, в уравнениях движения, в особен-
ности при исследовании течения высоковязких жид-
костей, должна учитываться зависимость вязкости от 
температуры, а, следовательно, вязкость не может быть 
вынесена из под знака производной.

Теоретический анализ течения ньютоновских и 
неньютоновских жидкостей с вязкостью, зависящей от 
температуры, проведен в работах [7, 8]. В данной поста-
новке аналитическое исследование системы диффе�-
ренциальных уравнений существенно затрудняется. 
В связи с нелинейностью данных уравнений матема�-
тические расчеты проведены только для некоторых 
частных случаев, при упрощающих допущениях. Одно 
из которых заключается в следующем – в уравнениях 
движения пренебрегают членами, характеризующими 
силы инерции, а эпюру скоростей на входе в исследу-
емый канал считают параболической. 

В перечисленных выше факторах, приводящих к 
инерционному течению вязкой и аномально-вязкой 

жидкости в каналах, особое место занимают местные 
сопротивления, как наиболее часто встречающиеся в 
инженерной практике и имеющие характерные, прису-
щие только им гидродинамические особенности тече-
ния. Размеры участков инерционного течения зависят 
от дестабилизирующего действия местного сопротив-
ления, связанного с деформацией поля скоростей, 
возникновением сил инерции, перераспределением 
напряжений в потоке влияющих на поле давлений.

Аналитическому исследованию развития течения 
вязких и аномально-вязких жидкостей на гидродина-
мическом начальном участке посвящены работы мно-
гих авторов [9–15]. В работах [9, 10] применим метод 
линеаризации инерционных участков для получения 
приближенных решений уравнений движения. Авто-
ры работ [11, 13] совместили решение для погранично-
го слоя с решением для возмущений полностью разви-
того течения Пуазейля, которые строятся на участке, 
расположенном ниже по течению. В исследованиях 
[14, 15] применен вариационный метод решения урав-
нений пограничного слоя для неньютоновских жидко-
стей, подчиняющихся реологическому закону Осваль-
да де Виля и закону Бингама, соответственно.

За основу приведенных выше теоретических исс�-
ледований принимают не всегда справедливые допу-
щения о прямоугольности эпюры скоростей на входе 
в гидродинамический начальный участок, намного 
упрощающие аналитический подход. Данные допуще-
ния недостаточно обоснованы, что приводит к суще-
ственным количественным расхождениям с экспери-
ментальными данными.

3. Цель и задачи исследования

Исходя из анализа результатов работ по иссле-
дованию течения ньютоновских и неньютоновских 
сред в области местных сопротивлений и учитывая 
их прикладную значимость, целью настоящей работы 
является:
1.	 Разработка аналитического метода решения урав-

нений, описывающих нестабилизированное тече-
ние на начальном гидродинамическом участке с 
учетом реальных условий входа.

2.	 Экспериментальное исследование течения вязких 
и аномально-вязких жидкостей в области мест-
ных сопротивлений методом визуализации по-
тока и сопоставление аналитических и опытных 
результатов.

В связи с тем, что в работе изучаются нестабили-
зированное течение жидкости в прямоугольном ка-
нале, для дальнейших аналитических исследований 
подобного течения целесообразно привести уравнения 
движения к условиям данной задачи. Для этого введем 
следующие предположения:

– течение жидкости в канале стационарное: члены, 
содержащие производные равны нулю;

– считаем движение двумерным (пренебрегаем 
влиянием боковых стенок канала на процесс течения): 
опускаем члены, содержащие составляющую скорости  
Uz и ее производных;

– течение изотермическое.
Воспользовавшись методикой, в основе которой 

лежит сравнение различных членов уравнений движе-
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ния по их относительной величине при выводе уравне-
ний Прандтля [16] и пренебрегая массовыми силами, 
получим уравнение движения и уравнение неразрыв-
ности в следующем виде:

(2)
 

2
X X

Y 2

X

X

Y

XU U U1 P
U , (2)

X Y X Y

U U
0, (3

U

)
X Y

∂ ∂ ∂∂
+ = + ν

∂ ∂ ρ ∂ ∂
∂ ∂





+ =
∂ ∂




(3)

где Ux – составляющая скорости; X, Y – продоль-
ная и поперечная координаты канала соответственно; 	
ρ  – плотность жидкости; p – давление; ν  – кинемати-
ческая вязкость.

Интегрируя уравнение (3) по высоте каналам H:

H
X

Y
0

U
U Y,

X
∂

= − + ∂
∂∫  	 (4)

и подставляя (4) в (2) окончательно получаем одно 
дифференциальное уравнение относительно XU :

H 2
X X X X

X Y 2
0

U U U U1 P
U U Y ,�

X Y X X Y
∂ ∂ ∂ ∂∂

− ∂ = − + ν
∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂∫  	 (5)

Развитие течения (пограничного слоя) на исследуе-
мом участке канала и асимптотический переход на не-
которой длине в параболический профиль Хагена-Пу-
азейля зависит от гидродинамических условий входа, 
т. е. от формы эпюры скоростей во входном сечении.

В связи с этим, в качестве граничных условий при-
нимаем:

1. Условие, состоящее в задании закона распределе-
ния скорости во входном сечении канала при X=0 

( )
1n

1
X Xcp.

1

n 1 Y
U Y U 1 ,

n H

 +  = −     
 	 (6)

где  – безразмерная постоянная, зависящая от гео-
метрии входного сечения, реологических свойств жид-
кости и принимающая значение от 1 до 510 .

Выражением (6) можно описать различные формы 
эпюр скоростей во входящем сечении участка нестаби-
лизированного течения, расположенного за местными 
сопротивлениями всевозможных видов.

2. Условие в конце участка гидродинамической 
стабилизации при HX L=  (длина участка стабилиза-
ции потока)

( )
2

X Xcp.

2 Y
U Y U 1 ,

3 H

  = −     
 	 (7)

Выражение (7) получено из уравнения (6) для 
плоского течения ньютоновской жидкости при 1n 2=  
и описывает эпюру скоростей, характерную для полно-
стью развитого, стабилизированного потока. 

3. Условие полного прилипания жидкости к огра-	
ничивающим канал стенками, при Y=0, т. е. течение, 

при котором образуется тонкий неподвижный слой 
жидкости у стенки (слой прилипания) 

( )XU Y 0= . 	 (8)

Решение дифференциального уравнения (5) отно-
сительно функции скорости для начального участка 

( )XU Y  можно получить, если предположить, что

( ) ( ) ( )*
X XU Y U Y X,Y= + ω , 	 (9)

где ( )*
XU Y  – функция скорости для участка со стаби-

лизированным течением; ( )X,Yω  – так называемый 
“дефицит” скорости, принимающий максимальное 
значение на входе в гидродинамический начальный 
участок (X=0) и близкий к нулю в конце участка инер-
ционного течения ( HX L= ).

Для дальнейшего решения введем следующие без-
размерные переменные:

2

2

Y
Hδξ = , 	 (10)

Wδ δ
δ

∂ω
= ξ

∂ξ
. 	 (11)

После подстановки новых переменных (10) и (11) 
дифференциальное уравнение (5) можно привести к 
виду:

22

2
np

1 W W3 ReH
8 D X

δ δ δ

δ δ

− ξ ∂ ∂
=

ξ ∂ ∂ξ
. 	 (12)

Данное дифференциальное уравнение имеет 	
решение:

( )2
np8mxD /3ReHW ce ,δ δ δ⋅= ψ ξ  	 (13)

где ( ) 2 3 4
1 2 3 4A A A Aδ δ δ δ δ δψ ξ = ξ − ξ − ξ − ξ +…  	 (14)

c – const.
Коэффициенты 1 2 iA ,A , A…  являются функциями 

величины m в уравнении (13) и определяются из соот-
ветствующих алгебраических выражений.

После определения коэффициентов ряда (14) и 
соответствующего анализа получим следующее урав-
нения для определения m:

− + −
− − =

2

3 4

1 0.25m 0.022222m

0.0010217m 0.0000287m 0 . 	 (15)

Действительные корни этого уравнения будут

1 2m 8.625; m 11,0625.= =  

Значение коэффициентов , соответствующие  и 2m , 	
представлены в табл. 1.

Интегрируя уравнение (12), определяем величину ω :

2
np

2
8mxD /3ReH

k
k 1

W
d C e d−δ

δ δ
=δ

ω = = ξ = − ξ
ξ ∑∫ .

	
 (16)
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Таблица 1

Значений коэффициентов А6–А9 приведены приближено

iA 1A 2A 3A 4A 5A 6A 7A 8A 9A

1m 1 4.3125 7.6367 8.5885 6.9971 3.9284 1.3229 0.2301 0.0152

2m 1 5.5312 12.042 16.2003 15.6215 9.8167 3.5043 0.6226 0.0413

Величина 
( )1

k
k �d

δ

δ δ
δ

δξ

ψ ξ
β = ξ

ξ∫  может принимать сле-	
	
дующие значения:

2 3 4 5
1 0.1489 2.1563 2.5456 2.1471 1.3994δ δ δ δ δβ = − ξ + ξ − ξ + ξ − ξ +  

6 7 8 90.6547 0.1890 0.0288 0.0017 ;δ δ δ δ+ ξ − ξ + ξ − ξ 	  (17)

2 3 4 5
2 1.1137 2.7656 4.014 0.0501 3.1243δ δ δ δ δβ = − ξ + ξ − ξ + ξ − ξ +  

6 7 8 91.6361 0.5006 0.0778 0.0046 ;δ δ δ δ+ ξ − ξ + ξ − ξ  	 (18)

Постоянные 1�C  и 2C  определяются из условий на 
входе в гидродинамический начальный участок

( )
1

2

1 1 2 2 0min C C x d
δ

δ
ξ

 β + β + ω ξ ∫ . 	 (19)

где ( )0 xω  – “дефицит” скорости на входе в гидродина-
мический начальный участок.

Учитывая, что определение параметров 1�C  и 2C , 
характеризующих условия на входе, из формулы (19) 
приводит к громоздким выражениям, для практиче-
ского решения соотношения (19) представлялось в 
следующем виде: 

где ( )0 iδω ξ  – значение “дефицита” скорости на входе 
в гидродинамический начальный участок, при iX X=  
определяемое из выражений (9) и соотношения

( )
3

X

Y
U Y const 1

H

  = −     
. 

Следовательно, определение параметров 1�C  и 2C  
из выражения (20) сводится к решению системы ли-
нейных уравнений. В табл. 2 приведены значения 1�C  
и 2C  для различных величин m.

Таблица 2

Значения параметров 1�C  и 2C  для различных значений m

im 1�C 2C

1 1.712 -5.334

2 1.225 -0.048

3 3.154 -1.753

Таким образом, определив параметры 1�C  и 2C , 	
можно рассчитать и построить картину развития 
профиля скорости на гидродинамическом начальном 
участке исследуемого канала. В качестве примера на 
рис. 1, а, б, как результат подобного расчета, пред-
ставлена картина распределения скоростей по длине 
и сечению прямоугольного канала (после внезапного 	
	
сужения с отношением площадей 1

2

S
2

S
= ) при 	

	
Re  = 1500, для ньютоновской жидкости (воды). Это 
видно из приведенных эпюр – деформация поля ско-
ростей на гидродинамическом начальном участке про-
исходит по всему сечению канала.

	
	
	
	
	
	
	
	

а 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
б 
 

Рис. 1. Профили скоростей на входе и  
гидродинамический начальный участок: а – при m=1 

(1 – квадратичная  парабола; 2 – теоретическая 
парабола; 3 – аппроксимация кривой 2;  

4, 5 – развитие профиля скоростей, Х=0,105 м и 
Х=0,279 м); б – при m=4 (1 – квадратичная парабола; 

2 – теоретическая парабола; 3 – аппроксимация кривой 2; 4, 
5 – развитие профиля скоростей, Х=0,219 м и Х=0,495 м)

Длина участка гидродинамической стабилизации 
в рассмотренном случае является величиной пере-
менной и зависит от условий входа. На рис. 2 показана 
зависимость длины участка инерционного течения HL  
от гидродинамических условий во входном сечении 
канала.

Длина участка инерционного течения определяет-
ся зависимостью:

H HL C Re H,��������������������������= ⋅ ⋅  	 (21)

где HC  – постоянная, зависящая от условий входа в 
канал и реологических свойств жидкости (по данным 
[12], для ньютоновской жидкости с равномерным рас-
пределением скорости на входе, HC 0,16= ).

Указанное значение HC  получено из составле-
ния эпюры скоростей для полностью развитого тече-
ния Хагена-Пуазейля с эпюры инерционного течения 

( ) ( ) ( )
np

2 2np

28mxDk
8mxD /3ReH 3ReH

1 1 i 2 2 i 0 i
i 1

min C e C e
−−

δ δ δ
=

 
 β ξ + β ξ + ω ξ


⋅


⋅


∑ ,      (20)

 

1 2 3

4 5

Ux
U0

Y
H

0.75

0.5

0.25

0 0.5 1 1.5

1 2 3

4 5

Ux
U0

Y
H

0.75

0.5

0.25

0 0.5 1 1.5

1 2 3

4 5

Ux
U0

Y
H

0.75

0.5

0.25

0 0.5 1 1.5

1 2 3

4 5

Ux
U0

Y
H

0.75

0.5

0.25

0 0.5 1 1.5



53

Прикладная механика

жидкости на начальном участке в таком сечении iX , 	
где различие с параболической кривой составляет 
не более 1 %. Для исследуемого случая (форма эпю-
ры скорости отличается от прямоугольной) значение 
констант CH может быть изучено следующим образом: 
уравнение (16) и значение параметров 1�C  и 2C  позво-
ляют определить соотношение, связывающее значе-
ние длины участка инерционного течения HL , число 
Рейнольдса, (С1, С2) и необходимую степень развития 
профиля скоростей (99 %):

( ) ( ) ( )
( )

* *
X X

*
X

U Y X,Y U Y
100% 1%,�

U Y

 + ω −  ⋅ ≤
	

 (22)

или

( )
( )cp

X,Y
100% 1%.�

1,5U 1 δ

ω
⋅ ≤

− ξ
	

 (23)

Выставляя соотношение, при X 0=  имеем

( ) ( )
H np H np

2 2

8mL D 8mL D

3ReH 3ReH
1 1 2 2C e 0 C e 0

1%
1,5

− − 
 β + β
 

⋅ ⋅
  ≤ . 	 (24)

Решая выражение (24) относительно   при различ-
ных 1�C , 2C  и Re , получим значение длины гидроди�-
намического начального участка и зависимости от 
условий входа и числа Рейнольдса. 

Рис. 2. Зависимость длины гидродинамического  
начального участка от числа Рейнольдса: 1-m=4; 2-m=3; 

3-m=1

Экспериментальные исследования кинематиче-
ских характеристик потока при различных услови-
ях входа в гидродинамический начальный участок, 
следующий за местным сопротивлением, методами 
визуализации проводились согласно методике, приве-	
денной в работе [17] (рис. 3). 

Рис. 3. Экспериментальный канал обеспечивающий  
различные условия входа в гидродинамический начальный 

участок

В опытах использовались вязкие и аномально вяз-
кие среды различной концентрации. Индекс течения 
при этом изменялся в пределах 1≤n≤0,386. Комбина-
ция экспериментальных каналов, после их соедине-
ния, позволяла получить местные сопротивления с 
различной площадью поперечного сечения – внезап-
ное сужение (75х25 мм; 50х25 мм).

Конструкция данных каналов предусматривала 
установку в области местных сопротивлений набора 
вставок, позволяющих получить и другие соотношения 
площадей поперечных сечений, а также конфузоры с 
углами раскрытия 10°; 15°; 30°; 45°; 60° и переходы в виде 
радиусов (вогнутого, выпуклого, по отношению к пото-
ку) и лемнискаты. При этом можно было получить раз-
личные гидродинамические входные условия потока. 

Сравнение полученных экспериментальных дан-
ных с аналитическими результатами процесса течения 
при различных условия входа дало хорошее согласо-
вание, погрешность формулы (21) для определения 
длины гидродинамического начального участка со-
ставляет не более 12 %. Данное расхождение можно 
объяснить отличием формы эпюр скоростей на входе 
полученных в опытах (при помощи вставок) и аппрок-
симированных полиномов (6). 

4. Выводы

1. Полученное аналитическое решение уравнений 
движения вязкой жидкости в безразмерной форме 
учитывает гидродинамические условия входа в канал 
и объясняет процесс развития поля скоростей на на-
чальном участке.

2. Принятые граничные условия течения адапти-
рованы к реальной картине течения рабочих сред в 
каналах технологического оборудования.

3. Показано, что длина участка гидродинамиче-
ской стабилизации потока и дополнительные потери 
на нем связаны с проявлением сил инерции, зависят от 
условий входа и числа Рейнольдса.

4. Результаты исследования могут быть основой 
для разработки методики гидродинамического расче-
та, направленной на конструктивно-эксплуатацион-
ное совершенствование существующего и проектируе-
мого технологического оборудования.
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