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Розглянуто модель молекулярного насо-
су, який внаслідок флуктуацій потенціалу 
створює направлений рух частинок через 
мембрану із заданими концентраціями на 
границях. Отримано чисельний розв’язок 
рівнянь для потоку частинок при стоха-
стичному перемиканні двох пилоподібних 
потенціалів. Отримано низькочастот-
ну асимптотику, що дозволила порівняти 
механізми роботи молекулярного насосу 
та мотору, які функціонують в аналогіч-
них режимах флуктуацій

Ключові слова: наномашини, наноме-
ханізми, броунівські мотори, молекуляр-
ні насоси, приповерхнева дифузія, нерівно-
важні флуктуації

Рассмотрена модель молекулярно-
го насоса, который вследствие флуктуа-
ций внутримембранного потенциала соз-
дает направленное движение частиц через 
мембрану с заданными концентрациями 
на границах. Получено численное решение 
уравнений для потока частиц при стоха-
стическом переключении двух пилообраз-
ных потенциалов. Также получена низко-
частотная асимптотика, позволившая 
сравнить механизмы работы молекуляр-
ного насоса и мотора, функционирующего в 
аналогичных режимах флуктуаций

Ключевые слова: наномашины, наноме-
ханизмы, броуновские моторы, молекуляр-
ные насосы, приповерхностная диффузия, 
неравновесные флуктуации

1. Введение 

Известно, что флуктуации потенциальной энергии, 
являющейся периодической функцией координаты, 
могут приводить к направленному транспорту наноча-

стиц. Исследования в данной области стимулируются 
необходимостью объяснить рабочие механизмы бел-
ковых моторов и ионных насосов, выполняющих раз-
личные физиологические функции. В данной статье 
приводятся результаты численных расчетов модели 
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молекулярного насоса с флуктуирующими пилообраз-
ными потенциалами, изучаются режимы и особенно-
сти его функционирования, а также рассматриваются 
отличия в работе молекулярного насоса и мотора в 
рамках низкочастотного приближения флуктуаций 
внутримембранного потенциала.

2. Анализ литературных данных

Многообразные явления этого рода широко обсуж-
даются в литературе [1–3] и описываются моделями 
разного уровня общности и сложности [4, 5]. Кроме 
того, развитие теории таких наноустройств является 
необходимым для разработки искусственных молеку-
лярных и наноразмерных механизмов, движением ко-
торых можно управлять путем подведения к ним энер-
гии и информации. На подобном принципе основана 
электроконформационная модель [6–9], объясняющая 
работу молекулярного насоса, управляемого флуктуа-
циями электрического поля [10, 11]. В работах [12, 13] 
анализировалась упрощенная модель молекулярного 
насоса, в которой флуктуации потенциала внутри 
клеточной мембраны могут инициировать движение 
ионов против их градиента концентраций на границах 
мембраны или, по крайней мере, препятствовать их 
движению через мембрану. Последнее обстоятельство 
чрезвычайно важно для понимания механизмов, пре-
пятствующих выравниванию концентраций ионов в 
живой клетке по отношению к окружающей ее среде. 
Несмотря на то, что в этих работах были представлены 
численные и аналитические решения для потока ча-
стиц в ряде частных случаев, оставался невыясненным 
вопрос, к каким физическим следствиям приводит от-
личие граничных условий для рассматриваемого насо-
са (заданные концентрации на границах мембраны) от 
соответствующего мотора (периодические граничные 
условия). 

В данной статье приводятся результаты численных 
расчетов модели молекулярного насоса с флуктуиру-
ющими пилообразными потенциалами, изучаются ре-
жимы и особенности его функционирования, а также 
рассматриваются отличия в работе молекулярного на-
соса и мотора в рамках низкочастотного приближения 
флуктуаций внутримембранного потенциала.

3. Дихотомная динамика движения броуновской 
частицы 

Динамика движения броуновской частицы в двух 
состояниях +  и − , характеризуемых потенциальны-
ми энергиями ±U (x)  и частотами переключений +γ  и 

−γ  (так что средние времена жизни состояний равны 
−

± ±τ = γ 1 ), описывается уравнением Смолуховского [8] 
с источниками и стоками:

± ± ± ±
∂ ∂

ρ = − γ ρ ± γ ρ
∂ ∂  

(x,t) j (x,t) (x,t) (x,t)
t x

. (1)

Выражение, определяющее поток движения ча-
стиц, запишем в виде:

± ± ± ±
∂ ∂

= − βρ + ρ
∂ ∂

j (x,t) D[ (x,t) U (x) (x,t)]
x x

, (2)

где ±ρ (x,t)  − концентрация частиц, D  – коэффициент 
диффузии, −β = 1

B(k T) , ( Bk  – постоянная Больцмана, и 
T  – температура). Будем считать, что потенциальные 
профили с достаточной точностью представимы ку-
сочно-линейными потенциалами. Тогда для каждого 
линейного участка потенциальную энергию можно 
представить в виде:

+ −
+ −= =

β β
U U

xF xF
(x)  , (x)  .    (3)

Получим выражения для стационарных решений 
уравнений (1)-(3). Используем замену переменных

−+
Π + Ρ Ρ − Π

ρ = ρ =
(x) (x) (x) (x)

x) , x)(
2

(
2

  (4)

и учтем, что полный поток движения частиц + −= +J j j  
является постоянной величиной, не зависящей от ко-
ординаты х. За счет этого количество постоянных 
интегрирования двух дифференциальных уравнений 
(1) уменьшается с четырех до трех, а линейные ком-
бинации исходных уравнений можно записать в виде:

′
− + − += − Π − + Ρ − Ρ

1
J [(F F ) (x) (F F ) (x) 2 x)]

2
( , (5)

− + − +

′ ′ ′′
+ − + −

γ − γ Ρ − γ + γ Π

+

+

+ Π + − Ρ + Π =

2( ) (x) 2( ) (x)

(F F ) x) (F( ( (F ) x) 2 x) 0 .
 (6)

Выражая Π(x)  через Ρ(x)  из (5) и подставляя его 
в (6), получаем дифференциальное уравнение третьего 
порядка относительно Ρ(x) :

− + − + − +

′ ′′
− − + + − +

γ + γ + γ + γ Ρ +

+ γ − + γ Ρ = + Ρ + Ρ(3)

J( ) ( F F ) (x)

( F F ) x) (F( ) x(F ) (x) .
 (7)

Решение этого уравнения будем искать в виде

λ− +

=+ − − +

γ + γ
Ρ = − +

γ + γ ∑ i

3
x

i
i 1

J( )
(x) c e

F F
,   (8)

в котором ic  − неизвестные константы, а λ i  − корни 
характеристического полинома для (7):

− + − − + + − + − +λ + λ + − λ γ − + γ − γ + γ =3 2(F F ) ( F F ) ( F F ) 0 .(9)

Выражение для Π(x)  принимает вид:

λ− +

=+ − − +

− +

− + − +

γ − γ
Π = − +

γ + γ
+ λ

= +
− −

∑ i

3
x

i i
i 1

i
i

J( )
(x) c s e

F F

F F 2
s

F F F F

,

  (10)

                                  
.
 

Таким образом, мы получили выражения для пе-
ременных Ρ(x)  и Π(x) , в которых для каждого линей-
ного участка необходимо задать четыре неизвестных, 
куда входит искомый поток. Для нахождения этих 
неизвестных можно записать условия непрерывно-
сти на границе двух линейных участков i , j. Для N  
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линейных участков эти условия обеспечат −3(N 1)  
уравнений. Граничные условия можно записать ана-
логично работе [7], а именно, левая граница задается 
пространственной координатой =x 0 , а правая − =x 1 .  
Время нахождения частицы на границе в состоянии 
« ± », совпадает с временем жизни этого состояния 

±τ . В таком случае, вероятность 
частицы оказаться в одном из 
состояний на границе составляет 

± + −= γ γ + γ


P (0) / ( ) , а плотность 
вероятности нахождения частиц 
в состоянии « ± » на границе бу-
дет равна

( ) ( ) ( )

0

0 0 P 0± ±

+ −

ρ = ρ =
γ

= ρ
γ + γ



 (11)
                        .

Тогда, используя формулы (4) и (11), получаем че-
тыре уравнения для граничных условий.

Так как общее количество уравнений для N  ли-
нейных участков составляет −3(N 1) уравнений, сле-
дующих из условия непрерывности, и четыре уравне-
ния, задающих граничные условий, в сумме получаем 

+3N 1  уравнений для такого же количества неизвест-
ных, что дает возможность записать полученную си-
стему как матричное линейное уравнение =AX b . Для 
потенциала, состоящего из двух линейных участков l  
и −L l , эта система приведена ниже:

 
 
 
 
 ρ=  
 ρ
 ρ 
 ρ 

1

0

1

0

0

0

0

rb

r

, 

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  

1,1

1,2

1.3

2,1

2,2

2,3

c

c

c

X c

c

c

J

,

где функции − + − += + + λ −i,j i, i, i,j i, i,)s (F F 2 F F/ ( ) , 

− + + −= + λ + λ −i,j i, i,j i, i,j i, i,g (F )(F ) / (F F ) , 

− + − += γ − γ γ + γ) / (r ( ) , а параметр δ = l / L  определяет 
положение максимума .

Равенство нулю потока означает равенство нулю 
соответствующего минора преобразованной для су-
ществования решения матрицы A , что дает возмож-
ность быстрого нахождения точек остановки насоса 
как функции отношения концентраций:

4. Случай пилообразных потенциалов

Дальнейшие расчеты проводились для случая, ког-
да оба из переключающихся состояний представляют 
собой пилообразные потенциалы. Такие потенциалы 
очень часто используются в теории броуновских мото-
ров, они демонстрируют общие закономерности функ-
ционирования таких наноустройств, а также отлича-
ются легкостью расчетов (так как потенциал содержит 
только два линейных участка). 

В случае, когда потенциальные профили отлича-
ются только величиной растяжения по энергетиче-
ской оси, зададим пространственные характеристики 
потенциалов положительной амплитудой V, отноше-
нием амплитуд потенциалов − +α = V / V , и величиной 
δ = l / L , которая определяет положение максимума 
потенциала, что характеризует асимметричность по-
тенциалов. Частотные характеристики целесообразнее 
рассматривать в обозначениях общего времени процес-
са и характерной частоты − − −

+ − + −τ + τ = γ + γ = Γ1 1 1 , а так-
же асимметричности по времени + − + −τ − τ τ + τ = ξ( ) / ( ) , 
откуда +γ = Γ − ξ2 / (1 ) , −γ = Γ + ξ2 / (1 ) .

Ниже пред-
ставлены графи-
ки, рассчитан-
ные по формулам 
(12), (13).

Из семейства 
кривых на рис. 1  
видно, что при 
изменении отно-
шения амплитуд 
пи лообра зны х 
потенциалов α  
изменяется ха-
рактер поведе-
ния потока: при 
нулевом α  (мо-
дель насоса, ана-
логичная извест-
ному «flashing 
ratchet») поток 

монотонно возрастает и выходит на некоторое постоянное 
значение, а при увеличении α  зависимость носит немо-
нотонный характер, имеет максимум и при дальнейшем 
возрастании амплитуды потенциалов убывает до нуля.

δλ δλ δλ δλ δλ δλ − + − +

+ − − + + − − +

δλ δλ δλ δλ δλ δλ − + − +

+ − − + + − − +

δλ δλ

γ + γ γ + γ
− − − − +

γ + γ γ +

=

γ

γ − γ γ − γ
− − − − +

γ + γ γ + γ

1,1 1,2 1,3 2,1 2,2 2,3

1,1 1,2 1,3 2,1 2,2 2,3

1,1 1,2

1, 1, 2, 2,

1,1 1,2 1,3 2,1 2,2 2,3
1, 1, 2, 2,

1,1 1,2

A

e e e e e e
F F F F

e s e s e s e s e s e s
F F F F

e g e g δλ δλ δλ δλ − + + − − +

+ − − + + − − +

λ λ λ − +

+ − − +

− +

+ − − +

λ λ λ −

γ γ −
− − −

γ + γ γ + γ

γ − γ
−

γ + γ

γ − γ
−

γ + γ

γ
−

1,3 2,1 2,2 2,3

2,1 2,2 2,3

2,1 2,2 2,3

1, 2, 1, 2,
1,3 2,1 2,2 2,3

1, 1, 2, 2,

2,1 2,2 2,3
2, 2,

1,1 1,2 1,3
1, 1,

(F F F F )
e g e g e g e g

( F F )( F F )

e s e s e s
F F

s s s
F F

0 0 0

0 0 0

0 0 0 e e e +

+ − − +

− +

+ − − +

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


+ γ


 
 
 
 
 
  

γ + γ

γ + γ
−

γ + γ

2, 2,

1, 1,

F F

F
1 1 0 0 0

F
1

,  (12)
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− − −
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Рис. 1. Зависимость потока в безразмерных единицах от 
отношения максимальной амплитуды потенциала к  

тепловой энергии kBT. Вычисления проводились для 
 следующих значений параметров: δ=1/3; Г=10; ξ=10;  

ρ0=ρ1=1; значения параметра α указаны на кривых

Как видно из верхних двух графиков, рис. 2, а, и 
рис. 2, б, и поток, и отношение концентраций, соответ-
ствующих точкам остановки насоса, уменьшается с 
ростом параметра α , то есть при уменьшении отличий 
между флуктуирующими потенциальными рельефа-
ми, что логически понятно и закономерно. 

Как видно из нижних графиков, рис. 2, в, и  
рис. 2, г, оптимальная работа насоса, которая заклю-
чается в обеспечении наибольшего потока и поддер-
жания максимального отношения концентраций на 
границах мембраны, осуществляется при существенно 
отличных условиях, накладываемых на параметр вре-
менной асимметрии ξ  переключения потенциальных 
профилей. 

К тому же, максимальный поток частиц реализует-
ся при положительных значениях параметра времен-
ной асимметрии, тогда как поддержание максималь-
ного отношения концентраций − при отрицательных 
значениях этого параметра.

5. Сравнение работы броуновского мотора и насоса в 
приближении низких частот

Численные решения, рассчитываемые по форму-
лам (12) и (13), не позволяют судить о характере 
поведения потока в общем виде. Поэтому целесоо-
бразно оперировать аналитическими выражениями 
низкочастотного приближения, которое было разра-
ботано для броуновских насосов и моторов в работах  
[7, 9]. Используя подходы, можно получить следую-

щие приближенные выражения для насоса 
с равными концентрациями на границах 
мембраны 
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α α
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u u uu
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                                                ×

×     (14)

и для мотора с аналогичными параметрами

( )= − δ Γ ×

 α + α − α
× + − α − α α 

motor

2 2

J 1 2

u u 1 sinh[(1 )u / 2]
2sinh (u / 2) 2sinh ( u / 2) 1 sinh(u / 2)sinh( u / 2)

                                                      , (15)

где = βu V . Отличия в поведении двух 
моделей проиллюстрированы графиче-
скими зависимостями, построенными по 
соотношениям (14) и (15) (рис. 3, а, б). 

Первое отличие состоит в том, что 
в области высоких температур ( <<u 1 )  
поток частиц через мембрану значительно 
превышает поток частиц мотора с параме-
трами, соответствующими рассматривае-
мому насосу. Это следует из высокотемпе-
ратурных асимптотик выражений (14) и 
(15): ∝ 2

pumpJ u , тогда ∝ 3
motorJ u  (рис. 3, а). 

Второе отличие состоит в аномально боль-
ших потоках насоса при отрицательных 
значениях α  (рис. 3, б), что объясняет-
ся большими заселенностями отрицатель-
ных участков потенциала при поддержа-

 

 

а                                                         б

 
 
 
 
 
 
 

в                                                         г 
 

Рис. 2. Сравнение поведения основных характеристик работы насоса 
при изменении соотношения между амплитудами и временной  

асимметрии переключающихся потенциалов. а – зависимость потока 
в безразмерных единицах от отношений амплитуд потенциалов, ξ=0, 
ρ0=ρ1=1; б – зависимость соотношения концентраций на границах  

ρ1/ρ0  от отношений амплитуд потенциалов, ξ=0, J=0; в – зависимость 
потока в безразмерных единицах от асимметричности по времени 

переключения потенциальных профилей, α=0.1; ρ0=ρ1=1;  
г – зависимость соотношения концентраций на границах ρ1/ρ0 от 

асимметричности по времени переключения потенциальных профилей, 
α=0.1, J=0. Представленные зависимости рассчитывались для 
следующих значений параметров: V/(kBT)=10; δ=1/3; Г=10 
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нии постоянной концентрации носителей на границах 
мембраны. Для соответствующего мотора периодиче-
ские граничные условия исключают такое аномаль-
ное поведение. Наконец, третье отличие имеет ме-
сто в частном случае флуктуаций знака потенциала  
(α= -1). Поток мотора обращается в нуль, тогда как поток 
насоса экспоненциально увеличивается с увеличением 
амплитуды потенциала. Отметим, что в этом частном 
случае броуновская динамика насоса описывается точ-
ными аналитическими соотношениями во всей области 
частот флуктуаций знака потенциала [10].
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б 

Рис. 3. Сравнение работы молекулярного  
мотора и насоса при аналогичных параметрах моделей. 
Сплошными линиями представлено решение для модели 

насоса, и пунктирными для модели мотора. а – поток  
(в безразмерных единицах) в зависимости от амплитуды 

пилообразного потенциала, измеряемой в единицах 
kBT≡β-1 , для случая α=2/3; б – поток (в безразмерных 
единицах) в зависимости от амплитуды пилообразного 

потенциала, измеряемой в единицах kBT≡β-1 ,  
для случая и α= -2/3

6. Выводы

В данной статье получено численное решение урав-
нений для потока частиц через мембрану при стохасти-
ческом переключении двух пилообразных потенциалов 

с заданными частотами переключений. Это решение по-
зволило установить, как поток частиц и отношение кон-
центраций на границах мембраны при нулевом потоке 
зависят от температуры, пространственной амплитуды 
и частот флуктуаций потенциального профиля. Анализ 
низкочастотных асимптотик характеристик молеку-
лярного насоса и мотора, функционирующего в таком 
же режиме флуктуаций потенциальной энергии, пока-
зал, что в области высоких температур поток частиц 
через мембрану значительно превышает поток частиц 
мотора с параметрами, соответствующими рассматри-
ваемому насосу. Кроме того, оказалось, что насос может 
функционировать в режиме флуктуаций знака потен-
циальной энергии, тогда как для соответствующего мо-
тора такое функционирование запрещено. Отмеченные 
закономерности обусловлены различием граничных 
условий насоса и мотора: заданием концентраций на 
границах мембраны для насоса и периодическими гра-
ничными условиями для мотора.

Несмотря на то, что полученные результаты отно-
сятся к модельным потенциальным рельефам, представ-
ляющим собой кусочно-линейные функции, они имеют 
большое значение для моделирования процессов нерав-
новесного транспорта наночастиц. Это связано с тем, что 
реальные координатные зависимости потенциальной 
энергии с хорошей точностью можно аппроксимиро-
вать кусочно-линейными функциями. При этом времен-
ная зависимость потенциальной энергии определяется 
изменением состояния самой частицы, происходящего 
под действием неравновесных внешних процессов. По-
этому рассмотренные в данной статье задачи описания 
транспорта наночастиц во флуктуирующих потенциаль-
ных рельефах отражают реальные ситуации, в которых 
такие явления могут существовать и наблюдаться.

Представленная работа была частично поддержа-
на грантом 3/14-H «Наномоторы на границе раздела 
фаз» целевой комплексной программы фундаменталь-
ных исследований НАН Украины «Фундаментальные 
проблемы наноструктурных систем, наноматериалов, 
нанотехнологий».
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В статті представлено дослідження проце-
су піноутворення бінарних сумішей поверхнево 
активних речовин (ПАР) на основі комплексного 
визначення його фізико-хімічних, технологічних 
характеристик. На основі отриманих резуль-
татів дослідження визначено кількісні характе-
ристики процесу піноутворення бінарних сумі-
шей ПАР. Визначено оптимальне співвідношення 
компонентів у суміші та робочі концентрації роз-
чинів з метою їх ефективного застосування в різ-
них процесах обробки текстильних матеріалів

Ключові слова: піноутворення, поверхнево-ак-
тивні речовини, бінарні суміші, дисперсні систе-
ми, опорядження

В статье представлено исследование про-
цесса пенообразования бинарных смесей поверх-
ностно-активных веществ (ПАВ) на основе 
комплексного анализа их физико-химических и 
технологических свойств. На основе получен-
ных результатов исследования определены коли-
чественные характеристики процесса пеноо-
бразования бинарных смесей ПАВ. Определено 
оптимальное соотношение компонентов в смеси 
и рабочие концентрации растворов с целью их 
эффективного применения в различных процес-
сах обработки текстильных материалов

Ключевые слова: пенообразование, поверх-
ностно-активные вещества, бинарные смеси, 
дисперсные системы

1. Вступ

Важливим завданням перед фахівцями під-
приємств текстильної промисловості є створення но-

вих технологій, що забезпечують скорочення витрат 
тепла, електроенергії, води, барвників та текстиль-
но-допоміжних речовин (ТДР) при одночасному збере-
женні і забезпеченні високої якості продукції [1]. Для 


