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УДК 511.14

У роботі дано метод, який вирішує про-
блему локалізації комплексних коренів 
поліномів з комплексними коефіцієнтами 
довільного степеня. Фрактальні малюн-
ки областей значень полінома при заданій 
області змін комплексного аргументу побу-
довані за допомогою сучасного математич-
ного пакету “Maple”

Ключові слова: фрактал, корні, поліном

В работе предложен метод, который 
решает проблему локализации комплекс-
ных корней полиномов с комплексными 
коэффициентами произвольной степени. 
Фрактальные рисунки областей значений 
полинома при заданной области изменений 
комплексного аргумента построены с помо-
щью современного математического паке-
та “Maple”

Ключевые слова: фрактал, корни, поли-
ном

A method which decides the problem of loc-
alization of complex roots of polynomials with 
the complex coefficients of arbitrary degree is 
in-process offered. Fractal pictures of areas of 
values of polynomial at the set area of changes 
of complex argument built by the modern math-
ematical package of “Maple”
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1. Введение

При решении практических задач часто приходится 
сталкиваться с нелинейными уравнениями. Решение 
таких уравнений — не только важная самостоятель-
ная задача, но и часть других задач вычислительной 
математики, например решения дифференциальных 
уравнений или нахождения собственных значений 
матрицы.

2. Суть проблемы

Решение задачи нахождения нулей функции, как 
правило, проводят в два этапа.

На первом (исходном) этапе исследуют поведение 
функции, в результате чего отделяют (локализуют) 
участки, на каждом из которых находится один корень 
(с учетом его кратности).

На втором (заключительном) этапе решения рас-
сматривают конкретный локальный участок (интер-
вал), содержащий один нуль функции, после чего на-
ходят этот нуль, применяя тот или иной подходящий 
метод.

Для комплекснозначных функций задача локали-
зации корней представляет значительные трудности.

3. Решение проблемы

Используя так называемые фрактальные рисунки 
значений функций в некоторой заданной области, ав-
торам удалось получить картины расположения кор-
ней функции в виде точек сгущения.

При локализации конкретного нуля выделяют его 
мажорантную область, т.е. район на комплексной пло-
скости, содержащий только один нуль.

В мажорантной области, принадлежащей, на-
пример, конкретному нулю z1, уточняют его зна-
чение.

Здесь применяют итерационные методы, которые 
допускают использование комплекснозначных пере-
менных, например метод хорд или метод Ньютона.

Начальное значение при этом берётся в мажо-
рантной области как можно ближе к предполагаемой 
точке корня, что обеспечивает быструю сходимость 
итераций.

В качестве наглядной иллюстрации метода рас-
смотрены многочлены 3-й и 5-й степеней: P3=z3-I; 
P4=z5+I.

На комплексной z-плоскости выбрана прямоуголь-
ная область размером: (-2<x<2); (-1.5<y<1.5).

Фрактальные рисунки для 1-го и 2-го полиномов, 
соответственно рис. 1 и рис. 2.
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На цветных рисунках на дисплее отчетливо видны 
зоны влияния (притяжения) корней. На черно-белых 
рисунках, приведенных здесь тоже достаточно отчет-
ливо видны корни:
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Так как эти корни легко найти аналитически, не 
будем приводить здесь численное решение.

Рассмотрим примеры нахождения корней полино-
мов общего вида степеней n>=5.

Пример 1. Найти корни полинома 5-й степени.

P5=z5-5z4+6z3-4z2+3z-7
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Рис. 3.
На рис. 3 отчётливо видно расположение всех 

5 корней. Учитывая размеры области [-2<x<4] и 
[-2<y<2], можно достаточно точно локализовать 
корни. На рис. 3 обозначены корни Z1 ≈ 3.5, Z2 ≈  1+i. 
В приложении 1 приведены алгоритм метода Нью-
тона в среде “Maple” и вычисление всех 5 корней с 
точностью до 10-3.

Z1=3.6282;

Z2=1.1253+I·0.89206;

Z3= 1.1253-I·0.89206;

Z4= -0.43922+I·0.8618;

Z5= -0.4392-I·0.8618.

В приложении 2 приведены рисунки локализации 
корней многочленов 10-й и 20-й степеней.

Вывод

Приведенные примеры показали эффективность 
предложенного авторами подхода к проблеме локали-
зации корней коплекснозначных полиномов.

Приложение 1.
Алгоритм метода Ньютона нахождения корней по-

линома 5-й степени в системе “MAPLE”, с использова-
нием результатов локализации корней ( рис. 3).

> z:=3.5+0*I;
for m from 0 to 50 while abs(evalf(z^5- 

5*z^4+6*z^3-4*z^2+3*z-7)/(5*z^4-20*z^3+18*z^2-
8*z+3)) >= 0.001 do

 z:= z-(z^5-5*z^4+6*z^3-4*z^2+3*z-7)/(5*z^4- 
20*z^3+18*z^2-8*z+3);

od;
m;
evalf(z);

 := z 3.5
 := z 3.651096957
 := z 3.628170108

2
3.628170108

> z:=1.0+I*1.0;
for m from 0 to 50 while abs(evalf(z^5- 

5*z^4+6*z^3-4*z^2+3*z-7)/(5*z^4-20*z^3+18*z^2-
8*z+3)) >= 0.001 do

z:= z-(z^5-5*z^4+6*z^3-4*z^2+3*z-7)/(5*z^4- 
20*z^3+18*z^2-8*z+3);

od;
m;
evalf(z);

 := z ���1.0 1.0 I
 := z ���1.097560976 0.8780487805 I
 := z ���1.126493433 0.8918984255 I
 := z ���1.125340131 0.8920630409 I

3
���1.125340131 0.8920630409 I

> z :=1.0-I*1.0; 
 for m from 0 to 50 while abs(evalf(z^5- 

5*z^4+6*z^3-4*z^2+3*z-7)/(5*z^4-20*z^3+18*z^2-
8*z+3)) >= 0.001 do

 z:= z-(z^5-5*z^4+6*z^3-4*z^2+3*z-7)/(5*z^4- 
20*z^3+18*z^2-8*z+3);

od;
m;
evalf(z);

 := z ���1.0 1.0 I
 := z ���1.097560976 0.8780487805 I
 := z ���1.126493433 0.8918984255 I
 := z ���1.125340131 0.8920630409 I

3
���1.125340131 0.8920630409 I
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Приложение 2
Фрактальные рисунки полиномов 10-й и 20-й сте-

пеней.

P10 (z) =z10-5z8+6z6-4z4+3z2-7 (рис. 4)

Рис. 4.
P20(z)=z20-5z18+6z16-4z4+3z2-7 (рис. 5)

Рис. 5.

> z:=-0.5-0.8*I;
for m from 0 to 50 while abs(evalf(z^5- 

5*z^4+6*z^3-4*z^2+3*z-7)/(5*z^4-20*z^3+18*z^2-
8*z+3)) >= 0.001 do

z:= z-(z^5-5*z^4+6*z^3-4*z^2+3*z-7)/(5*z^4- 
20*z^3+18*z^2-8*z+3);

od;
m;
evalf(z);

 := z ���-0.5 0.8 I
 := z ���-0.4332970210 0.8526618172 I
 := z ���-0.4391481149 0.8621157410 I

2
���-0.4391481149 0.8621157410 I

> z :=-1+0.8*I; 
for m from 0 to 50 while abs(evalf(z^5- 

5*z^4+6*z^3-4*z^2+3*z-7)/(5*z^4-20*z^3+18*z^2-
8*z+3)) >= 0.001 do

z:= z-(z^5-5*z^4+6*z^3-4*z^2+3*z-7)/(5*z^4- 
20*z^3+18*z^2-8*z+3);

od; m; evalf(z);
 := z ���-1. 0.8 I

 := z ���-0.6700835724 0.7330369352 I
 := z ���-0.4564866122 0.7789318332 I
 := z ���-0.4279227779 0.8634767004 I
 := z ���-0.4392175098 0.8617807549 I

4
���-0.4392175098 0.8617807549 I
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