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Пропонується алгоритм представлення 
мультиплікативних композицій векторної 
алгебри, які включають скалярні та век-
торні добутки декількох векторів, у формі 
кватерніоних матриць. Встановлюються, 
разом з відомими, нові тотожності вектор-
ної алгебри
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векторні матриці, мультиплікативні ком-
позиції, тотожності векторної алгебри, 
матричне представлення

Предлагается алгоритм представле-
ния мультипликативных композиций век-
торной алгебры, содержащих скалярные и 
векторные произведения нескольких век-
торов, в форме кватернионных матриц. 
Устанавливаются, наряду с известными, 
новые тождества векторной алгебры
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цы, векторные матрицы, мультиплика-
тивные композиции, тождества векторной 
алгебры, матричное представление

An algorythm of presentation of vector alge-
bra multiplicative compositions in form of qua-
ternionic matrices are shown. New identities of 
vector algebra, as well as old one, are found. 
New formulas of matrix presentation of vector 
algebra operations are found
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Введение

В механике абсолютно твердых тел доминирую-
щим математическим аппаратом является векторное 
исчисление. Методы и подходы вычислительной мате-
матики используются непосредственно для решения 
широкого круга инженерных, технических задач [19, 
26, 28]. В вычислительном эксперименте главенству-
ющая роль принадлежит матричному исчислению 
[18, 27, 29]. Применение компьютерных технологий 
предполагает введение конкретной системы отсчета 
и необходимости приведения векторной записи алго-
ритмов решения к координатной, матричной форме [7, 
23]. В аналитической динамике для решения широко-
го круга задач динамического проектирования кос-
мической, ракетной, авиационной техники, наземного 
транспорта, робототехники, в гироскопии, виброза-
щите и т.д. оказывается достаточным использование 

специального математического аппарата в виде ис-
числения кватернионных матриц [1, 17]. Кватернион-
ные матрицы нашли применение в управлении ори-
ентацией [3, 5, 25], в теории конечного поворота [10, 
11, 24], в теории инерциальной навигации [21, 22], в 
кинематике и динамике твердого тела [9, 12, 13, 31, 32, 
33], при изложении принципов симметрии в физике 
[30]. Математические модели и алгоритмы, представ-
ленные в унифицированной форме кватернионных 
матриц, непосредственно адаптированы к компьютер-
ным технологиям.

Постановка задачи

Рассматриваются две векторные матрицы - 4 4×( ) , 
определяемые базисом Ei  и E ii

t =( )1 2 3, ,  и эквивалент-
ные вектору и противоположному вектору [14, 15]:
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Вектор в трехмерном пространстве записывается в 
виде матрицы - 4 1×( ) :
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Скалярному и векторному произведению векторов 
сопоставляются композиции компонент векторов в 
виде матрицы - 4 1×( ) :
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Требуется представить введенными двумя вектор-
ными матрицами мультипликативные композиции 
векторной алгебры, содержащие скалярные и вектор-
ные произведения двух, трех, четырех и более век-
торов. Полученные результаты обобщаются методом 
математической индукции.

Алгоритм решения задачи

I. Векторам a b c d, , , ,  сопоставим векторные ма-
трицы A B C D0 0 0 0, , , , , а противоположным векторам 

– матрицы A B C Dt t t t
0 0 0 0, , , ,  

II. Образуем мультипликативные композиции ис-
комых векторных матриц по следующей схеме:
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Откуда устанавливаем мультипликативные ком-
позиции векторных матриц соответствующих:

1. Двум векторам a b, , т.е. A b0 0⋅  и A bt
0 0⋅  (две ком-

позиции: 21 );
2. Трем векторам a b c, , , т.е. A B c0 0 0⋅ ⋅ ,  A B ct

0 0 0⋅ ⋅ ,  
A B ct

0 0 0⋅ ⋅ ,  A B ct t
0 0 0⋅ ⋅ ,  (четыре композиции: 22 );

3. Четырем векторам a b c d, , , , т.е. A B C d0 0 0 0⋅ ⋅ ⋅ ,  
A B C dt

0 0 0 0⋅ ⋅ ⋅ ,  A B C dt
0 0 0 0⋅ ⋅ ⋅ ,  A B C dt t

0 0 0 0⋅ ⋅ ⋅ ,  A B C dt
0 0 0 0⋅ ⋅ ⋅ ,  

A B C dt t
0 0 0 0⋅ ⋅ ⋅ ,  A B C dt t

0 0 0 0⋅ ⋅ ⋅ ,  A B C dt t t
0 0 0 0⋅ ⋅ ⋅ ,  (восемь ком-

позиций: 23 ) и т.д.
Для произведений любого набора векторов по-

добных мультипликативных композиций векторных 
матриц составляем по приводимой схеме в количестве 
2 1n− , где n – число векторов в рассматриваемом произ-
ведении.

III. Суммы полученных мультипликативных ком-
позиций векторных матриц представимы в виде про-
изведения сумм:

1. A b A b A A bt t
0 0 0 0 0 0 0⋅ + ⋅ = +( ) ;

2. 
A B c A B c A B c A B c

A A B B c

t t t t

t t

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =

= +( ) +( ) 00

;

3. 

A B C d A B C d A B C d

A B C d A B

t t

t t t
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0

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =

= +

C d A B C d

A B C d A B C d

A A

t t

t t t t t

00 0 0 0 0 0
t t tB B C C d( ) +( ) +( ) ;

и т.д.
IV. Свойство ассоциативности умножения матриц 

определяет возможные последовательности перемно-
жения полученных мультипликативных композиций 
векторных матриц, приводимые ниже:

1. Для мультипликативных композиций двух век-
торов a b,  (единственный вариант перемножения): 
A b0 0⋅ , A bt

0 0⋅ ,
2. Для мультипликативных композиций трех век-

торов a b c, ,  (два варианта перемножения):

A B c A B c A B c0 0 0 0 0 0 0 0 0⋅ ⋅ = ⋅ ⋅( ) = ⋅( )⋅ ,

A B c A B c A B ct t t
0 0 0 0 0 0 0 0 0⋅ ⋅ = ⋅ ⋅( ) = ⋅( )⋅ ,

A B c A B c A B ct t t
0 0 0 0 0 0 0 0 0⋅ ⋅ = ⋅ ⋅( ) = ⋅( )⋅ ,

A B c A B c A B ct t t t t t
0 0 0 0 0 0 0 0 0⋅ ⋅ = ⋅ ⋅( ) = ⋅( )⋅ ,

3. Для мультипликативных композиций четырех 
векторов a b c d, , ,  (пять вариантов перемножения):

A B C d A B C d A B C d

A B C

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅( )  = ⋅ ⋅( )⋅  =

⋅( )⋅  ⋅ = ⋅ ⋅( )  ⋅ = ⋅( )⋅ ⋅( )d A B C d A B C d0 0 0 0 0 0 0 0 0 ,

и так далее для большего количества векторов.
V. Приведенным мультипликативным композици-

ям векторных матриц ставятся в соответствие муль-
типликативные композиции векторной алгебры для 
двух, трех, четырех и более векторов. Например:

1. Для двух векторов имеем:

A b
a b

a b
0 0⋅ →

⋅

×
,  A b

a b

a b
t
0 0⋅ →

⋅

− ×( ) ,

2. Для трех векторов:
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a b c a b c

A B c
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t
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,
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,0 0 0

0 0 0(( ) →
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a b c

a b c a b c
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и
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3. Для четырех векторов найдем восемь мульти-
пликативных композиций

векторных матриц соответствующих пяти вариан-
там возможной последовательности умножения. На-
пример:

VI. Составляются упорядоченные алгебраические 
суммы полученных мультипликативных композиций 
векторных матриц в следующих комбинациях:

1. Для двух векторов:
A A b A b A bt t

0 0 0 0 0 0 0+( ) = + ;
A A b A b A bt t

0 0 0 0 0 0 0−( ) = − ;

2. Для трех векторов:

A A B B c

A B c A B c A B c A B c

t t

t t t t

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−( ) −( ) =

= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ 00
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

,

A A B B c

A B c A B c A B c A B

t t

t t t

+( ) −( ) =

= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ tt

t t

t t t

c

A A B B c

A B c A B c A B c A

⋅
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= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

0
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,

⋅⋅ ⋅

+( ) +( ) =

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

B c

A A B B c

A B c A B c A B c

t

t t

t t

0 0

0 0 0 0 0
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,

AA B ct t
0 0 0⋅ ⋅ .

и, учитывая приведенные варианты ассоциативно-
сти умножения векторных матриц, рассматриваются 
комбинации исходных мультипликативных компози-
ций вида:

A A B B c

A B c A B c A B c A

t t

t t t

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−( ) −( ) =
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B c

A A B B c

A B c A B c A

t
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,
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A B c A B
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,

tt t t t

t t

c A B c A B c

A A B B c

A B

⋅( ) − ⋅ ⋅( ) − ⋅ ⋅( )
+( ) +( ) =

= ⋅

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0

,

⋅⋅( ) + ⋅ ⋅( ) + ⋅ ⋅( ) + ⋅ ⋅( )c A B c A B c A B ct t t t
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 .

а также
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0 0

,

(( )⋅ + ⋅( )⋅ + ⋅( )⋅ + ⋅( )⋅c A B c A B c A B ct t t t
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.

3. 

Для четырех векторов получим соответствен-
но:
A A B B C C d

A B C d A B C d A B C d A

t t t

t t
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

+( ) +( ) +( ) =

= + + + 00 0 0 0
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t t t t t t t t
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+
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+
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t t t

t t
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t t

t t t t t t t t

B C d

A B C d A B C d A B C d A B C d

+

+ − + − ,

A A B B C C d

A B C d A B C d A B C d A

t t t

t t

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

+( ) +( ) −( ) =

= + + + 00 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t t

t t t t t t t t

B C d

A B C d A B C d A B C d A B C d

−

− − − − ,

A A B B C C d

A B C d A B C d A B C d A

t t t

t t

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−( ) −( ) +( ) =

= − − + 00 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t t

t t t t t t t t

B C d

A B C d A B C d A B C d A B C d

+

+ − − + ,

A A B B C C d

A B C d A B C d A B C d A

t t t

t t

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−( ) +( ) −( ) =

= + − − 00 0 0 0
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t t

t t t t t t t t

B C d

A B C d A B C d A B C d A B C d

−

− − + + ,

A B C d
a b c d a b c d

a b c d a b
0 0 0 0( )  →

− ⋅( ) ⋅( ) + ⋅ × ×( )





− ⋅ ×( )



 − ×(( ) ⋅( ) + × × ×( )



c d a b c d

;

A B C d
b c a d a b c d

a b c d a d
0 0 0 0( )  →

− ⋅( ) ⋅( ) + ⋅ ×( )×





− ×( )⋅



 − ×(( ) ⋅( ) + × ×( )×



b c a b c d
;

A B C d
a b c d a b c d

a b c d a b
0 0 0 0( )  →

− ⋅( ) ⋅( ) + ×( )×



 ⋅

− ×( )⋅



 − ⋅(( ) ×( )+ ×( )×



 ×c d a b c d

;

A B C d
b c a d a b c d

a b c d b c
0 0 0 0( )  →

− ⋅( ) ⋅( ) + × ×( )



 ⋅

− ⋅ ×( )



 − ⋅(( ) ×( )+ × ×( )



 ×a d a b c d

;

A B C d
a b c d a b c d

a b c d a b c d
0 0 0 0 ( )( ) →

− ⋅( ) ⋅( ) + ×( )⋅ ×( )
− ×( ) ⋅( ) − ⋅( ) ×(( )+ ×( )× ×( )a b c d

;
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A A B B C C d

A B C d A B C d A B C d A

t t t

t t

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

+( ) −( ) −( ) =

= − + − 00 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t t

t t t t t t t t

B C d

A B C d A B C d A B C d A B C d

−

− + − + ,

A A B B C C d

A B C d A B C d A B C d A

t t t

t t

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−( ) −( ) −( ) =

= − − + 00 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t t

t t t t t t t t

B C d

A B C d A B C d A B C d A B C d

−

− + + − ,

и, учитывая рассмотренные возможные пять вари-
антов последовательности умножения четырех матриц 
(свойство ассоциативности), составляются комбина-
ции мультипликативных композиций векторных ма-
триц. Например:

A A B B C C d

A B C d A B C d

t t t

t

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

+( ) +( ) +( ) =

= ( )  + ( )  ++

+ ( )  + ( )  +

+ ( )  +

A B C d A B C d

A B C d A B

t t t

t t

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 CC d

A B C d A B C d

t

t t t t t

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

( )  +

+ ( )  + ( )  ,

или

A A B B C C d

A B C d A B C d

t t t

t

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

+( ) +( ) +( ) =

= ( )  + ( )  ++

+ ( )  + ( )  +

+ ( )  +

A B C d A B C d

A B C d A B

t t t

t t

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0CC d

A B C d A B C d

t

t t t t t

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

( )  +

+ ( )  + ( )  ,

VII. По составленным здесь упорядоченным ком-
бинациям находятся соответствующие им мультипли-
кативные композиции векторной алгебры:

1. Для двух векторов:

1.1. A b A b
a bt

0 0 0 0 2
0

+ →
⋅

,

1.2. A b A b
a b

t
0 0 0 0 2

0
− →

×
,

т.е.

1.1. A A b
a bt

0 0 0 2
0

+( ) →
⋅

,

1.2. A A b
a b

t
0 0 0 2

0
−( ) →

×
,

2. Для трех векторов:

2.0.1. A B c A B c A B c A B c
a b c

t t t t
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4

0( ) + ( ) + ( ) + ( ) →
− ⋅( ) ,

2.0.2. A B c A B c A B c A B ct t t t
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4

0
0

( ) + ( ) − ( ) − ( ) → ,

2.0.3. A B c A B c A B c A B c
a b c

t t t t
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4

0
( ) − ( ) + ( ) − ( ) →

⋅ ×( )
,

2.0.4. A B c A B c A B c A B c
a b c

t t t t
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4

0( ) − ( ) − ( ) + ( ) →
× ×( ) ,

или

1.1.1. 

A B c A B c A B c

A B c
a b c b a c

t t

t t

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 4
0

( ) + ( ) + ( ) +

+ ( ) →
×( )× − ⋅( )

,

1.1.2. A B c A B c A B c A B ct t t t
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4

0
0

( ) + ( ) − ( ) − ( ) → ,

1.1.3. 

A B c A B c A B c

A B c
a b c

t t

t t

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 4
0

( ) − ( ) + ( ) −

− ( ) →
×( )⋅

,

1.1.4. 
A B c A B c A B c

A B c
b a c c a b

t t

t t

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 4
0

( ) − ( ) − ( ) +

+ ( ) →
⋅( ) − ⋅( ) ,т.е.

1.1. 

A A B B c
a b c

a b c b a c

t t
0 0 0 0 0 4

0

4
0

+( ) +( ) →
− ⋅( ) =

=
×( )× − ⋅( )

,

1.2. A A B B ct t
0 0 0 0 0 4

0
0

4
0
0

−( ) +( ) → = ,

1.3. A A B B c
a b c a b c

t t
0 0 0 0 0 4

0
4

0
+( ) −( ) →

⋅ ×( )
=

×( )⋅
,

1.4. 

A A B B c
a b c b a c c a b

t t
0 0 0 0 0 4

0
4

0
−( ) −( ) →

× ×( ) =
⋅( ) − ⋅( ) .

Откуда сопоставляя эти результаты, находим из-
вестные тождества векторной алгебры [8]:

a b c b a c a b c×( )× = ⋅( ) − ⋅( ),

a b c b a c c a c× ×( ) = ⋅( ) − ⋅( ),

a b c a b c⋅ ×( ) = ×( )⋅ .

2. Для четырех векторов получим, например:

3.1.1. 

A B C d A B C d A B C d

A B C d

t t

t t

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

( )  + ( )  + ( )  +

+ (( )  + ( )  + ( )  +

+ ( ) 

A B C d A B C d

A B C d

t t t

t t

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 ++ ( )  →
− ⋅( ) ⋅( )

A B C d
a b c d

t t t
0 0 0 0 8

0
и т.д.

Сопоставляя полученные результаты, находим 
векторно-матричные соответствия в виде:
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A A B B C C d
a b c d

a b c d a

t t t
0 0 0 0 0 0 0 8

0

8

+( ) +( ) +( ) →
− ⋅( ) ⋅( )

=

=
×( )×



 − ⋅ cc b d

a b c d a c b d

( ) ⋅( )
=

=
× ×( )



 ⋅ − ⋅( ) ⋅( )

0

8
0

,

и т.п.

Откуда следуют тождества векторной алгебры, 
связывающие мультипликативные композиции четы-
рех векторов. В частности:

a b c d
a c a d

b c b d
⋅ × ×( )



 =

⋅ ⋅

⋅ ⋅
,

a b c d
a c a d

b c b d
× × ×( )



 =

× ×

⋅ ⋅
,

a b c d
a c a d

b c b d
×( )⋅ ×( ) =

⋅ ⋅

⋅ ⋅
,

a b c d
b a

b c d a c d
×( )× ×( ) =

⋅ ×( ) ⋅ ×( ) ,

а также

b c d a a c d b

a b d c a b c d

×( )⋅



 − ×( )⋅  +

+ ×( )⋅



 − ×( )⋅



 = 0,

a c d b a b c d b c a d b d a c×( )⋅  = ⋅( ) ×( ) − ⋅( ) ×( )+ ⋅( ) ×( ),

a b c d a b c d⋅ × ×( )



 = ×( ) ×( ),

и другие.
Отметим, что некоторые из этих тождеств извест-

ны [2, 8, 20].
VIII. На основе полученных соответствий устанав-

ливаются лаконичные матричные формулы, представ-
ляющие мультипликативные композиции векторной 
алгебры. Например:

1. Для двух векторов

a b
A A bt⋅

→ +( )
0

1
2 0 0 0,      

0 1
2 0 0 0a b

A A bt

×
→ −( ) ,

2. Для трех векторов

a b c
A A B B ct t

⋅ ×( )
→ +( ) −( )

0
1
4 0 0 0 0 0,

0 1
4 0 0 0 0 0

a b c
A A B B ct t

× ×( ) → −( ) −( ) ,

3. Для четырех векторов

a b c d
A A B B C C dt t t

⋅ × ×( )



 → +( ) −( ) −( )

0
1
8 0 0 0 0 0 0 0,

0 1
8 0 0 0 0 0 0 0

a b c d
A A B B C C dt t t

× × ×( )





→ −( ) −( ) −( ) ,

0

1
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

a b c d

A A B B B B A A C Ct t t t

×( )× ×( ) →

→ +( ) +( ) − +( ) +( )  − tt d( ) 0,

и т.п.

Выводы

Приведена методика представления мультиплика-
тивных композиций нескольких векторов в форме ква-
тернионных матриц, иллюстрирующая изоморфность 
алгебры кватернионных матриц и векторной алгебры. 
Получены, наряду с известными, новые тождества 
векторной алгебры, подтверждающие достоверность 
изложенного метода.

Предложенные матричные формулы представле-
ния мультипликативных композиций векторной ал-
гебры и соответствующие им алгоритмы обретают 
симметрию, инвариантную форму, компактность, уни-
версальность, что ускоряет программирование, облег-
чает верификацию, обеспечивает удобство в работе, 
т.е. повышает производительность интеллектуального 
труда [4].
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