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тематически и обрабатывать на компьютерах для обе-
спечения пространственно-планировочных решений в 
условиях неопределенности.

Полученные результаты являются основой для по-
строения механизма нечеткого вывода экспертной си-
стемы.
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Розроблено узагальнену логістичну 
модель динаміки популяцій, яка отримана 
як частковий випадок універсальної моделі 
екологічної системи. Модель, що пропону-
ється, отримана теоретичним шляхом на 
основі положень системології

Ключові слова: узагальнена логістична 
модель, динаміка популяцій

Разработана обобщенная логистическая 
модель динамики популяций, полученная 
как частный случай универсальной моде-
ли экологической системы. Предлагаемая 
математическая модель получена теорети-
ческим путем на основе положений систе-
мологии

Ключевые слова: обобщенная логистиче-
ская модель, динамика популяций

It develops the generalized logistic model 
of population dynamics, obtained as a speci-
al case of the universal model of the ecological 
system has been worked out. The proposed mat-
hematical model has been obtained theoretical-
ly on the basis of systemathology principles

Key words: generalized logistic model, the 
dynamics of population

УДК 004.942

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ 

ДИНАМИКИ 
ПОПУЛЯЦИЙ

И . А .  П и л ь к е в и ч
Доктор технических наук, доцент, заведующий кафедрой

Кафедра мониторинга окружающей природной среды*
Контактный тел. (0412) 41-56-86

А . В .  М а е в с к и й
Соискатель*

Контактный тел. (097) 403-14-96
*Житомирский национальный агроэкологический 

университет
бульвар Старый, 7, г. Житомир, Украина, 10008

1. Введение

Для понимания механизмов функционирования и 
решения вопросов использования популяций большое 
значение имеют сведения об их структуре. Законо-
мерное изменение числа особей в популяции данного 
вида на протяжении года (сезонная) или ряда лет 

(многолетняя) определяется изменениями рождаемо-
сти (плодовитости) и смертности особей, а также их 
перемещением (эмиграцией или иммиграцией).

На размножение и выживание животных оказыва-
ют влияние как действующие, так и предшествующие 
условия существования. Известно, что на земном шаре 
существует радиационный фон, который обусловлен 
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ионизирующим излучением радиоактивных элемен-
тов, находящихся в земной коре, и космическим излу-
чением (природный фон), а также радиацией антропо-
генного происхождения.

В процессе эволюции все живые организмы нахо-
дились под влиянием естественного фона и были вы-
нуждены адаптироваться к этому фактору.

Однако, наибольшая в истории человечества ядер-
ная авария на АЭС в Чернобыле, которая произошла 
26 апреля 1986 года, является значительной эколо-
гической катастрофой с точки зрения последствий 
ее для природы. Вклад Чернобыльской катастрофы в 
суммарный радиационный фон превысил все другие 
источники излучения в окружающей среде.

Оценить интегральное влияние первичных и вто-
ричных радиоэкологических эффектов в условиях 
естественных популяций тяжело, так как они много-
векторные и неоднозначные. Единственным показа-
телем состояния популяций в таких условиях может 
быть общее состояние их численности.

Изучение закономерностей динамики численности 
животных необходимо для создания научных основ 
рационального использования полезных животных 
и борьбы с вредными насекомыми. При этом исполь-
зуются математические методы, в частности, моде-
лирование. Поэтому вопрос разработки адекватного 
математического аппарата для изучения динамики 
популяций является актуальным.

2. Анализ существующих моделей динамики популяций

Все существующие модели популяций делятся на 
два класса [1]:

1) модели с дискретным размножением особей в 
популяции;

2) модели с непрерывным размножением особей в 
популяции.

Если численность популяции в соответствующие 
моменты времени увеличивается скачком, то модели 
называются дискретными ( N t N t N0 00 0+( ) = −( ) + ∆ , 
где t0  – момент времени появления нового поколе-
ния). Такой способ размножения характерен для выс-
ших организмов, живущих в естественных условиях.

Если появление новых поколений не синхронное 
и не периодическое, то модель динамики популяций 
описывается функцией времени N t( ) .

В зависимости от факторов, которые учитываются 
при описании динамики популяций, модели делятся 
на [2]:

– модели динамики популяций с низкой смер-
тностью. В этом случае считается, что условия суще-
ствования популяции идеальны и среда не влияет на 
популяцию, а также отсутствует конкуренция. Поэто-
му наблюдается неограниченное экспоненциальное 
увеличение численности популяции;

– модели динамики популяций с внутривидовой 
конкуренцией. Влияние внутривидовой конкуренции 
в природе приводит к уменьшению роста численности 
особей при большой плотности популяций. В этом 
случае экспоненциальный рост стает более плавным и 
в пределе становится линейным;

– модель динамики популяций с учетом смертно-
сти. Учет одной только рождаемости и ее снижение за 

счет конкуренции не может привести к ограничению 
численности популяции. В этом случае модель нереа-
листическая.

Для улучшения реалистичности модели в ней не-
обходимо учитывать смертность в период между мо-
ментами размножениями.

Более адекватные модели популяций учитывают 
все три фактора, рассмотренные ранее. Такие модели 
называются реалистическими.

В 1973 году Смит и Слаткин предложили усовер-
шенствовать реалистическую модель (модель Смита 
и Слаткина).

Такая модель использовалась для моделирования 
ситуации, когда интенсивность гибели вследствие 
конкуренции стремится к насыщению с ростом плот-
ности популяции или если наблюдается постепенное 
увеличение интенсивности гибели. Недостатком та-
ких моделей является то, что они применимы только 
для описания популяций, в которых рождение новых 
особей синхронное и достаточно периодическое. От-
сутствие периодичности приводит к тому, что гибель 
особей в интервалах между точками размножения 
является функцией времени. А этот факт не учтен в 
модели Смита и Слаткина.

Как известно, внутривидовая конкуренция не игра-
ет решающей роли в восстановлении вида, а только 
усиливает интенсивность отбора особей конкретного 
вида. Поэтому такие модели не адекватно описывают 
динамику популяций.

Наиболее адекватной моделью популяций в на-
стоящее время является логистическая модель систе-
мы с междувидовой конкуренцией Лотки-Вольтерра. 
При междувидовой конкуренции отбор направлен на 
усиление разницы между конкурирующими видами 
и занятие ими разных экологических ниш. Однако 
и эта модель не в полном объеме отображает потери, 
связанные с повышенным радиационным фоном. Для 
учета этого фактора в работе разработана обобщенная 
логистическая модель динамики популяций, в основе 
которой лежит универсальная модель экологической 
системы.

3. Обобщенная логистическая модель динамики 
популяций

Общее логистическое уравнение динамики по-
пуляций, полученное как частный случай уни-
версальной модели экологической системы [3], 
описывается нелинейным дифференциа льным 
уравнением:

1 1

2

0

+( ) = −a N
dN
dt

N
N
a

ϕ , (1)

где N – количество особей в популяции; ϕ – по-
тенциал экспоненциального роста; a a0 1,  – параметры 
потерь, которые сдерживают экспоненциальный рост 
популяций.

Уравнение (1) отличается от уравнения Ферхюль-

ста 
dN
dt

N
N
a

= −ϕ0
2

0

 наличием нелинейного элемента 

a N
dN
dt1 .
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3.1. Общее решение уравнения динамики популя-
ций

При решении уравнения динамики популяций ис-
пользуем подстановку b a0 0= ϕ . Тогда уравнение (1) 
примет вид:

1 11
0

+( ) = −






a N
dN
dt

N
N
b

ϕ . (2)

Уравнение (2) имеет аналитическое решение в виде 
трансцендентного уравнения [4]

N t c b N t
G t( ) = − ( )( ) +

0

1
e ϕ , (3)

где c  – параметр начального значения; G a b a a= =1 0 1 0ϕ  
– интегральный показатель потерь, который равен про-
изведению всех параметров уравнения (1).

Выражение (3) в неявном виде описывает обоб-
щенную логистическую функцию роста, которая при 
t → ∞  асимптотически стремится к пороговому зна-
чению b a0 0= ϕ . Обобщение проявляется в том, что 
при a1 0=  уравнение (2) сводится к уравнению Фер-
хюльста, а его решение (3) – к простой логистической 
функции N t b c ct t( ) = +( )0 1e eϕ ϕ/ . Это дает основание 
считать уравнение (2) – обобщенным логистическим 
уравнением, а его решение (3) – обобщенной логи-
стической функцией. С другой стороны, расширение 
логистической модели обеспечивается за счет вклю-
чения в уравнение Ферхюльста дополнительного эле-

мента a N
dN
dt1 .

Для интерпретации параметров потерь пере-

пишем уравнение (2) в виде 
dN
dt

N n= − −ϕ , где 

n n n a N
dN
dt

N a− − −= + = +1 0 1
2

0/  – поток потерь численно-

сти популяции. Элемент n N a0
2

0
− = / , представленный 

в виде n N0 0
− −= ϕ  (где ϕ0

0 0

1− = ∫a
ndt

T

 – потенциал ем-

костных потерь, n
dN
dt

= ), описывает потери, пропор-

циональные количеству популяции в экологической 
нише, а параметр a0  – емкость ниши, которая огра-

ничивает возможность накопления популяции асим-

птотическим порогом b a0 0= ϕ . Элемент n a N
dN
dt1 1

− =  

представим в виде n N1 1
− −= ϕ , где ϕ1 1

− = a n  – потенциал 
резистивных потерь. Этот элемент описывает потери, 
пропорциональные скорости изменения популяции, а 
параметр a1  – сопротивление среды, сдерживающее 
рост популяции.

При больших значениях емкости ниши a0 → ∞  
емкостные потери n N a0

2
0

− = /  стремятся к нулю и 
о б о б щ е н н о е 
логистическое 
уравнение вы-
рождается в 
экспоненциаль-
ное уравнение 
вида:

1 41+( ) =a N
dN
dt

Nϕ .( )  

Уравнение (4) имеет аналитическое решение в виде 
трансцендентного уравнения [5]:

N t e cea N t t( ) =( )1 ϕ . (5)

Выражение (5) в неявном виде описывает обоб-
щенную экспоненциальную функцию роста, которая 
учитывает потери, связанные с торможением роста. 
Обобщение проявляется в том, что при a1 0=  урав-
нение (4) сводится к простому экспоненциальному 

уравнению 
dN
dt

N= ϕ , а его решение (5) – к простой 

экспоненциальной функции N t N t( ) = ( )0 eϕ .

С другой стороны, расширение экспоненциаль-
ной модели обеспечивается за счет включения до-

полнительного элемента a N
dN
dt1 . При значениях 

a N1 1>>  уравнение (4) вырождается в уравнение 
dN
dt

a≈ ϕ0
1/ , которое задает асимптоту в виде линей-

ной функции N a t= ( )ϕ0
1/ . Из этого следует, что при 

больших значениях сопротивления среды a1 0>>  
функция (5) асимптотически стремится к прямой, а 
линеаризация экспоненциальной функции отража-
ет эффект больших резистивных потерь.

Явную форму обобщенной логистической функ-
ции (3) можно получить, решая соответствующее (1) 
конечно-разностное уравнение. Дискретная обобщен-
ная логистическая функция в рекуррентной форме 
имеет вид:

N
a N

N b
a N

Nk
k

k

k
k+ = +

+
−

+


















1 0
1

0

1

1
1

1 1
ϕ

/
. (6)

При больших значениях емкости a0 → ∞  логисти-
ческая функция (6) вырождается в дискретную экспо-
ненциальную функцию

N
a N

Nk
k

k+ = +
+





1 0

1

1
1

1
ϕ . (7)

При больших значениях a N1 1>>  экспоненциаль-
ная функция (7) вырождается в линейную функцию 
вида N N ak k+ = +1 0 1ϕ / .

3.2. Частное решение уравнения динамики попу-
ляций

Анализ (6) показывает, что для построения мате-
матической модели динамики популяции конкретного 
вида необходимо экспериментально определить пара-
метры модели ϕ0 , a1  и b0 . Аналитическое решение 
системы уравнений, основанных на модели (6), отно-
сительно искомых параметров модели дает результат:

ϕ0

21
4

3
2

3

2
3 1

4

3

1 1 1

=
−







− −














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



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∆ ∆N
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N
N
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N

N N N N

N

32
3

2
43
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
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





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где ∆N N N m nmn m n= − =, , , , .1 2 3

Таким образом, для математического моделирова-
ния динамики популяции конкретного вида животно-
го мира (растений или микроорганизмов) необходи-
мо используя (8) определить постоянные параметры 
обобщенной логистической модели, воспользовав-
шись данными мониторинга соответствующего вида 
популяций N N N N1 2 3 4, , ,( ) .

Выводы и практические рекомендации

1. Любая популяция растений, животных и микро-
организмов – это совершенная живая система, способ-
ная к саморегуляции, восстановлению своего динами-
ческого равновесия. Но она существует не изолировано, 
а совместно с популяциями других видов, образуя био-
ценозы. Поэтому при математическом моделировании 
динамики популяций необходимо учитывать вредное 
влияние множества факторов.

2. Среди мо-
делей динамики 
популяций в ма-
т е м а т и че с к о й 
экологии наи-
большее рас-

пространение получила логистическая функция Фер-
хюльста (1838 г.), которая используется для описания 
как поведения популяций, так и их взаимодействия, 
например, в модели Лотки-Вольтерра. К недостаткам 
логистической функции можно отнести ее эвристиче-
ское происхождение и неполное отображение потерь.

3. Развитие логистической модели динамики по-
пуляций достигается за счет дополнения нелинейным 
элементом, который описывает потери, связанные с 
сопротивлением среды росту популяции. Обобщенная 
логистическая функция, полученная теоретическим 
путем, отражает емкостные и резистивные потери и 
может использоваться для описания как роста попу-
ляций, так и их взаимодействия.

4. Для верификации обобщенной математической 
модели динамики популяций необходимо, восполь-
зовавшись данными мониторинга соответствующего 
вида популяции, с помощью системы (8) оценить по-
стоянные параметры модели. Полученная математи-
ческая модель динамики популяций будет адекватно 
описывать все факторы, влияющие на динамику раз-
вития изучаемой популяции.
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