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Висновки

Запропонована оптимальна система здатна вияв-
ляти та оцінювати стрибки амплітуди луна-сигналу 
від динамічного об’єкта з високими якісними показ-
никами. Найбільша ймовірність виявлення стрибка 
амплітуди і його точність досягаються при наявно-

сті надійних апріорних даних про час виникнення 
стрибка. Цей час може бути відносно точно відомим у 
випадках експериментальних робіт, що проводяться з 
динамічними об’єктами.

У цьому випадку оптимальна система може вияв-
ляти з високою ймовірністю навіть невеликі і коротко-
часні стрибки амплітуди.
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Введение и постановка задачи

Как было показано в серии работ [1 - 4], вибра-
ционные машины достаточно широко используются 
в сельском хозяйстве, строительстве и тяжелом ма-
шиностроении, металлургии и других отраслях про-

мышленности. Было показано, что в таких машинах 
и в настоящее время есть масса проблем, особенно 
в тяжелонагруженных. Одной из основных проблем 
является определение внутренней силы ударного 
взаимодействия, поскольку эта информация являет-
ся базовой для исследования металлоконструкции 
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машины на прочность. Многие авторы для опреде-
ления этой силы предлагают различные подходы 
[5 - 8], однако ни один из предлагаемых подходов 
не является универсальным и не позволяет описать 
адекватно все физико-механические процессы, про-
текающие в виброударной системе. Особенно это 
актуально для выбивных машин крупного вагонного 
литья, поскольку при их работе образуется среда со 
сложными свойствами, состоящая из разнофракци-
онных фрагментов измельчаемой песчано-глини-
стой смеси, разрушаемая между корпусом машины 
и технологическим грузом. Моделирование свойств 
такой среды затруднительно расчетным путем. Поэ-
тому актуальной задачей является разработка новых 
подходов к определению сил ударного взаимодей-
ствия в виброударных системах.

Описание расчетно-экспериментального подхода

В опубликованных ранее работах [3, 4] был пред-
ложен расчетно-экспериментальный метод, который 
базируется на разложении внутренней силы ударного 
взаимодействия на участках ненулевых значений в ряд 
по некоторым функциям:

F ij i j
i j

= ( ) ( )
=

∞

∑α ϕ ς ψ ς
, 0

. (1)

Неизвестными в этом разложении являются ко-
эффициенты α ij , которые предлагается находить из 
экспериментальных данных путем минимизации не-
соответствия между результатами численных и экс-
периментальных исследований.

Предложенный подход принципиально отличается 
от предлагаемых ранее подходов, постулирующих вид 
зависимости силы F  от переменных состояния вибро-
ударной системы.

В данном случае вводится в рассмотрение ее обоб-
щенное параметрическое описание с использованием 
варьируемых и искомых представлений этой функции 
в виде ряда по базисным функциям относительных 
перемещений, их скоростей, а также (в некоторых 
случаях) времени. Подход расширяет и дополняет 
процесс верификации динамических моделей иссле-
дуемых виброударных систем, сводя их к определению 
искомых коэффициентов на основе решения задачи 
минимизации функционала несоответствия распре-
деления переменных состояния. Он позволяет прово-
дить качественный и количественный анализ влияния 
различных факторов, определяющих силу ударного 
взаимодействия, на поведение исследуемой виброу-
дарной системы.

Для описания процедуры минимизации рас-
смотрим некоторые функционалы, которые можно 
применить для оценки несоответствия результатов 
численного и экспериментального исследования 
процессов ударного взаимодействия. На рис. 1 схе-
матически представлены распределения искомых 
усилий F^ .

Рассматривается установившийся с частотой 
ν = 1 T  и периодом T  процесс (см. рис. 1). В силу 
того, что усилия F^  являются неудерживающими, 
длительность их действия τ < T , а сами усилия – по-
ложительны:
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Рис. 1. К сопоставлению распределений результатов 
численных и экспериментальных исследований сил 
ударного взаимодействия в виброударной системе:

Е – экспериментальные данные; N – численные 
результаты; t*  - произвольный момент начала цикла 

ударного процесса

F tN
^ ( ) ≥ 0 ,     t t t N∈ +[ ]*, * τ , (2)

F tE
^ ( ) ≥ 0 ,     t t t E∈ +[ ]*, * τ , (3)

F tN
^ ( ) = 0 ,     t t t TN∈ + +[ ]* , *τ , (4)

F tE
^ ( ) = 0 ,     t t t TE∈ + +[ ]* , *τ . (5)

Тогда формально в качестве меры несоответствия 
временных распределений FN

^ , FE
^  можно взять любую 

норму в функциональном пространстве [9 - 11], со-
ответствующей специфике решаемой задачи. В част-
ности, можно в качестве нормы n  функции f  взять 
следующие выражения:

n f1 = max ; n f dt
t

t T

2 =
+

∫
*

*

; n f dt
t

t T

3
2=

+

∫
*

*

;

n signfdt
t

t T

4 =
+

∫
*

*

, (6)

действующие в интервале t t t T∈ +[ ]*, * .
Порождаемые этими нормами функционалы:
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Данные функционалы обладают следующими 
свойствами:

Ik ≥ 0  ∀  FN
^ , FE

^ , k ; (8)
Ik = 0  =>  F FN E

^ ^≡ , k = 2 3, . (9)

Кроме того, можно строить любой комплексный 
функционал из приведенных, например,

I Ik i i
i

= ∑γ ; 1 0≥ ≥γ i ; γ i
i

∑ = 1 . (10)

Этот функционал обладает аналогичными свой-
ствами, что и Ii .

Т.о., если известно из эксперимента FE
^ , то из условия 

минимума несоответствия результатов численных и экс-
периментальных исследований можно определить FN

^  
как функцию параметров состояния и физико-механи-
ческих характеристик элементов исследуемой системы.

Алгоритм минимизации функционала несоответ-
ствия результатов численных и экспериментальных 
исследований. Рассмотрим модельный случай. Пусть 
сила ударного взаимодействия имеет вид (эталон, ре-
зультат воображаемого «эксперимента»):
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F = +α ς α ς1 2
 ,  (11)

где α1
82 06 10= ⋅.  Н/м, α2

71 28 10= ⋅.  Н ⋅ с/м, а ς , ς  - вели-
чины относительного сближения и скорости в виброу-
дарной системе с 2-мя степенями свободы [4] (см. рис. 
2). Если в распоряжении исследователя есть только 
временные распределения F tE

^ ( ) , то можно поставить 
задачу: по результатам сравнения временных распре-
делений F tE

^ ( )  и F tN
^ ( ) , получаемых при интегрирова-

нии уравнений движения (12):
− + + ( ) − − =

− +

m w m g F t C w A t

m w m g F t

N

N

1 1 1 1 1

2 2 2

0





^

^

, , sin ,

, ,

ς ς ω

ς ς(( ) =





 0,
 (12)

где FN = +α ς α ς1 2
  ( α1 , α2  - искомые), требуется опре-

делить α1 , α2  и сравнить с заданными (эталонными).
Для численного интегрирования уравнений (12) 

применяется метод Рунге-Кутта 4-го порядка с вели-
чиной шага интегрирования ∆t = ⋅ −6 10 5  с. Начальные 
условия – нулевые по перемещениям и скоростям w1 , 
w2 , w1 , w2 . Сравнительный анализ получаемых чис-
ленных результатов с эталонными (11) производится 
на цикле t t T*, *+[ ]  после затухания первоначальных 
переходных процессов.
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Рис. 2. Виброударная система с 2-мя степенями свободы

Рис. 3. Визуальное представление функционала 
I F F FN E E1 = −max max^ ^ ^

Рис. 4. Визуальное представление функционала 
I F F dt F dtN E E2 = −∫ ∫^ ^ ^

Рис. 5. Визуальное представление функционала 

I F F dt F dtN E E3

2 2
= −( ) ( )∫ ∫^ ^ ^

Рис. 6. Визуальное представление функционала

I sign F F dt signF dtN E E4 = −∫ ∫^ ^ ^

Рис. 7. Визуальное представление функционала 
I I I0 1 4 2= +( )

На рис. 3 – 7 приведены визуальные представления 
функционалов Ii  в области α1 ∈[1 03 10 3 09 108 8. , .⋅ ⋅ ]х
× ∈α2 [ 0 64 10 1 92 107 7. , .⋅ ⋅ ]. Видно, что характер зави-
симости функционалов Ii  от каждого из параметров 
разный. При этом, однако, можно отметить, что при из-
менении параметра α2  (на рисунках - у) функционал 
изменяется сильнее, чем при изменении α1  (на рисун-
ках - х). Кроме того, функционалы I1 , I4  имеют вдоль 
некоторых направлений овраг, что может затруднять 
процесс их минимизации. В связи с этим предлагается 
в качестве минимизируемых функционалов принима-
ем I2 , I3 , I I I0 1 4 2= +( ) .

В качестве алгоритма поиска минимума выбран-
ного I  предлагается метод покоординатного спуска 
[12 - 13]:

1) задается начальное приближение

[ α α1
0

2
0( ) ( ), ]; i = 0 ; ω1 1i( ) = ; ω2 1i( ) = ;

2) определяется

α α ω
α α

α α
α

α
1

1
1 1

1 2

1 2

1

1

i i i

i i

i i

I

I
+( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )= −
′ ( )
′′ ( )

,

,
;
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α α ω
α α

α α
α

α
2

1
2 2

1
1

2

1
1

2

2

2

i i i

i i

i i

I

I
+( ) ( ) ( )

+( ) ( )

+( ) ( )= −
′ ( )
′′ ( )

,

,
;

3) проверяется условие

I Ii iα α+( ) ( )( ) ≤ ( )1 ,

и в случае его нарушения принимается ω ω1 2 1 2 2,
( )

,
( )i i=  

с повторением этапа 2);
4) определяется

δ
α α α α

α α
=

−  + − 

( ) + (
+( ) ( ) +( ) ( )

+( ) +( )

1
1

1

2

2
1

2

2

1
1 2

2
1

i i i i

i i ))2
;

5) если δ ε≤ , где ε  - заранее установленная кон-
станта (погрешность), то процесс прекращается и ре-
шение принимается в виде:

α α1 1
1~ = +( )i , α α2 2

1~ = +( )i ;

иначе устанавливается i i= +( )1 , ω1 2 1, = , и процесс 
повторяется с этапа 2).

Условно область изменения параметров α1 , α2  изо-
бражается в виде прямоугольника, в котором α1 , α2  из-
меняется от 1 до 5. Точка (3, 3) соответствует точному 
решению.

На рис. 8 представлена траектория движения точки 
текущего решения в плоскости α α1 2,( ) , на рис. 9 – вре-
менные распределения FN

^ , FE
^  в характерные моменты 

интегрируемого процесса.
На рис. 10 – график изменения функционала I2  

в зависимости от номера шага итерационного про-
цесса.
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Рис. 8. Траектория движения точки текущего приближения 
решения для функционала I2
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Рис. 9. Графики временных распределений FN , FE  
для различных сочетаний параметров α1 , α2  (случай 

функционала I2 )
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Рис. 10. График изменения функционала I2  в процессе 
итерационного поиска минимума

Видно, что предложенный критерий несоответ-
ствия I2  (аналогичен площади на рис. 1 между 
кривыми FN

^ , FE
^ , т.е. суммарному несовпадению 

импульсов) результатов численных и эксперимен-
тальных исследований достаточно эффективен с 
точки зрения скорости сходимости итерационного 
процесса и достижения требуемой точности. Учи-
тывая, что функционалы I3 , I0  аналогичны по виду 
зависимости от α1 , α2 , то можно предположить, 
что и при их использовании будет наблюдаться та 
же картина. Это предположение подтверждается в 
ходе численных исследований с использованием I0 , 
I3  (см. рис. 11, 12). При этом применение в качестве 
критериев I1 , I4  приводит к замедлению процесса 
поиска решения.

Все предложенные критерии несоответствия I  
приводят итерационный процесс к точному решению 
(3, 3) достаточно быстро: третья значащая цифра по-
лучается уже после 10-ти шагов релаксации.
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Рис. 11. Траектория движения точки текущего решения 
при минимизации функционала I0
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Рис. 12. Траектория движения точки текущего решения 
при минимизации функционала I3
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Т.о., можно порекомендовать в качестве алгорит-
ма поиска минимума функционала несоответствия 
численных и экспериментальных исследований F^  
покоординатный спуск с ускорением, а в качестве ми-
нимизируемого функционала - I2 , I3  или I0 .

Заключение

В статье предложен подход к исследованию ди-
намических характеристик виброударных систем, 
котороый позволяет определять силы ударного вза-
имодействия в виброударной системе в ходе рас-
четно-экспериментальных исследований. Были 
предложены критерии несоответствия результатов 
численных и экспериментальных исследований сил 
ударного взаимодействия в виде некоторых функ-
ционалов. Определены наиболее подходящие для 
целей верификации силы ударного взаимодействия 
функционалы, а также апробирован алгоритм мини-
мизации. Предложенный подход позволяет учесть 
существенно нелинейные процессы в виброударной 

системе, которые позволяют лучше описать дина-
мику высоконагруженных виброударных машин, 
в первую очередь силы ударного взаимодействия, 
которые априори неизвестным образом зависят от 
переменных состояния. Весовые коэффициенты в 
разложении искомой силы ударного взаимодействия 
в ряд по составляющим, характерным для системы, 
выбираются в соответствии с экспериментальными 
исследованиями, что позволяет приблизить резуль-
таты математического моделирования к эксперимен-
тальному. Разработанная технология исследования 
виброударной системы дает более достоверный ре-
зультат по моделированию динамических характери-
стик виброударной системы.

В результате приведенных выкладок и иссле-
дования внутренних сил появляется возможность 
на более высоком качественном уровне проводить 
расчеты напряженно-деформированного состояния 
виброударной машины, а также обеспечить заданный 
срок службы уникального виброударного оборудова-
ния, в котором сейчас нуждается современная про-
мышленность.
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