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Розглядається можливість застосуван-
ня методу послідовного аналізу навігацій-
них реалізацій у навігаційному полі морської 
поверхні для динаміко-стохастичної моде-
лі оцінки стану навігаційного поля на осно-
ві моделювання процесів, що відбуваються в 
керованому динаміко-стохастичному наві-
гаційному полі в інтересах підвищення точ-
ності супутникового навігаційного забезпе-
чення безпеки мореплавства

Ключові слова: навігаційні реалізації, 
динаміко-стохастичне навігаційне поле, 
безпека мореплавства

Рассматривается возможность приме-
нения метода последовательного анализа 
навигационных реализаций в навигационном 
поле морской поверхности для динамико-
стохастической модели оценки состояния 
навигационного поля на основе моделиро-
вания процессов, происходящих в управляе-
мом динамико-стохастическом навигацион-
ном поле в интересах повышения точности 
спутникового навигационного обеспечения 
безопасности мореплавания

Ключевые слова: навигационные реали-
зации, динамико-стохастическое навигаци-
онное поле, безопасность мореплавания

The opportunity of application of a method 
of the consecutive analysis of navigating reali-
zations in a navigating field of a sea surface for 
dynamics-stochastic model of an estimation of 
a condition of a navigating field on the basis of 
modeling processes that take place in an opera-
ted dynamics-stochastic navigating field in int-
erests of increase of accuracy of a satellite nav-
igating safety of navigation

Keywords: navigating realizations, a dyn-
amics-stochastic navigating field, safety nav-
igation
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Рівняння статичної механіки являють собою фі-
зичні обмеження, які накладаються на випадкові поля 
похибок обсервацій навігаційного поля морської по-
верхні. Детерміновані складові цих полів виступають 
як осереднені до певних просторово-часових масшта-
бів істинні поля. Різність між осередненими та істин-
ними полями дають випадкові складові.

Вибір теоретичної частини динаміко-стохастичної 
моделі еквівалентний розподіленню реальних полів 
похибок обсервацій навігаційного поля морської по-
верхні на детерміновані та випадкові складові. Інфор-
мація, необхідна для стеження за еволюцією детермі-

нованих складових, які знаходиться у початкових та 
крайових умовах теоретичної частини моделі. Інфор-
мація про випадкову складову міститься у навігацій-
них реалізаціях полів похибок обсервацій.

Реалізації випадкових складових обираються з ан-
самблю навігаційних вимірів поля похибок обсерва-
цій, які надходять у процесі його аналізу. Тому сама 
випадкова складова кожного з полів похибок обсер-
вацій розподіляється на дві компоненти. Одна описує 
осереднену частину складової й по суті являє собою 
поле умовних середніх значень, по відношенню до 
системи навігаційних вимірювань. Інша – є чисто ви-
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падковою й вміщує в себе ту частину реального поля. 
Яка не тільки не може бути врахована теоретичною 
моделлю, але знаходиться за межами точності на-
вігаційних вимірювальних приладів. У цю, найбільш 
високочастотну, компоненту повинні бути включені 
всілякі похибки моделювання істинного навігаційно-
го поля морської поверхні.

Використовуючи погляди до динаміко-стохастич-
ного підходу, які виказані у роботах А. Балакриш-
нана [1], Ж. Ліонсу [5], Р. Калману [8], І. Сакави [11], 
С. Цафестасу [13], на сучасну теорію систем, у цьо-
му та наступних підрозділах, ґрунтуючись на теорії 
управління здійснимо розробку оптимальних методів 
використання текучої навігаційної інформації про 
поля похибок обсервацій щодо створення теоретичних 
моделей стохастичних систем з розподіленими пара-
метрами у динаміко-стохастичних моделях навігацій-
ного поля морської поверхні.

Одним з перших додатків теорії оптимальної філь-
трації у системах з розподіленими параметрами були 
роботи Д. Пітерсена [9, 10]. Д. Пітерсен використову-
вав модель поля К. Гауса – А. Маркова, яка являє со-
бою узагальнення оптимального фільтру Р. Калману 
на випадкові поля.

Заснований на цьому підході метод співставлення 
теоретичних оцінок та навігаційних реалізацій можна 
вважати методом послідовного аналізу навігаційних 
реалізацій.

Метою даної статті є розгляд застосування ме-
тоду послідовного аналізу навігаційних реалізацій 
для співставлення теоретичних оцінок та виконаних 
навігаційних реалізацій у ході точностних оцінок на-
вігаційного поля морської поверхні.

Оскільки реальні поля похибок обсервацій у на-
вігаційному полі морської поверхні описуються не-
лінійними рівняннями динаміки, то мова піде про 
спрощену, лінеаризовану динамічну модель поля по-
хибок обсервацій. Основним міркуванням, що полягає 
в основі методу послідовного аналізу навігаційних 
реалізацій є існування лінійного закону, котрому під-
порядкована динаміка поля похибок обсервацій, яке 
досліджується, або сукупність взаємопов’язаних між 
собою полів похибок обсервацій. Динамічна модель 
поля похибок обсервацій може бути використана, на-
приклад, для досліджень ухилень від осереднених 
значень реальних полів похибок обсервацій та на про-
тязі малих, у порівнянні з часовими масштабами осе-
реднення, інтервалів часу.

Отже, надамо рівняння динаміки лінеаризованої 
динамічної моделі поля похибок обсервацій у виді
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де α 

x t,( ) – скалярна або векторна функція, що 
описує просторово-часове поле похибок обсервацій 
навігаційного поля морської поверхні;
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,( )  – функція збудження, яка моделює зовніш-
ній енергетичний вплив на поле.

Рівняння (1) є аналогом рівняння стану одномірно-
го фільтру Р. Калману
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воно описує поведінку деякої лінійної динамічної 
системи з розподіленими параметрами [9, 12]. Дослід-
жуване поле похибок обсервацій α 

x t,( ) є виходом цієї 
системи, що збуджується полем f x t



,( ) з боку входу. 
Функція Г. Грину G ⋅( )  характеризує реакцію системи 
на збудження й по суті може розглядатися як еквіва-
лент перехідної функції фільтру Р. Калману (2).

Рішення рівняння (1) можна записати у виді
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Як і при одномірному випадку, для знаходжен-
ня алгоритму оптимального фільтру необхідно, щоб 
функція збудження системи f x t



,( ) мала властивості 
білого шуму за часом та не була корельованою зі зна-
ченнями поля похибок обсервацій
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Оптимальною, відносно середньоквадратичної по-
хибки, оцінкою поля похибок обсервацій у майбутній 
момент часу t  є поле умовних середніх значень α x t,( )
, яке індуційовано всіма доступними навігаційним ви-
мірам значеннями α

�
x t t t, 0 0( ) 〉  при  . Знаходячи умовне 

середнє значення виразу (3) з врахуванням (4) маємо
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де через E y t0 0α 

,( ){ }  позначено умовне математич-
не очікування поля похибок обсервацій по відношен-
ню до усіх навігаційних спостережень, які надійшли 
на момент часу t0  включно.

У межах корельованості моделі поля похибок об-
сервацій рівнянням (5) можна прогнозувати його зна-
чення. Для цього, як слідує з (5), необхідно виріши-
ти рівняння динаміки (1) з початковими умовами 
E y t0 0α 

,( ){ } , які являють собою мапу просторових 
розподілень поля похибок обсервацій у початковий 
момент часу t0 .

У [2, 3] було показано, що мапи просторових полів 
похибок обсервацій доцільно будувати на основі мето-
ду об’єктивного аналізу. Таким чином, оптимальний 
прогноз поля похибок обсервацій знаходиться шля-
хом застосування рівняння (5) до мапи поля похибок 
обсервацій, розрахованої за допомогою оптимальної 
інтерполяції виміряних значень навігаційного параме-
тру у вузлах сітки. Оптимальна інтерполяція за про-
стором та оптимальний прогноз за часом послідовно 
виконуються для кожного інтервалу часу t t0,[ ] .

Слідує врахувати, що як і при інтерполяції, так і 
при прогнозуванні поля похибок обсервацій немину-
чі похибки, які виникають за рахунок недостатнього 
об’єму навігаційних спостережень та спрощеної ди-
намічної моделі поля похибок обсервацій (за часом). 
Тому на кожному кроці екстраполяції поля похибок 
обсервацій необхідна послідовна корекція оцінок його 
значень. Виправлення похибок обсервацій у методі 
фільтрації Р. Калману – Д. Петерсена відбувається 
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завдяки використанню навігаційної інформації, яка 
міститься у текучих значеннях навігаційних вимірів 
поля похибок обсервацій. Процедура виправлення по-
хибок обсервацій складає основу методу послідовного 
аналізу навігаційних спостережень.

Уявимо навігаційні спостереження поля похибок 
обсервацій α x t,( )  у виді лінійної операції, застосова-
ної до миттєвого просторового розподілення значень 
поля похибок обсервацій [9]:

β αk k
x

kt y t g y t dy n t( ) = ( ) ( ) + ( )
( )
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

, , . (6)

Функцію n tk ( ) , яка враховує похибки навігаційних 
вимірювань, будемо вважати білим шумом. Функція 
g y tk



,( )  враховує одночасно просторове осереднення та 
інерційні властивості навігаційного пристрою або ме-
тоду навігаційного виміру поля похибок обсервацій.

За аналогією з рівнянням (5) запишемо вираз для 
прогнозованої на момент часу t  величини виміру поля 
похибок обсервацій у точці 
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Позначимо t−1 – момент часу, у який надійшли 
найбільш пізні навігаційні виміри перед текучим мо-
ментом часу t0 . Якщо усі ці навігаційні виміри були 
використані для створення мапи поля похибок обсер-
вацій на момент часу t−1, то значення мапи позначимо 
α 

− −( )1 1x t, . Прогностична мапа, яка створена на момент 
часу t0  при використанні тих самих навігаційних спо-
стережень, буде позначена як α 

− ( )1 0x t, .
Введемо до розгляду похибки у передріканні наві-

гаційних вимірювань на момент часу t0


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Оскільки величини 


βk t0( ) , за допомогою геоме-
тричної інтерпретації методу найменших квадратів 
[4, 6, 7], ортогональні множині даних навігаційних 
спостережень, які отримано на момент часу t−1  та, 
отже, містять усю нову навігаційну інформацію про 
поле похибок обсервацій на момент часу t0 . Це озна-
чає, що оптимальна оцінка поля похибок обсервацій 
у момент часу t0  повинна складатися з прогностичної 
мапи α 

− ( )1 0x t, , до якої оптимальним способом додані 
значення поля нев’язок прогнозу
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Вагові коефіцієнти ∆k x t


, 0( ) повинні вибиратися з 
умови мінімуму похибки
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Для знаходження вагових коефіцієнтів надамо 
умову ортогональності лінійної середньоквадратич-
ної оцінки
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Підставляючи (9) у (11), отримаємо

E x t x t x t t tl
l

N

l k mα α β β



 

, , ,( ) − ( ) − ( ) ( )







 ( )




−
=
∑1 0

1
0 0

0

∆







=

= = −

0

1 2 0 1

,

...                   , , , ;   , , k N mm −− 2, . .. .

 (12)

Для моменту часу рівняння (12) має вид
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Визначимо кореляційну функцію похибок про-
гнозу
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− −α α α α { }. (14)

Будемо вважати, що похибки проведених навіга-
ційних реалізацій n tk ( )  некорельовані зі значеннями 
поля похибок обсервацій. Тоді, підставляючи (6) – (8) 
у (13) отримаємо

        g y t P x y dy x t

g z t

k
x

l
l

N

k

    





, , ,

,

0 0
1

0

0

( ) ( ) = ( ) ×

×

( ) =
∫ ∑∆

00 0 0 0( ) ( ) ( ) + ( )










( )( )

∫∫ g y t P y z dydz R tl kl
xx

    



, , ;

 (15)

R t E n t n tkl k l0 0 0( ) ≡ ( ) ( ){ }.  (16)

Позначимо у рівнянні (15) вираз у квадратних дуж-
ках Kkl . Тоді маємо

K t g z t g t P y dyd R tkl k l kl
xx

0 0 0 0 0( ) = ( ) ( ) ( ) + ( ) =
( )(
∫ 










, , ,ω ω ω
))

−

( )

∫

∫= ( ) ( ) − ( )



 + ( )










g z t z t z t dz n tk k

x

 



 



, , ,0 0 1 0 0α α 







×

× ( ) ( ) − ( )



 + ( )−

( )
∫ g t t t d n tl l
x

 



 



ω α ω α ω ω, , ,0 0 1 0 0


















=

= ( ) − ( )



 ( ) − ( )




− −E t t t tk k l lβ β β β0 1 0 0 1 0
 

, , { } =

= ( ) ( ){ }E t tk l
 β β0 0

 (17)

Аналогічним чином знаходимо

 g y t P x y dy

g y t E x t

k
x

k
x

   

 









, ,

, ,

0 0

0 0 1

( ) ( ) =

= ( ) ( ) −

( )

( )
−

∫

∫ α α xx t

y t y t dy

E t x tk

,

, ,

,

0

0 1 0

0 0

( )



{ ×

× ( ) − ( )



} =

= ( )
−α α

β α





 



(( ) { − ( )
 − ( )} =

= ( ) ( ){ }
−

−

α α

β α















x t x t

E t x tk

, ,

,

0 1 0

0 1 0

 (18)

Вираз (16) являє собою коефіцієнт кореляції у полі 
похибок прогнозу між двома точками 



xk  та 


xl , у яких 
були здійснені навігаційні виміри. Формула (18) дає 
вираз для взаємної кореляційної функції поля похи-
бок прогнозу між точкою 



xk  та довільною точкою.
З врахуванням цих двох рівнянь рівняння (15) 

може бути розв’язане відносно вагових коефіцієнтів

∆k
l

N

kl
l

x

x t K t g z t P x z dz
    



, , ,0
1

0
1

0 0

0

( ) = ( )  ( ) ( ) =−

= ( )
∑ ∫

           = ( )  ( ) ( ){ }−

=
−∑ K t E t x t

l

N

kl
l

1
0

1
0 1 0

0





β α , .

 (19)
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Як слідує з останнього рівняння, вагові коефіцієн-
ти інтерполяції у полі похибок прогнозу пропорційні 
величині кореляції між аномаліями навігаційних ви-
мірів βl t0( )  та нев’язками прогнозу 

α− ( )1 0x t, . Якісні 
зміни, виконані поблизу точки 



x , у якій уточнюється 
прогноз по формулі (9), будуть враховані з більшою ва-
гою, ніж навігаційні виміри, слабо корельовані з полем 
похибок обсервацій α 

x t,( ) .
На практиці для обрахування величин ∆k x t



, 0( ) 
необхідно знати функцію кореляції P x z0

 

,( )  на момент 
часу t0 .Покажемо, що ця функція пов’язана рекурсій-
ним співвідношенням з функцією P x z− ( )1

 

,  та, таким 
чином може бути знайдена з аналізу статистики поля 
похибок прогнозу на попередньому етапі розрахунків, 
тобто у момент часу t−1 .

Введемо кореляційну функцію похибок прогнозу, 
яку буде мати поле після виконання корегування про-
гнозу по формулі (9)

′ ( ) = ( ) − ( )



{ ( ) − ( )


P x y E x t x t y t y t0 0 0 0 0 0 0

  



 





, , , , ,α α α α } =

= ( ) − ( )



{ ( )} =             

     

E x t x t y tα α α



 

, , ,0 0 0 0

  = ( ) − ( )



{ ( ) − ( )



}−E x t x t y t y tα α α α



 





, , , ,0 0 0 1 0

 (20)

Підставляючи (6) – (9) у (20) й враховуючи визна-
чення P x y0

 

,( ), знаходимо

       ′ ( ) = ( ) − ( )



{ − (

=
∑P x y E x t x t x tk
k

N

0 0 0 0
1

0

0
  



 

, , , ,α α ∆ )) ×

× ( ) ( ) − ( )



 ( ) −− −g z t z t z t dz y t y tk

 



  





, , , , ,0 0 1 0 0 1 0α α α α (( )



} =

( ) − ( ) ( )

( )

=

∫

∑





   

x

k
k

N

kP x y x t g z t         0
1

0 0

0

, , ,∆
xx

P z y dz
( )
∫ ( )0

  

, .          

 (21)

Виведені співвідношення дозволяють написати ре-
курсійне співвідношення, яке пов’язує кореляційні 
функції (матриці) P x y0

 

,( ) , P x y− ( )1  ,  та P x y1

 

,( ) для двох 
послідовних моментів часу t0  та t1 [9]

    P x y E x t x t y t y t1 1 0 1 1 0 1

  



 





, , , , ,( ) = ( ) − ( )



{ ( ) − ( )α α α α



} =

= ( ) ( ) ′ ( )
( )
∫       G x t z t G y t t P z
x


  





, ; , , ; , ,1 0 1 0 0ω ω ddzd

G x t z G y t E

x

t

t

t

t

x




  






ω

τ ω σ

+

+ ( ) ( )

( )

( )

∫

∫∫∫  
0

1

0

1

1 1, ; , , ; , ff z f dz
x








, , .τ ω σ( ) ( ){ }
( )
∫           

 (22)

Це співвідношення є аналогом рівняння (3.86) од-
номірного фільтру Р. Калману. За його допомогою про-
водиться прогнозування статистики похибок методу 
послідовного аналізу навігаційних вимірів на момент 
часу t1 .

Таким чином, у кореляційний алгоритм послі-
довного аналізу для просторово-часових полів похи-
бок обсервацій навігаційного поля морської поверхні 
включаються у якості основних рівнянь формули (15), 
(20) та (22).

Як і у одномірному фільтрі Р. Калману, процедура 
аналізу полягає у послідовності ітерацій, у ході яких 
алгоритм приходить до стійкого стану й дає на кожний 
момент часу картину прогностичних значень, а та-
кож відкориговану за рахунок останніх навігаційних 
спостережень картину текучих значень поля похибок 
обсервацій.

При аналізі на ПЕОМ реальних полів похибок 
обсервацій навігаційного поля морської поверхні 

формули послідовного аналізу навігаційних вимірів 
заміняються еквівалентними їм кінцево-різнісними 
співвідношеннями. Тому на практиці замість функції 
Грину може бути застосована деяка підпрограма, яка 
дає рішення рівняння динаміки навігаційного поля 
морської поверхні.

Важливою властивістю лінійної динамічної моделі 
є рекурсійний зв’язок просторово-часової кореляцій-
ної матриці поля похибок обсервацій K x t



,( ) з функці-
єю Г. Грину

K x y t G x z t K z y dz
      



− −( ) = − −( ) − −( )
( )
∫, ; ,τ ρ ρ τ 
x

 (23)

де
K x y t

E x t E x t y E y

 

   

− −( ) =

= ( ){ − ( ){ } ( ) − ( ) 

,

, , , ,

τ

α α α τ α τ
TT} . (24)

Введемо просторово-часовий та просторовий спек-
три поля похибок обсервацій

Φ
 

 




ν ω ν ω, , exp( ) = ( ) − − 
∞

∞

( )
∫∫ K x t ix i t dxdt
x

T . (25)

Φt K x t ix dx
 

 






ν ω ν, , exp( ) = ( ) − 
( )
∫ T

x

. (26)

Використовуючи умову некорельованості за часом 
функції збудження f x t



,( ) , яка входить до рівняння (1), 
можна показати, що просторово-часовий спектр поля 
похибок обсервацій Φ



ν ω,( ) вказується через функцію 
Г. Грину й часто просторовий спектр Φt



ν ω,( ) . Для цьо-
го підставимо у рівняння (24) вираз (3) й виконаємо 
операції осереднення. Тоді отримаємо

K x y t

G x z t F z G y d

 

  







− −( ) =

= − −( ) −( ) − −( )
−∞

∞

( )
∫∫∫

,

; ;

τ

σ ω ω τ σ
x

T 


zd dω σ
. (27)

Застосовуючи до цього виразу теорему Парсеваля 
й виконуючи перетворення Ж. Фур’є у просторі й часі, 
знаходимо [10]

Φ Ψ

Ψ

   

  

ν ω ν ω ν ν ω

ν ω ν ν ω

, , ,

, ,

( ) = ( ) ( ) − −( ) =

= ( ) ( ) ( )∗

H H

H H

T

T . (28)

де H


ν ω,( )  – перетворення Ж. Фур’є від функції 
Г. Грину;

Ψ


ν( )  – перетворення Ж. Фур’є від F x
( ) .

У той же час чисто просторове перетворення 
Ж. Фур’є від K ⋅( )  дає

Φ Ψt t tt H t H dp
   

ν ν ρ ν ν ρ, , ,( ) = −( ) ( ) − −( )
∞

∞

∫ T



. (29)

Використаємо тепер властивість функцій Г. Грину

G x z t G x y t G y z dy
      



− −( ) = − −( ) − −( )
( )
∫, ; ,ρ σ σ ρ 

            

x

                         t ≥ ≥σ ρ
 (30)

Для цього спочатку застосуємо до нього перетво-
рення Ж. Фур’є

H t H t H

t
t t t

  

ν ρ ν σ ν σ ρ
σ

, , ,−( ) = −( ) −( )
≥                        ≥≥ ρ

 (31)

Покладаючи τ = 0  в останній формулі й підставля-
ючи її у вираз (29), знаходимо

Φ Φ

Φ Φ
t t t

t t

t H t t

t

  

 

ν ν ν

ν ν

, , , ,

, ,

( ) = ( ) ( ) 〉

( )=
 ,            
 

0 0

0(( ) − −( ) 〈H t tt
T ,     



ν, .0
 (32)
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Таким чином, для лінійної динамічної моделі поля 
похибок обсервацій можна виказати просторово-часо-
вий спектр поля похибок обсервацій Φ



ν ω,( )  у термінах 
чисто просторового спектру поля похибок обсервацій 
Φt



ν,0( ) й функції Г. Грину
Φ Φ Φ
    

ν ω ν ω ν ν ν ω, , , , ,( ) = ( ) ( ) + ( ) − −( ) TH Ht t0 0 . (33)

Наведений результат, який належить Д. Петер-
сену [10], виказує основну притаманність алгорит-
му послідовного аналізу навігаційних вимірювань: 
взаємозв’язок просторового та просторово-часового 
спектрів поля похибок обсервацій зі спектром функ-
ції збудження. Ця властивість означає, що за умови 
відомої динаміки поля похибок обсервацій немає не-
обхідності дослідження його статичної структури у 
різні моменти часу. Подібні навігаційні виміри поля 
похибок обсервацій у початковий момент часу дають 
можливість оцінити його кореляційні та спектральні 
характеристики у всі наступні моменти часу. Виміри 
поля похибок обсервацій фактично використовуються 
лише для текучої корекції прогнозу або для компенса-
ції похибок ідеалізованої динамічної моделі навігацій-
ного поля морської поверхні.

Комбінуючи вираз (28) та (33), неважко отримати 
формулу для визначення спектру функції збудження 
f x t


,( )  у рівнянні динаміки поля похибок обсервацій

Ψ

Φ Φ
t

t tH H H

H



    

ν

ν ω ν ω ν ν ν ω

( ) =

= ( ) ( ) ( ) + ( ) − −( )  ×

×

−1 0 0, , , , ,T

TT1 1 T 1− −( ) = ( ) ( ) + ( ) ( )∗    

ν ω ν ω ν ν ν ω, , , , , .H Ht tΦ Φ0 0

 (34)

Висновки та перспектива подальшої роботи з даного 
напряму

Таким чином, формула (34) дуже важлива з наступ-
них аспектів. Перш за все – вона дає практичний спосіб 
оцінки спектру функції збудження через просторовий 
спектр поля похибок обсервацій, який може бути от-
римано з безпосередніх навігаційних спостережень. 
По друге, експериментальна перевірка рівняння (34), 
як і рівняння (33), дозволяє судити про адекватність 
використаної лінійної динамічної моделі реальному 
полю похибок обсервацій навігаційного поля морської 
поверхні.
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