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1. Введение

При решении многочисленных практических задач 
в экономике, технике, военном деле и т.п. возника-
ет специфическая задача оптимального распределе-
ния однородного ограниченного ресурса. Эта задача 
обычно формулируется как задача математического 
программирования с нелинейной, как правило, сепа-
рабельной и вогнутой функцией и единственным ли-
нейным ограничением [1-3]. Для случая, когда рас-
пределяемый ресурс – целочисленная переменная, 
простое решение задачи достигается методом после-
довательного распределения [4]. Задача существенно 
усложняется, если параметры целевой функции за-
даны нечетко. Применение для решения возникающей 
при этом задачи общей технологии решения нечетких 
задач математического программирования [5, 6] край-
не неэффективно. Это обстоятельство делает актуаль-
ной разработку специального, простого метода реше-
ния указанной задачи, максимально учитывающего ее 
специфику.

2. Постановка задачи

Введем набор функций f xj j j j mj; , ,...,θ θ θ1 2( ) , пара-
метры которой – нечеткие величины с соответ-
ствующими функциями принадлежности µ θij ij( ) , 

i m=1 2, ,..., , j n=1 2, ,..., . Функция f xj j j j mj; , ,...,θ θ θ1 2( )  для 
каждого x j  порождает нечеткое множество, пред-
ставляющее собой нечеткое описание результата 
выбора аргумента x j  и описываемое функцией при-
надлежности µf jj

x( ) , j n=1 2, ,..., . Будем считать, что 
функция f xj j j j mj; , ,...,θ θ θ1 2( )  вогнута, если для всех 
значений нечетких параметров θij s ijA∈ ,  выполня-
ется неравенство

f x x f xj j j j j mj j j j jλ λ θ θ θ λ θ θ( ) ( ) ( )( ) ; , ,..., ; , ,...1 2
1 2

1
1 21+ −( ) ,,θmj( ) +

+ − ( )( ) ; , ,...,( )1 2
1 2λ θ θ θf xj j j j mj , λ ∈[ , ]0 1 , (1)
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где
As ij,

 - носитель нечеткого числа θij
, i m=1 2, ,..., , j n=1 2, ,..., ,

  - символ нечеткого отношения предпочтения одних 
нечетких чисел перед другими [5].

Введем теперь нечеткую функцию

Φ ΘX f xj j j j mj
j

n

, ; , ,...,( ) = ( )
=
∑ θ θ θ1 2

1
,  (2)

X x x xn= ( )1 2, ,..., , Θ = ( )θ θ θ θ θ θ11 21 1 12 22, ,..., , ,...,, ,m mn
,

порождающую для каждого набора X  нечеткое множе-
ство с функцией принадлежности µΦ X( ) . Допустимое 
множество наборов X  зададим ограничениями

x aj
j

n

=
∑ =

1
,  (3)

x j ≥ 0 , j n=1 2, ,..., .  (4)

Введем следующее определение.
Допустимый набор X( )0  будем называть опти-

мальным, если порождаемое им нечеткое множество с 
функцией принадлежности µΦ X( )  предпочтительнее 
всех других нечетких множеств, порождаемых други-
ми наборами X , удовлетворяющими (3), (4).

Это означает, что нечеткое число Φ X f xj j j
j

n
( ) ( )( ; )0 0

1
( ) =

=
∑ θ  

имеет предпочтение перед всеми другими нечеткими 
числами Φ ΘX,( ) , порожденными другими допусти-
мыми наборами X .

Поставим задачу отыскания оптимального набора 
X  среди допустимых наборов с дополнительным огра-
ничением на целочисленность переменных.

3. Основные результаты

Поставленная задача может быть решена с ис-
пользованием простого алгоритма, основой которого 
является следующая

Теорема
Пусть X xa

j
a( ) ( )= { }  - оптимальный набор перемен-

ных, удовлетворяющих

x aj
a

j

n
( )

=
∑ =

1

, x j
a( ) ≥ 0 , j n=1 2, ,..., .  (5)

Тогда компоненты оптимального набора X xb
j
b( ) ( )= { } , 

удовлетворяющие ограничениям

x b aj
b

j

n
( )

=
∑ = >

1 , 
x j

b( ) ≥ 0
, 

j n=1 2, ,...,
,   (6)

обладают следующим свойством
x xj

b
j
a( ) ( )≥ , j n=1 2, ,..., .  (7)

Доказательство. Предположим противное, то есть 
пусть в наборе X xb

j
b( ) ( )= { }  найдется компонента, на-

пример, с номером j0 , для которой вместо неравенства 
(7) выполняется противоположное неравенство

x xj
b

j
a

0 0

( ) ( )< , j n=1 2, ,..., .

Пусть
x x dj

a
j
b

0 0

( ) ( )− = .  (8)

Введем набор v j{ } ,

v x xj j
a

j
b= + −λ λ( ) ( )( )1 , j j j n= − +1 2 1 10 0, ,..., , ,..., ,  (9)

выбрав λ  так, чтобы

v x dj
j j

j
a

j j≠ ≠
∑ ∑− =

0 0

( )

.  (10)

Требуемое λ  легко определить. Используя (9) и 
(10), имеем

v x v x x x xj
j j

j
a

j j
j j

a

j j
j
a

j
b

j
a

≠ ≠ ≠
∑ ∑ ∑− = −( ) = + − −

0 0 0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )λ λ  =

= − −( ) =

≠

≠

∑

∑

j j

j
b

j
a

j j

x x d

0

0

1( ) ,( ) ( )λ

отсюда

λ = −
−( )

≠
∑

1

0

d

x xj
b

j
a

j j

( ) ( )

.  (11)

Введем, кроме того, другой набор uj{ } ,

u x xj j
a

j
b= − +( ) ( ) ( )1 λ λ , j j j n= − +1 2 1 10 0, ,..., , ,..., .  (12)

Легко видеть, что при том же выборе λ  имеем
x u dj

b

j j
j

j j

( )

≠ ≠
∑ ∑− =

0 0

.  (13)

Справедливость (13) следует из цепочки равенств

x u x u x x xj
b

j j
j

j j
j
b

j
j j

j
b

j
a

j
b( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

≠ ≠ ≠
∑ ∑ ∑− = −( ) = − − +

0 0 0

1 λ λ(( )  =

= − − −  = − −

≠

≠

∑

∑

j j

j
b

j
a

j j
j
b

jx x x x

0

0

1 1 1( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )λ λ λ (( )

( ) ( )

( ) ( ) .

a

j j

j
b

j
a

j j

j
b

j
a

j j

d

x x
x x d

( ) =

=
−( ) −( ) =

≠

≠
≠

∑

∑ ∑

0

0

0

Объединяя (8) и (10), получим

v x x xj
j j

j
a

j j
j
a

j
b

≠ ≠
∑ ∑− = −

0

0

0

0 0

( ) ( ) ( )

,

откуда

v x x x aj
j j

j
b

j
a

j j
j
a

≠ ≠
∑ ∑+ = + =

0

0 0

0

0

( ) ( ) ( )

.  (14)

Объединяя теперь (8) и (13), получим

x u x xj
b

j j
j

j j
j
a

j
b( ) ( ) ( )

≠ ≠
∑ ∑− = −

0 0

0 0

,

откуда 
u x x x bj

j j
j
a

j
b

j j
j
b

≠ ≠
∑ ∑+ = + =

0

0 0

0

0

( ) ( ) ( )

.  (15)

Из соотношений (14) и (15) следует, что набор
v v v x v vj j

b
j n1 2 1 10 0 0

, ,..., , , ,...,( )
− +{ }

является допустимым для ограничений (3), (4), 
а набор u u u x u uj j

a
j n1 2 1 10 0 0

, ,..., , , ,...,( )
− +{ }  - допустимый для 

тех же ограничений, еcли правая часть в (3) равна b . 
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Поскольку набор X xa
j
a( ) ( )= { }  оптимален для ограни-

чений (5), то нечеткое число Φ X a( )( )  имеет предпо-
чтение перед нечетким числом 

Φ Θ ΦV v v v x v vj j
b

j n, , ,..., , , ,..., ,( )( ) = ( )− +1 2 1 10 0 0
θ ,

порождаемым допустимым, как это следует из 
(14), набором v v v x v vj j

b
j n1 2 1 10 0 0

, ,..., , , ,...,( )
− +{ } .

Аналогично из оптимальности набора X xb
j
b( ) ( )= { }  

для ограничений (6) следует, что нечеткое число Φ X b( )( )
 имеет предпочтение перед нечетким числом 

Φ Θ ΦU u u u x u uj j
a

j n, , ,..., , , ,..., ,( )( ) = ( )− +1 2 1 10 0 0
θ , порождае-

мым допустимым, как это следует из (15), набором 
u u u x u uj j

a
j n1 2 1 10 0 0

, ,..., , , ,...,( )
− +{ } .

Легко показать, что если нечеткое число z1  имеет 
предпочтение перед нечетким числом w1

, а нечеткое 
число z2  имеет предпочтение перед нечетким числом 
w2 , то нечеткое число z z1 2+  имеет предпочтение перед 
нечетким число w w1 2+ . Отсюда следует 

Утверждение. Hечеткое число 

Φ ΦX Xb b( ) ( )( )+ ( )
 имеет предпочтение перед нечетким числом

Так как

Φ X f x f xa
j j

a

j j
j j

a( ) ( ) ( )( ) = ( ) + ( )
≠
∑

0

0 ,

Φ X f x f xb
j j

b

j j
j j

b( ) ( ) ( )( ) = ( ) + ( )
≠
∑

0

0 ,

Φ V f v f xj j
j j

j j
b( ) = ( ) + ( )

≠
∑

0

0

( )

,

Φ U f u f xj j
j j

j j
a( ) = ( ) + ( )

≠
∑

0

0

( ) ,

то, используя утверждение, получим, что нечеткое число

f x f xj j
a

j j
b

j j

( ) ( )( ) + ( )( )
≠
∑

0

имеет предпочтение перед нечетким числом

f v f uj j j j
j j

( ) + ( )( )
≠
∑

0

.

С другой стороны, в силу выпуклости вверх функ-
ций f xj j( ) , j n=1 2, ,..., , с учетом (9) и (12), получим, 

что нечеткое число f vj j( )  имеет предпочтение перед 
нечетким числом λ λf x xj j

a
j
b( ) ( )( )+ −( )1 , а нечеткое чис-

ло f uj j( )  имеет предпочтение перед нечетким числом 

( ) ( ) ( )1− +( )λ λf x xj j
a

j
b , j j≠ 0 .

Отсюда, вновь используя утверждение, делаем вы-
вод, что нечеткое число f v f uj j j j( ) + ( )  имеет предпочте-
ние перед нечетким числом

λ λ λ λx x x x f x f xj
a

j
b

j
a

j
b

j j
a

j j
b( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )+ − + − + = ( ) + ( )1 1 ,

откуда получим, что нечеткое число

f v f uj j j j
j j

( ) + ( )( )
≠
∑

0

имеет предпочтение перед нечетким числом

f x f xj j
a

j j
b

j j

( ) ( )( ) + ( )( )
≠
∑

0 ,
что противоречит предыдущему.

Таким образом, предположение о несправедливости 
теоремы привело к противоречию. Теорема доказана.

Из теоремы вытекает
Следствие. Если x j  - целые, j n=1 2, ,..., , и b a= +1 , то

x
x j j

x j j
j
b j

a

j
a

( )

( )

( )

, ,

, ,
=

≠

+ =







    

   

0

01   (16)
где j0  определяется номером той компоненты в наборе
 x j

a( ){ } , для которой нечеткое число

∆ Φf x x x x x xj j
a a a

j
a

j
a

j
a

0 0 0 0 01 2 1 1 11( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,..., , ,( ) = +− + + ,, ,...,

, ,..., ,...,

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x x

x x x x

j
a

n
a

a a
j
a

n
a

0

0

1

1 2

−( ) −

− (Φ )) = +( ) − ( )f x f xj j
a

j j
a

0 0 0 0
1( ) ( ) , (17)

определяющее приращение функции f xj j
a

0 0

( )( ) , имеет 
предпочтение перед всеми другими приращениями.

С использованием следствия задача отыска-
ния набора X x x xc c c

n
c( ) ( ) ( ) ( ), ,...,= { }1 2 , оптимизирую-

щего целевую функцию

Φ ΘX f xj j
j

n

, ,( ) = ( )
=
∑ θ

1

,  (18)

параметры которой заданы нечетко, и удовлетворяющего 
ограничениям

x cj
c

j

n
( ) ,

=
∑ =

1

 x j ≥ 0 , целые, j n=1 2, ,..., ,  (19)

решается путем реализации итерационной процедуры.
Р е ш е н и е  н а ч и н а е т с я  с  н у л е в о г о  н а б о р а 

X( ) , ,...,0 0 0 0= { } . На каждой итерации осуществляется 
однокомпонентное изменение вектора решения. По-
нятно, что нулевой набор X( ) , ,...,0 0 0 0= { }  - оптимален 
для ограничений

x j
j

n
( ) ,0

1

0
=
∑ =  x j ≥ 0 , целые, j n=1 2, ,..., .

Тогда на основании следствия с учетом (16)

x
j j

j jj
( ) , ,

, ,
1 0

0

0

1
=

≠
=





    

   

где j0  определяется номером той компоненты в наборе 
X( )0 , для которой приращение ∆fj0

0( )  имеет предпочте-
ние перед всеми другими приращениями. На очередной 
итерации процедура повторяется. Однокомпонентные 
изменения вектора решения продолжаются до тех пор, 
пока не будет выполнено ограничение (19).

3. Выводы

Таким образом, предложена вычислительная про-
цедура решения целочисленной задачи рационального 
распределения ограниченного ресурса в ситуации, 

Φ Φv v v x v v u u uj j
b

j n j1 2 1 1 1 2 10 0 0 0
, ,..., , , ,..., , , ,..., ,( )

− + −( )+θ xx u uj
a

j n0 0 1
( ), ,..., ,+( )θ
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когда параметры целевой функции заданы нечетко. 
Для решения задачи предложено обобщение метода 
последовательного распределения, используемого для 
решения подобной задачи в четкой постановке. Пред-
ложенная процедура является итерационной, на каж-
дом шаге которой осуществляется однокомпонентное 
улучшение вектора решения.
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Вступ

Транспортний вузол представляє собою складний 
комплекс технічно та технологічно пов’язаних між собою 
елементів. Всі ці елементи характеризуються власними 
транспортними потоками, які у сукупності представ-
ляють собою загальну роботу вузла. Окрім цього, вони 
виконують певну роботу, яка впливає на стан вузлових 
потоків. Тому дуже важливо забезпечити безперервний 

технологічний зв’язок між всіма елементами, що входять 
до складу транспортного вузла. Найбільш важливе місце 
у транспортному вузлі займає залізничний вузол.

Актуальність проблеми

Розвиток ринкових відносин та змінення принци-
пів функціонування основних галузей промисловості 
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В статті розглянуто питан-
ня використання апарату нечітких 
нейронних мереж для управління 
потоками у транспортному вузлі


