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Досліджуються погрішності компен-
саційного методу ідентифікації нелі-
нійних динамічних систем у вигляді ядер 
Вольтерра. Для підвищення обчислювальної 
стійкості методу ідентифікації застосову-
ються процедури шумозаглушення, заснова-
ні на вейвлет-перетвореннях

Ключові слова: нелінійні динамічні систе-
ми, ідентифікація, ядра Вольтерра, вейв-
лет–фільтраці

Исследуются погрешности компенсаци-
онного метода идентификации нелинейных 
динамических систем в виде ядер Вольтерра. 
Для повышения вычислительной устойчиво-
сти метода идентификации применяются 
процедуры шумоподавления, основанные на 
вейвлет–преобразованиях

Ключевые слова: нелинейные динами-
ческие системы, идентификация, ядра 
Вольтерра, вейвлет–фильтрация

They are researched inaccuracy of the com-
pensation method of identifications of the nonl-
inear dynamic system in the manner of Volterra 
kernels. For increasing of computing stability of 
the method to identifications are used procedu-
res suppression of the noise, founded on wavel-
et-transformation.
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1. Введение

Методы математического моделирования и экс-
перимент являются основными средствами исследо-
вания сложных нелинейных динамических систем 
(НДС), для описания которых в настоящее время 
широко используются интегростепенные ряды Воль-
терра (РВ) [1–3]. При этом нелинейные и динамиче-
ские свойства системы полностью характеризуются 
последовательностью многомерных весовых функций 
ядер Вольтерра (ЯВ). Задача идентификации системы 
- построения модели в виде РВ заключается в опреде-
лении многомерных ЯВ на основе экспериментальных 
данных исследования НДС “вход-выход”.

Идентификация по своей сути относится к обрат-
ным задачам, при решении которых возникают серьез-
ные трудности вычислительного плана, обусловлен-
ные некорректностью постановки задачи [4]. Решения, 
получаемые при этом, оказываются неустойчивыми к 
погрешностям исходных данных - измерений откли-
ков идентифицируемой системы.

Известные экспериментальные методы определения 
ЯВ во временной области [1, 5], основанные на приме-
нении тестовых импульсных (ступенчатых) сигналов, 
характеризуются малым временем измерения, просто-

той обработки информации и генерирования тестового 
сигнала. Однако низкая помехоустойчивость методов 
детерминированной идентификации ограничивает их 
применение в условиях реального эксперимента при 
наличии погрешностей измерений откликов.

Это обусловливает необходимость поиска новых 
эффективных способов идентификации НДС, с ис-
пользованием детерминированных пробных воз-
действий, основанных на применении алгоритмов 
регуляризации некорректных задач [4, 6] или шумопо-
давления с помощью вейвлет–преобразований [6, 7].

Целью данной работы является повышение эффек-
тивности компенсационного метода идентификации 
НДС в виде РВ с использованием тестовых нерегуляр-
ных последовательностей импульсов [7], исследова-
ние точности и помехоустойчивости вычислительных 
алгоритмов, реализующих метод идентификации.

2. Модели Вольтерра нелинейных динамических 
систем

Соотношение вход–выход для непрерывной НДС 
с одним входом и одним выходом может быть пред-
ставлено РВ
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где x t( ) и y t( ) - соответственно входной и выходной 
сигналы системы; wn nτ τ τ1 2, ,...,( )  - весовая функция 
или ядро Вольтерра n–го порядка (n=1,2,3,…), симме-
тричная относительно вещественных переменных τ1, 
τ2,…,τn функция, t — текущее время; при нулевых на-
чальных условиях w0(t)=0.

 В общем случае для НДС со многими входами и 

многими выходами модель Вольтерра имеет вид
где yj(t) - отклик НДС на j-ом выходе в текущий 

момент времени t при нулевых начальных условиях; 
x1(t),...,xν(t) - входные воздействия; wi i i

j
nn1 2 1 2... ( , ,..., )τ τ τ

- ядра Вольтерра n-го порядка по i1, i2, ..., in входам и 
j-му выходу, симметричные относительно веществен-
ных переменных τ1, τ2,…,τn функции; ν, µ - количество 
входов и выходов НДС соответственно.

На практике РВ заменяют полиномом и обычно 
ограничиваются в модели НДС несколькими первыми 
членами ряда.

3. Компенсационный метод идентификации НДС с 
помощью тестовых нерегулярных последовательностей 

импульсов

В [7] рассматривается компенсационный метод 
идентификации НДС в виде ЯВ во временной обла-
сти, основанный на испытании исследуемой системы 
нерегулярными последовательностями коротких им-
пульсов с варьируемыми параметрами: амплитудой 
(A), длительностью (∆τ) и задержками между импуль-
сами.

Модель тестового сигнала, представляющая со-
бой нерегулярную последовательность, состоящую не 
более, чем из m импульсов, действующих в моменты 
времени τi, можно записать в виде

x t S t
i i

i

m

( ) ( )= −
=
∑δ δ ττ

1

 (3)

где S=A⋅∆τ - площадь импульсов; δ τ( )t i− - дель-
та–функция Дирака; δτi

- параметр, определяющий 
количество импульсов и их задержки относительно 
друг друга в тестовой импульсной последовательности 
- если δτi

= 1 , то в последовательности в момент време-
ни τi импульс есть; при δτi

= 0  - отсутствует.
С помощью введенного в [7] формализма получены 

соотношения, которые задают вычислительный алго-
ритм экспериментального определения диагонального 
и поддиагональных сечений ЯВ n-го порядка.

Для НДС с одним входом и одним выходом
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где w t tn n
 ( ,..., )− −τ τ1  - оценка сечения ЯВ n–го 

порядка; y t
n

( , ,..., )δ δτ τ1
 - реакция НДС, измеренная в 

момент времени t, при действии на входе модулирован-
ных дельта–импульсов с площадью S соответственно в 
моменты времени τ1,.., τn.
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где w t ti i

j

nn


1 1,..., ( ,..., )− −τ τ  - оценка сечения ЯВ 
n–го порядка, характеризующего нелинейные 
и динамические свойства НДС, полученная в 
результате обработки данных эксперимента; 

y tj
i i

n

n( , ,..., )δ δτ τ1

1 - реакция объекта, измеренная на j-ом 
выходе в момент времени t, при действии на входах 
i1,...,in модулированных дельта–импульсов с площа-
дью S соответственно в моменты времени τ1,.., τn; 
если δτ

i = 1 , то импульс действует на i-ом входе НДС в 
момент времени τ, при δτ

i = 0  импульс на этом входе в 
момент времени τ отсутствует.

Например, для определения ЯВ второго порядка 
НДС сначала испытывают одиночными импульсами, 
действующими в моменты времени τ1 и τ2, и осущест-
вляют запись реакций. Затем, подают на вход объекта 
два импульса

x t S t S t( ) ( ) ( )= − + −δ τ δ τ1 2
, (6)

Из полученной при этом реакции вычитаются за-
писи реакций объекта на одиночные импульсы

y t y t y t S w t t( , , ) ( , , ) ( , , ) ! ( , )1 1 1 0 0 1 2 2
2 1 2− − = − − τ τ , (7)

При фиксированных значениях τ1 и τ2,w t t

2 1 2( , )− −τ τ  
представляет собой функцию от переменной t - сече-
ние поверхности w t t

2 1 2( , ) плоскостью, проходящей 
под углом в 450 к осям t1 и t2 и сдвинутой по оси t1 
на величину τ τ τ0 2 1= − . Изменяя величину τ0, будем 
получать различные сечения w t t

2 1 2( , ) , по которым 
можно восстановить всю поверхность w t t

2 1 2( , ) .
Структурные схемы процедуры идентификации 

ЯВ второго порядка для НДС с одним входом и одним 
выходом и для НДС с двумя входами и одним выходом 
представлены соответственно на рис. 1 и 2.

Рис. 1. Структурная схема процедуры идентификации ЯВ 
второго порядка
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Рис. 2. Структурная схема процедуры идентификации ЯВ 
второго порядка по разным входам

Для определения сечения ЯВ третьего по-
рядка для НДС с двумя входами и одним выходом 
w t t t

112 1 2( , , )− −τ τ , систему (рис. 3) сначала испытыва-
ют по первому входу одиночными импульсами, дей-
ствующими в моменты времени 0 и τ1, по второму 
входу импульсом, действующим в момент времени τ2. 
Осуществляются записи соответствующих откликов 
y(t,11,0,0), y(t,0,11,0) и y(t,0,0,12). Затем НДС испыты-
вают двумя импульсами: по первому входу в моменты 
времени 0 и τ1; по первому и второму входам соответ-
ственно в моменты времени 0 и τ2, и в моменты времени 
τ1 и τ2. Сохраняются в памяти ЭВМ соответствующие 
отклики y(t,11,11,0), y(t,11,0,12) и y(t,0,11,12). Далее из 
отклика НДС на три импульса, два из которых дей-
ствуют на первом входе в моменты времени 0 и τ1 и 
один импульс, действующий на втором входе в момент 
времени τ2, вычитается сумма откликов НДС на оди-
ночные тестовые импульсы. Полученный результат 
суммируется с откликами НДС на тестовые воздей-
ствия, состоящие из двух импульсов. В результате 
таких операций, имеем
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Изменяя τ1 и τ2, находим различные сечения 
w t t t

3 1 2 3( , , ) , по которым можно восстановить функ-
цию трех переменных ЯВ третьего порядка.

Рис. 3. Структурная схема процедуры идентификации
ЯВ третьего порядка по разным входам
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4. Погрешности компенсационного метода 
идентификации НДС

Выражения (3) и (4) получены при условии, что 
длительности и амплитуды тестовых импульсов до-
статочно малы. В результате обработки откликов НДС 
y t

n
( , ,..., )δ δτ τ1

 (3) и y tj
i i

n

n( , ,..., )δ δτ τ1

1  (4) находятся прибли-
женные значения сечений ЯВ, точность определения 
которых зависит от выбора площади тестовых импуль-
сов, т.е. их длительности и амплитуды. Необходимым 
условием применения метода идентификации с ис-
пользованием тестовых последовательностей импуль-
сов является достаточно малая величина длитель-
ности импульсов, которая на практике выбирается из 
условия [2]

∆τ
τ

≤
0 05. min

n
, (9)

где τmin - минимальная постоянная времени ли-
нейной части НДС в модели Вольтерра; n – порядок 
определяемого ЯВ.

Анализ погрешностей метода идентификации 
- методической, обусловленной нескомпенсирован-
ным обработкой вкладом в отклике НДС членов 
ряда Вольтерра, порядок которых выше порядка 
оцениваемого ЯВ, и случайной погрешности, ре-
ально существующей при обработке зашумлен-
ных данных измерений откликов, показал, что при 
уменьшении амплитуды пробных импульсов умень-
шается методическая погрешность, но при этом 
возрастает относительная погрешность измерений 
[7]. Уменьшая амплитуду импульсов тестовой по-
следовательности, находится ее оптимальное зна-
чение, соответствующее минимальной погрешности 
экспериментального определения ЯВ на основе ком-
пенсационного метода идентификации.

Неустойчивость вычислительных алгоритмов 
детерминированной идентификации (4) и (5) к по-
грешностям исходных данных - измерений импульс-
ных откликов, особенно сильно сказывается при 
определении ЯВ высоких порядков. Практическая 
реализация алгоритмов возможна лишь в условиях 
относительно малых уровней помех при измерениях 
откликов НДС. Для повышения точности метода 
идентификации можно также использовать проце-
дуры для подавления составляющих отклика всех 
четных и всех нечетных порядков [1].

Если известно, что НДС описывется функцио-
нальным полиномом степени N, то при определении 
ЯВ N–го порядка компенсационным методом методи-
ческая ошибка равна нулю. Нахождение ЯВ порядков 
ниже N–го производится с помощью последователь-
ного понижения порядка модели идентифицируемой 
НДС. При этом из выходного сигнала НДС вычитает-
ся отклик модели, составленной из полученных ЯВ 
старших порядков.

Исследование зависимости погрешности метода 
идентификации от амплитуды тестовых импульсов 
осуществлялось с помощью компьютерного модели-
рования в среде MATLAB-SIMULINK.

Для исследования выбрана НДС, которая описы-
вается нелинейным дифференциальным уравнением 
вида:
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dy t
dt

y t y t x t
( )

( ) ( ) ( )+ + =α β 2  (10)

где α и β - постоянные коэффициенты. Имитацион-
ная модель в SIMULINK имеет вид (рис. 4).

Рис. 4. Имитационная модель идентифицируемой НДС
в SIMULINK

Модель НДС в виде трех членов РВ при нулевых 
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Диагональные сечения ЯВ получаем, полагая 
τ1=τ2=τ3=t:
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Для оценки погрешностей экспериментального 
определения сечений ЯВ используется критерий сред-
неквадратичной ошибки (СКО):

ε = −
=

∑1 2

1k
w wt t

t

k

( )  (12)

где k – количество отсчетов на интервале времени 
наблюдения, wt - эталонные значения ЯВ, wt

  – значе-
ния оценки ЯВ, полученные в результате обработки 
экспериментальных данных (откликов системы) в дис-
кретные моменты времени t.

На рис. 5 и 6 представлены графики (в логарифми-
ческом масштабе) зависимостей СКО идентификации 
(ε) от амплитуды A (площади S) импульсных воздей-
ствий при определении диагональных сечений ЯВ со-
ответственно второго и третьего порядков с помощью 
выражения (3) при различных уровнях погрешности 
измерений откликов (σ).

Рис. 5. Зависимости СКО идентификации ЯВ
2–го порядка от площади тестовых импульсов при 
погрешности измерений: 1% (1), 3% (2) и 5% (3)

Рис. 6. Зависимости СКО идентификации ЯВ
3–го порядка от площади тестовых импульсов при 
погрешности измерений: 1% (1), 3% (2) и 5% (3)

В табл. 1 приведены оптимальные значения площа-
ди (амплитуды) тестовых импульсов при определении 
ЯВ второго и третьего порядков для различных по-
грешностей измерений откликов НДС.

Для повышения помехоустойчивости компенсаци-
онного метода идентификации применяются проце-
дуры шумоподавления (сглаживания) к получаемым 
оценкам многомерных ЯВ, основанные на вейвлет–
преобразовании [8].

Шумоподавление обычно достигается удалением 
высокочастотных составляющих из спектра сигнала, 
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представляющего аддитивную смесь информацион-
ной составляющей – получаемой в результате обра-
ботки откликов сечения ЯВ и шума, обусловленного 
погрешностью измерительной аппаратуры. Примени-
тельно к вейвлетным разложениям это может быть 
реализовано непосредственно удалением детализи-
рующих коэффициентов высокочастотных уровней. 
Задавая некоторый порог для их уровня, и срезая по 
нему детализирующие коэффициенты, можно умень-
шать уровень шумов.

Таблица 1

Оптимальные значения площади тестовых импульсов

Порядок ЯВ, n
Погрешность измерений σ, %

1 3 5

2 0.41 1.2 1.4

3 1.77 1.84 1.87

5. Повышение помехоустойчивости метода 
идентификации с помощью вейвлет–фильтрации

Для сглаживания результатов идентификации 
использовалась утилита wden из пакета расшире-
ния Wavelet Toolbox системы Matlab с материнским 
вейвлетом coiflet - coif4 при следующих значени-
ях параметров: параметр установки правила вы-
числения порогового значения для ограничения 
коэффициентов разложения TPTR=’minimaxi’ (по 
минимаксной оценке); параметр установки типа 
порога очистки SORH=’s’ (гибкий); параметр, опре-
деляющий способ пересчета порога SCAL=’one’ (ис-
пользование порога, единого для всех уровней 
разложения, без перемасштабирования); глубина 
разложения данных - 3.

В исследованиях модель получаемой зашумлен-
ной оценки сечения ЯВ принимается аддитивной: 
w t,t, ,tn


( ) + ( ) ξ t с равномерным шагом по аргументу t, 
где wn(t,t,…,t) - полезная информационная составляю-
щая, ξ(t) - помеха, белый гауссов шум с дисперсией D и 
средним нулевым значением.

В среде MATLAB-SIMULINK получены СКО оцен-
ки диагональных сечений ЯВ второго и третьего по-
рядков для тестовой НДС (рис. 4) при погрешности 
измерений откликов σ=1, σ=3 и σ=5% без применения 
и с применением вейвлет–фильтрации (табл. 2).

На рис. 7 и 8 представлены зависимости СКО иден-
тификации ЯВ второго порядка от площади тестовых 
импульсов S при погрешности измерений σ=1% и при-
менении вейвлет–фильтрации к полученным оценкам 
сечений ЯВ с помощью вейвлет–преобразования на 
основе материнского вейвлета coiflet (рис. 7), и СКО 
идентификации с использованием вейвлет–фильтра-
ции при различных уровнях разложения L на основе 
вейвлета coif4 (рис. 8). Минимальная СКО идентифи-
кации достигается при использовании материнского 
вейвлета coiflet — coif4 (рис. 7) с уровнем глубины раз-
ложения L=4 (рис. 8). При этом получаются сглажен-
ные решения, а погрешность идентификации умень-
шается в 1.5–2 раза.

Таблица 2

СКО идентификации ЯВ второго и третьего порядков

Порядок 
ЯВ, n

Без применения 
вейвлет–фильтрации

С применением 
вейвлет–фильтрации

Погрешность 
измерений σ, %

Погрешность 
измерений σ, %

1 3 5 1 3 5

2 0.024 0.037 0.045 0.019 0.033 0.037

3 0.025 0.028 0.032 0.014 0.017 0.020

Рис. 7. Зависимости СКО идентификации ЯВ 2–го 
порядка от площади тестовых импульсов при погрешности 

измерений 1%: без фильтрации (1); при применении 
вейвлет–фильтрации с помощью вейвлетов: coif1 (2), coif2 

(3), coif3 (4), coif4 (5), coif5 (6)

Рис. 8. Зависимости СКО идентификации ЯВ 2–го порядка 
от площади тестовых импульсов S при погрешности 
измерений 1%: без фильтрации (1); при применении 

вейвлет–фильтрации на основе вейвлета coif4 с уровнями 
разложения L=1 (2), 2 (3), 3 (4), 4 (5), 5 (6), 6 (7)

На рис. 9 представлены результаты идентифика-
ции с помощью компенсационного метода диагональ-
ных сечений ЯВ второго и третьего порядков тестовой 
НДС при погрешности измерений откликов 1% без 
применения и с применением вейвлет–фильтрации на 
основе материнского вейвлета coif4.
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6. Выводы

Таким образом, исследуемый компенсационный 
метод идентификации нелинейных динамических си-
стем в виде ЯВ во временной области, основанный 
на испытании исследуемой НДС нерегулярными по-
следовательностями коротких импульсов с варьиру-
емыми параметрами: амплитудой, длительностью и 
задержкой между импульсами, позволяет находить 
приближенные значения диагональных и под диа-
гональных сечений ЯВ, минимальная погрешность 
определения которых обеспечивается выбором площа-
ди (оптимальной амплитуды) тестовых импульсов.

Проведен анализ погрешностей метода иденти-
фикации - методической, обусловленной не скомпен-

сированным обработкой вкладом в отклике системы 
членов РВ, порядок которых выше порядка оцени-
ваемого ЯВ, и случайной -, реально существующей 
при обработке зашумленных данных измерений от-
кликов. Показано, что при уменьшении амплитуды 
пробных импульсов уменьшается методическая по-
грешность, но при этом возрастает относительная 
погрешность измерений.

Для повышения вычислительной устойчивости 
компенсационного метода идентификации к получа-
емым оценкам многомерных ЯВ применяются про-
цедуры шумоподавления, основанные на вейвлет-
преобразовании, что позволяет получить сглаженные 
решения и уменьшить погрешность идентификации в 
1,5…2 раза.
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а)                                                                                      б)
Рис. 9. Результат идентификации диагональных сечений ЯВ 2–го (а) и 3–го (б) порядков НДС 

с помощью компенсационного метода при погрешности измерений 1%: эталонные ЯВ (1); 
идентифицированные ЯВ (2); идентифицированные ЯВ при применении вейвлет–фильтрации на 

основе вейвлета coif4 с уровнем разложения L=4 (3)


