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Проведено аналіз забруднених зон антро-
погенного походження, зокрема поверхне-
вих та підземних вод. Проаналізовано стан і 
характер процесів, що відбуваються в межах 
Домбровського кар’єру, а також інших промис-
лових зон України, що зазнають техногенних 
впливів. Запропоновано математичні моделі 
дифузійних процесів, а також різницеві схеми 
методу змінних напрямів для чисельної реаліза-
ції моделей, вказано напрями подальших дослід-
жень
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гих промышленных зон Украины, испытываю-
щие техногенные нагрузки. Предложены мате-
матические модели диффузионных процессов, а 
также разностные схемы метода переменных 
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1. Вступ

Оцінка впливу технологічних процесів в різних 
галузях промисловості залишається актуальною нау-
ково-технічною проблемою, вирішенню якої присвя-
чено багато робіт експериментального та теоретичного 
характеру. Можливості сучасних ЕОМ дозволяють ре-
алізовувати та доводити до чисельних характеристик 
моделі, що базуються на системах диференціальних 
рівнянь з частинними похідними, зокрема, параболіч-
ного типу, з урахуванням широкого класу початкових 
та граничних умов, використовуючи при цьому дані 
експериментальних досліджень характеристик ґрунт- 
ів – їх проникності, коефіцієнтів дифузії, в’язкості, гу-
стини тощо. Важливого значення набуває також вивчен-
ня залежності між характером поширення шкідливих 
речовин в середовищі та геометричною конфігурацією 
досліджуваних областей. Математичне моделювання 
дозволяє розробляти засоби опису, вивчення та кіль-
кісної характеристики процесів та явищ різної природи, 
яких об’єднує негативний вплив на довкілля.

2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми

При реалізації технологічних процесів в нафтога-
зовій та хімічній промисловості важко спрогнозувати 

їх можливі негативні наслідки для екологічної та еко-
номічної ситуації. Тому вивчення таких наслідків, їх 
кількісних характеристик є актуальною науково-тех-
нічною задачею.

З даного питання існує багато літературних дже-
рел, більшість з яких звертають основну увагу еко-
логічним аспектам проблеми – при видобутку слан-
цевого газу на газоносних площах України [1], стану 
підземних вод в районах видобутку калійних солей 
[2, 4]; стану ґрунтів на рекультивованих ділянках 
свердловин [3]. Вказана проблема є актуальною для 
багатьох регіонів України [4, 5]. Важливого значен-
ня набуває вивчення властивостей як ґрунтів – їх 
проникність, густина, в’язкість, пористість, так і від-
повідні характеристики нафтопродуктів [6]. Якісна 
оцінка впливу вторинних методів інтенсифікації ви-
добутку нафти на довкілля, і зокрема, на стан ґрунтів, 
вивчена в роботах [7, 8]. 

Реалізація підходів, пов’язаних в роботах [1–8], 
передбачає значний об’єм експериментальних дослі-
джень, результати цих методів має вагоме значення 
при математичному моделюванні вказаних процесів, 
оскільки вони дають змогу одержати інформацію 
про величини та функції, які входять у відповідні 
моделі. Математичне та фізичне моделювання ча-
сто виконується одночасно, оскільки це дозволяє 
побудувати ефективні розрахункові алгоритми з 
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використанням широкого класу експериментальних 
досліджень. Зокрема, в роботі [8] розглядається 
теорія формування капілярних явищ у глинах, суг-
линках, супісках та пісках. Встановлено, що висота 
і швидкість капілярного підняття підземних вод 
різна і зростає зі збільшенням дисперсності ґрун-
тів в зоні магістральних трубопроводів, кар’єрів, в 
яких відстоюється технологічна рідина та відходи 
хімічної промисловості, капілярні сили утримують 
рідинний ареал у ґрунтах на певній висоті від рівня 
ґрунтового потоку. 

В роботах [9–12] аналізуються експерименталь- 
но – теоретичні методи визначення коефіцієнтів дифу-
зії та інших властивостей ґрунтів. Експериментально 
на фізичній моделі одержано дані щодо висоти капі-
лярного підняття води у ґрунтах і досліджено його 
вплив на розповсюдження забруднення. Встановлено, 
що капілярні сили утримують рідинний ареал у ґрун-
тах на певній висоті від рівня ґрунтового потоку. 

З математичної точки зору реалізація моделей 
пов’язана з необхідністю урахування складних геоме-
тричних конфігурацій областей, властивостей середо-
вища поширення речовин [13–15] (наприклад, при ава-
ріях, пов’язаних з витоком продуктів з трубопроводів), 
оцінки зони поширення речовин до певних концен-
трацій (реалізація технологій видобутку сланцевого 
газу) та інших факторів. Оптимізму, при реалізації 
таких моделей додає той факт, що сучасні засоби ЕОМ 
дозволяють реалізовувати двовимірні та тривимірні 
моделі, що дозволяє суттєво підвищити точність мо-
делювання.

3. Ціль і задачі дослідження

Метою роботи є моделювання процесу фільтрації 
шкідливих речовин в ґрунтах з використанням дво-
вимірних та тривимірних параболічних рівнянь, що 
дозволяє оцінювати зміну концентрації цих речовин та 
прогнозувати процес їх поширення.

Дослідження будуть проводитись із застосуван-
ням методів математичної фізики, чисельних методів, 
методів інтерполяції та апроксимації даних, методів 
розробки та реалізації апаратного забезпечення для 
контролю параметрів ґрунтів та концентрації речо-
вин, методів створення програмних комплексів для 
ЕОМ.

В пропонованій роботі здійснюється побудова ма-
тематичної моделі, яка дозволяє оцінити концентрації 
речовин у певній області за відомим математичним 
апаратом з широким класом граничних та початкових 
умов, зокрема таких, що задаються як неперервними, 
так і розривними функціями.

З цією метою ставляться наступні задачі: 
– побудова математичної моделі процесу поширен-

ня шкідливих речовин в ґрунтах;
– встановити відповідні граничні та початкові умо-

ви на основі даних про забруднення ґрунтів на реаль-
них об’єктах;

– розроблення та дослідження на стійкість різни-
цевих схем для рівняння дифузії;

– створення програмного комплексу реалізації мо-
делей, його відлагодження, аналіз розрахунків.

4. Математичне моделювання процесу фільтрації з 
використанням двовимірних та тривимірних рівнянь 

параболічного типу

Розглядається модельна задача дифузії речовин в 
тривимірній області G , яка моделює конфігурацію 
досліджуваного об’єкта. Основним рівнянням моделі 
є рівняння дифузії в області , яке є тривимірним 
параболічним рівнянням, що описує нестаціонарний 
процес:

 

c c
(a(x,y,z,t) )

t x x
c c

(a(x,y,z,t) ) (a(x,y,z,t) )
y y z z)

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂ ∂

, 	 (1) 

де c  – концентрація речовин, a(x, y, z, t)– коефіцієнт 
дифузії, який залежить від часу t  та просторових 
координат x, y, z, t. Для рівняння (1) необхідно встано- 
вити граничні :

GC C(t)∂ = 	 (2)

та початкові умови:

t 0C C(x,y,z)= = . 	 (3)

При моделюванні об’єктів необхідно враховувати, 
що найбільш загальна постановка (1)–(3) дає можли-
вість одержати адекватний реальній фізичній картині 
розв’язок в окремих випадках: для відносно простих 
конфігурацій області G та найпростіших типів гра-
ничних та початкових умов. 

Система (1)–(3) дозволяє моделювати процеси в 
областях типу кубу:

x y z0 x L ;0 y L ;0 z L≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 	 (4)

де x y zL ,L ,L – характерні розміри області.
Така модель використовується, наприклад, в за-

дачах оцінки зони впливу технологічних рідин при 
видобуванні сланцевого газу. В тому випадку, коли 
моделюється аварійна ситуація на трубопроводі (про-
рив, малі витоки тощо) рівняння (1) записується в 
циліндричній системі координат:

2 2 2
2

2 2 2 2

c c 1 c 1 c c
a Q(r, ,z,t)

t r r r r z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + φ ∂ ∂ ∂ ∂θ ∂ 

,	  (5)

де r, ϕ, z – циліндричні координати, t  – час, 2a – коефі-
цієнт дифузії 2(a const);Q(r, ,z,t)= φ – питома інтенсив-
ність надходження в досліджувану область речовини, 
що характеризується концентрацією C(r, ϕ, z, t). В 
такому випадку граничні умови задаються у вигляді:

Tr R 1C f ( ,z,t)= = φ , 	 (6)

1z z 2C Cf (r, )= = φ ,	  (7)

2z z 3C Cf (r, ,t)= = φ , 	 (8)
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0 2C Cφ= φ= π= , 	 (9)

0 2C Cφ= φ= π∇ = ∇ , 	 (10)

де TR  – радіус трубопроводу. Умови (9) та (10) опи- 
сують властивість замкнутих перерізів. В системі  
(6)–(10) відсутні умови на нескінченості або на певній 
відстані kpR R=  від трубопроводу виду:

kpR R 0C C= = , 	 (11)

де kpR  та 0C – це параметри області, при яких вплив 
витоку Q(x, y, z, t) є несуттєвим.

Значення kpR  вибирається з точки зору реальної 
фізичної картини процесу і може бути з корегованим в 
процесі розв’язку.

Рівняння (1) допускає частковий розвиток виду 
(при умові):

2 2 2

2

x y z

4a t
3

1
C(x,y,z,t) e

t

+ +
−

= , 	 (12)

який, як правило, не враховує умови (2) та (3). При 
побудові чисельного методу для вказаного рівнян-
ня методом скінчених різниць використовуються 
неявні методи змінних напрямків. При найбільш 
очевидному узагальненні на тривимірний випадок 
різницева схема виявляється лиш умовно стійкою 
і має похибку апроксимації 2 2 2O( t, x , y , z )∆ ∆ ∆ ∆ . Для 
того, щоб обійти цю проблему, запропоновано [16] 
загальний метод побудови неявних схем змінних 
напрямків, які мають другий порядок точності і є 
безумовно стійкими.

Застосовуючи цей метод, можливе узагальнення 
схеми Кранкла – Ніколсона на випадок тривимірного 
рівняння дифузії. Якщо ввести позначення:

n
i j k n i,j,kC(x ,y ,z ,t ) U= ,

n n n
i 1,j,k i,j,k i 1,j,k2 n

x i,j,k 2
x

U 2U U
U

h
+ −− +

δ = , 	 (13)

n n n
i,j 1,k i,j,k i,j 1,k2 n

y i,j,k 2
y

U 2U U
U

h
+ −− +

δ = , 	 (14)

n n n
i,j,k 1 i,j,k i,j,k 12 n

z i,j,k 2
z

U 2U U
U

h
+ −− +

δ = , 	 (15)

де x y zh ,h ,h – кроки по відповідних координатах, то за 
умови, що t∆ = τ – крок по часу, і , виникає наступна 
три крокова схема:

Крок 1 :
2 2 2

* n 2 * n 2 n 2 n
x y z

a a a
U U (U U ) U U

2 2 2
τ τ τ

− = δ + + δ + δ . 	 (16)

Крок 2 :

2
** n 2 * n

x

2 2
2 ** n 2 n
y z

a
U U (U U )

2
a a

(U U ) U
2 2

τ
− = δ + +

τ τ
+ δ + + δ . 	 (17)

Крок 3 :

2
n 1 n 2 * n

x

2 2
2 ** n 2 n 1 n
y z

a
U U (U U )

2
a a

(U U ) (U U )
2 2

+

+

τ
− = δ + +

τ τ
+ δ + + δ + . 	 (18)

Тут верхні індекси *  та **  позначають проміжні 
значення, n  та n 1+ –  кроки по часу, індекси i, k, j опу- 
щені в усіх членах рівнянь. 

В системі (16) задача зводиться до лінійної системи 
з три діагональною матрицею за методом прогонки [16] 
відносно *U , на другому кроці система розв’язується 
відносно **U , а на третьому – відносно n 1U + . При цьому 
в схемі використовуються умови (2) та (3). 

При реалізації схеми (16)–(18) виникає проблема 
опису масиву n

i,j,kU  – в загальному випадку чотириви-
мірного. При фіксованому номері кроку по часу «n» цей 
масив є тривимірним, що також суттєво ускладнює об-
числювальну схему. В процесі розрахунків використо-
вується 12 одновимірних масивів, значення елементів 
яких переприсвоюється для кожного нового кроку по 
координаті t. Аналогічний підхід зберігається також 
при розв’язанні задачі (5) з умовами (6)–(11). Схема 
(16)–(18) з умовами (2), (3) вимагає значних обчислю-
вальних ресурсів, тому ефективним методом зменшен-
ня об’єму обчислень є пониження розмірності задачі. 
Крім того, такий перехід є достатньо обґрунтованим, 
якщо розглядається відносно проста конфігурація 
області. 

Тому область G  розглядається як двовимірна пря-
мокутна область, що є допустимим припущенням за 
умови, що процеси в досліджуваній області мало змі-
нюються по одній з координат. В такому випадку об-
ласть  замінюється на:

{ }1 2V (x,y);0 x L ;0 y L= ≤ ≤ ≤ ≤ .	  (19)

За умов, що в рівнянні (1) при цьому зникають по-
хідні по z, одержуються:

c c c
(a(x,y,t) ) (a(x,y,t) )

t x x y y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 	 (20)

Коефіцієнт залежить від просторових координат 
по часу, що дозволяє моделювати змінні властивості 
ґрунтів щодо дифузії, проникності шкідливих речовин 
в середовище. У випадку області (19) необхідно задати 
концентрацію речовини на кожній з чотирьох границь

1

2

x 0 1

x L 2

y 0 3

y L 4

C C (y,t);

C C (y,t);

C C (x,t);

C C (x,t),

=

=

=

=

 =

 =


=


=

 	

(21)
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що дозволяє врахувати особливості концентрацій речо- 
вини на границях області. Конкретний вигляд функцій 

ic (x,y,t)  встановлюється з урахуванням особливостей 
задачі, що досліджується. Зокрема, для моделювання 
підняття рівня забруднення вод можлива наступна роз-
рахункова схема: для граничних умов в області V  (рис. 1) 

2

1

y 0 1

0 3 2
x 0

1 3

y L 0

0 3 2
x L

1 3

C C ;

C 0,L y L ,
C

C 0,0 y L ;

C C ;

C 0,L y L ,
C

C 0,0 y L ,

=

=

=

=

 =

 = =  ≠ ≤ 


=

 =

=  ≠ ≤

 



 



 	

(22)

з поширенням вказаних умов на всі внутрішні точки.
Вказані початкові умови є модельними, зокрема 1C ,  

може бути функцією x  та y . Для моделювання випад-
ків задаються граничні умови у вигляді: 
в умовах (22) змінюється умова при y 0= :

1
y 0 2

C
C

Kt 1= =
+

, 	 (23)

де 1C  – початкова концентрація, K  – коефі-
цієнт який моделює інтенсивність хімічних 
реакцій, пов’язаних зі збільшенням концен-
трації контрольованої величини. Функція 
в (23) є модельною, яка дозволяє вивчати 
викиди зі спадною в часі інтенсивністю. В 
найзагальнішому випадку :

y 0C f(x,t)= = , 	 (24)

де f(x, t)– модельна функція для граничних умов. Умови 
(24) можуть бути залишені і для інших ділянок границі 
області , в яких є втік або витік шкідливих речовин.

Рис. 1. Початкові умови задачі

Позитивним моментом при переході до області 
меншої розмірності є те, що за основу може бути взя-
тий розрахунковий алгоритм (16)–(18), який в даному 
випадку є двокроковим:

Крок 1:

1n n2 1ni,j i,j 2 2 2 2 n2
x i,j y i,j

U U
a U a U

2

+
+−

= δ + δτ . 	 (25)

Крок 2:

1nn 1 2 1ni,j i,j 2 2 2 2 n 12
x i,j y i,j

U U
a U a U

2

++
+ +−

= δ + δτ . 	 (26)

Застосування (25)–(26) та (27)–(28) дозволяє 
зменшити об’єм обчислень без суттєвої втрати точ-
ності.

5. Аналіз результатів розрахунків за моделлю процесу 
поширення шкідливих речовин в області з різними 

властивостями ґрунтів.

Для різницевої схеми (25)–(26) з граничними та 
початковими умовами (21)–(24) та (3) створено про-
грамний комплекс реалізації моделі та проведено те-
стові розрахунки, результати яких наведено на рис. 2.

Розроблена обчислювальна схема дозволяє врахо-
вувати змінні характеристики ґрунтів, інтенсивності 
викидів шкідливих речовин. Розроблена модель до-
зволяє оцінювати поведінку концентрації шкідливої 
речовини в залежності від часу, результати модельних 
розрахунків наведено на рис 3.

Рис. 3. Зміна концентрації шкідливої речовини в часі

В циліндричній системі координат схема (25)–(26) 
набуває вигляду:

 

 

Рис. 2. Розподіл концентрації шкідливої речовини в модельній області 
за наявності витоків різної інтенсивності
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1n n2 1ni,j i,j 2 2 2
r i,j

1 1n n 22 2
i 1,j i,j n n

i,j2
T r r T r

U U
a U

2

U U1 a
U

R ih h (R ih )

+
+

+ +
+

φ

−
= δ +τ

−
+ + δ

+ +
, 	 (27)

 

1nn 1 2 1ni,j i,j 2 2 2
r i,j

1 1n n 22 2
i 1,j i,j n 1 n 1

i,j2
T r r T r

U U
a U

2

U U1 a
U

R ih h (R ih )

++
+

+ +
+ + +

φ

−
= δ +τ

−
+ + δ

+ +
, 	 (28)

з граничними умовами (6) – (11). Допущення  суттєво 
обмежує можливість моделі – в загальному випадку

2 2
1 na a (x,y,z,c, ,..., , t)= µ µ , 	 (29)

або

2 2
1 na a (r, ,z,c, ,..., , t)= φ µ µ . 	 (30)

Параметри 1,i 1,...,nµ =  та їх кількість – число n  
визначають фактори, що впливають на узагальнений 
коефіцієнт дифузії. До таких факторів можуть нале-
жати параметри, дослідженні в [7, 8] та інші парамет- 
ри – проникність середовища, пористість, в’язкість 
рідин та інші. Очевидно, число «n» не може бути вели- 
ким – попередніми дослідженнями з використанням 
методів оптимізації експериментальних досліджень 
необхідно відібрати ті параметри iµ , які суттєво впли-
вають на величину C(x, y, z, t) [17].

Замість коефіцієнта a (x, y, t) можна підрахувати 
ефективний коефіцієнт дифузії, який визначається 
для суміші речовин, яка складається з N  компонент:

a
a N

j

j 1 aj

(1 x )
D

x

D=

−
=

∑
, 	  (31)

де xa; xj – молярні долі речовини, що проникає в сере-
довище та j – ої компоненти комбінованого середови-
ща; ajD  – коефіцієнт бінарної дифузії компонента a  в 
середовищі j .

6. Обговорення результатів моделювання процесу 
поширення шкідливих речовин в області з різними 

властивостями ґрунтів

Проведено аналіз забруднених зон антропоген- 
ного походження, зокрема поверхневих та підзем-
них вод. Проаналізовано стан і характер процесів, 
що відбуваються в межах Домбровського кар’єру, а 
також інших промислових зон України, що зазнають 
техногенних впливів. Запропоновано математичні 
моделі дифузійних процесів, що базується на рівнян-

ні дифузії для двовимірних та тривимірних областей 
з широким класом початкових та граничних умов, а 
також різницеві схеми методу змінних напрямів для 
чисельної реалізації моделей, вказано напрями по-
дальших досліджень. 

Наукова новизна проведених досліджень полягає 
в розробці нового підходу до моделювання процесів, 
що відбуваються в ґрунтах забруднених зон внаслідок 
антропогенної діяльності на основі двохвимірного та 
тривимірного рівняння дифузії з розривними почат-
ковими умовами та засобів чисельної реалізації моделі 
методом змінних напрямків.

Теоретичне значення полягає в адаптації відомих 
моделей та чисельних алгоритмів до вирішення задачі 
опису дифузійних процесів з урахуванням розривних 
початкових умов та джерел забруднення.

Практичне значення визначається можливістю ви-
вчення та прогнозування поведінки поверхневих та 
підземних вод внаслідок забруднення через антропо-
генну діяльність людини з урахуванням широкого 
класу факторів, що впливають на них.

7. Висновки

Таким чином, основними результатами роботи є: 
– побудовано математичну модель процесу поши-

рення шкідливих речовин в ґрунтах з використанням 
дво- та тривимірного рівняння дифузії в декартовій та 
циліндричній системах координат; 

– встановлено відповідні граничні та початкові 
умови на основі даних про забруднення ґрунтів на ре-
альних об’єктах шляхом моделювання граничних умов 
спеціально введеними функціями;

– розроблено та досліджено на стійкість різнице-
вих схем для дво- та тривимірного рівняння фільтрації 
та встановлено порядок точності по кожніз координат;

– створено програмний комплекс для реалізації 
моделей, проведено його відлагодження, здійснено ро-
зрахунки та проведено їх аналіз, який засвідчив добре 
узгодження результатів чисельного моделюванням з 
реальною фізичною картиною процеса дифузії шкід-
ливих речовин в середовищі

Предметом подальших досліджень будуть наступні 
питання:

– дослідження його стійкості розрахункових алго-
ритмів;

– проведення тестових розрахунків для модельних 
областей;

– збір та узагальнення інформації про всі числові 
характеристики та вигляд функцій, що входять в від-
повідні моделі;

– визначення коефіцієнта дифузії як функції про-
сторових координат з урахуванням складу середо-
вища як суміші речовин, що дозволяє враховувати 
найскладніший з точки зору математичного опису 
характер процесу;

– дослідження реальних систем, що впливають на 
довкілля, формулювання рекомендацій. 
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