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Введение

Практика создания систем автоматизированного 
проектирования и автоматизированных систем науч-
ных исследований, связанных с численным анализом 
в рамках МКЭ напряженно-деформированного состо-
яния пространственных многослойных конструкций 
из композитов, показала целесообразность разработки 
для решения сложных физически и геометрически 
нелинейных задач специальных КЭ, позволяющих эф-
фективно производить анализ прочностных свойств 
толстых, средней толщины и тонких слоев пакета.

В связи с этим, современные системы математиче-
ского обеспечения прочностных расчетов МКЭ, как 
правило, комплектуются обширными библиотеками 
конечных элементов. Отличие этих элементов состо-
ит не только в особенностях выбора математических 
моделей деформирования (гипотеза прямой нормали, 
прямой линии, уточненные модели и т.п.), но также в 
специфике конечно-элементной дискретизации (тре-
угольные, четырехугольные и т.д.) и в различных по-
линомиальных законах восполнения функций форм 
(линейные, квадратичные, кубические и т.п.). Поэтому 
для решения конкретных прикладных задач исполь-
зуются КЭ различных форм и порядков аппроксими-
рующих функций, причем, в связи с основными поло-
жениями МКЭ, порядок аппроксимации выбирается 
в соответствии с порядком неизвестных в выражении 
для функционала полной энергии системы.

Известно, что применение КЭ с высоким порядком 
аппроксимации позволяет достигать требуемой точ-
ности решения задачи при сравнительно редкой рас-
четной сетке КЭ и в случае линейного расчета напря-

женно-деформированного состояния многослойных 
композитных конструкций такой подход оказывается 
наиболее предпочтительным.

Однако, как показывает практика, применение КЭ 
с высоким порядком аппроксимирующих функций в 
случае исследования процессов трещинообразования 
является малоэффективным. Объясняется это тем, 
что первоначально гладкие функции перемещений и 
напряжений в процессе образования зон разрушения 
и расслоения, как правило, становятся кусочно-непре-
рывными. В связи с этим, для численного моделиро-
вания процессов трещинообразования многие авторы 
рекомендуют использовать КЭ с линейными функци-
ями аппроксимации компонент вектора перемещений.

В настоящей работе на основе соотношений итера-
ционно-аналитической теории [1] разработан уточнен-
ный восьмиузловой многослойный конечный элемент 
с уточненным законом восполнения функций переме-
щений, ориентированный на решения задач прочности 
пространственных композитных систем.

1. Уточненный восьмиузловой многослойный КЭ

Отобразим восьмиузловой конечный элемент на 
куб, длины сторон которого равны 2, а метрика зада-
на в местной системе координат xi . Начало местной 
системы координат совместим с центром тяжести КЭ. 
При этом оси x1  и x2  направим вдоль сторон КЭ, а 
ось x3  по нормали к его поверхности. В качестве гло-
бальной выберем декартовую систему координат xi ′ , в 
метрике которой формируются параметры нагрузки и 
определяется вектор узловых перемещений.
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Функцию восполнения координат в пределах КЭ 
представим в стандартной для восьмиузлового КЄ 
виде:
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Рис. 1. Местная система координат восьмиузлового 
многослойного КЭ
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Составим суммарную функцию распределения 
компонент вектора перемещений по координате x3  в 
соответствии с выражением (3) вдоль грани αβ  мест-
ной системы нумерации узлов КЭ. Путем элементар-
ных преобразований получим:
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где: α β α= ÷ = +1 4 4; .

С учетом (2), легко видеть, что коэффициенты при 
функциональных сопровождениях, содержащих x3 , 
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В выражении (5)
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Обобщенное среднее смещение между узлами α  и β :
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Обобщенный средний сдвиг ′ =( )i 1 2,  или обжатие 
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Выражение (5) соответствует приведению трех-
мерных уравнений механики деформированного 
твердого тела к двумерным соотношениям теории 
оболочек в рамках теории прямой линии с учетом 
фактора линейного обжатия по толщине пакета сло-
ев. Однако, использование (5) не позволяет анализи-
ровать неоднородный сдвиг, возникающий в процес-
се расслоения слоев пакета. Поэтому в работах [1-3] 
для исследования процессов расслоения многослой-
ных оболочек в рамках итерационно-аналитической 
теории вводятся дополнительные обобщенные неиз-
вестные f xi ′ ( )3  и θ ′i

t( ) , характеризующие неоднород-
ность распределения деформаций поперечного сдви-
га и обжатия по толщине пакета слоев, а именно:
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Как показали многочисленные исследования [3], 
аппроксимация подобного вида обеспечивает доста-
точную точность расчетов при исследовании напря-
женно-деформированного состояния многослойных 
систем и в то же время является более эффективной 
в отношении затрат времени ЭВМ по сравнению с ис-
пользованием КЭ с аппроксимирующими функциями 
более высокого порядка. Практика исследования на-
пряженного состояния многослойных пространствен-
ных оболочечных конструкций показала целесообраз-
ность использования гипотезы приведения (9) для 
детального описания возникновения и распростране-
ния зон расслоения в многослойных оболочках.

Пусть компоненты вектора узловых перемещений 
ui

t
′

( )  соответствуют действительным перемещениям 
решения трехмерной задачи теории упругости. В этом 
случае, полилинейный закон аппроксимации обоб-
щенных неизвестных должен быть пополнен соот-
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ветствующими компонентами, учитывающими неод-
нородность распределения деформаций поперечного 
сдвига и обжатия.

Формально представим компоненты ui  вектора 
перемещений в виде:

u F x t v x x ti s
i

i
s

s

S

=
=

∑ ( , ) ( , , ) ,3 1 2

1

 (10)

где vi
s  - компоненты обобщенного вектора переме-

щений поверхности приведения x x1 2,  КЭ, определен-
ные из решения краевой задачи в рамках трехмерного 
оператора теории упругости;

Fs
i  - функции приведения;

t  – время.
Для того, чтобы вектор 



u описывал действительное 
деформированное состояние оболочки необходимо 
выполнение условия стационарности полной энергии 
системы.

Сформулируем следующую вариационную задачу: 
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выполнение вариационного принципа Гамильтона-
Остроградского, а именно:
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Здесь обозначение типа δ
i

s

v
 и δ

s
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F
 означает, что ва-

рьирование функционала производится по vi
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i , 
соответственно.

Учитывая (10) и независимость вариаций δv j
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с соответствующими интегралами для получения 
уравнений, описывающих граничные условия
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Отличительная особенность выражения (11) от 
известных из литературных источников выражений 
функционалов, используемых для построения мате-
матических моделей деформирования пространствен-
ных конструкций, заключается в том, что решение раз-
решающей системы уравнений, полученных на основе 
(12), обеспечивает определение не только вектора 
обобщенных неизвестных vi

s , но также и определение 
физически обоснованных функций приведения Fs

i , 

независимо от физических процессов, протекающих 
в материале конструкции в любой момент времени, 
таких как пластическое деформирование, либо раз-
рушение слоев.

Решение системы уравнений (12) прямыми метода-
ми может оказаться затруднительным. В то же время, 
использование итерационных методов, заключающих-
ся в последовательном уточнении компонент vi

s , либо 
функций Fs

i , исходя из условия минимизации вектора 
невязки трехмерного оператора теории упругости (11), 
позволяет существенным образом упростить получе-
ние искомого решения [3].

По аналогии с (9), введем дополнительную ап-
проксимацию компонент вектора перемещений вдоль 
координаты x3  как для однородного, так и для много-
слойного восьмиузлового КЭ.

В с ледс т вие э лемен т арн ы х п р е о бр а з ов а н и й 
легко видеть, что эти дополнительные функции 
дол ж н ы бы т ь п ропорц иона л ьн ы обобщен ном у 
среднему сдвигу γ βα β α

′ ′ ′= ( ) =i i iu u i( ) ( ) '; ( , ) 1 2  или об-
жатию γ βα β α

′ ′ ′= ( )3 3 3u u( ) ( )  между узлами α и β КЭ. Ге-
ометрическая интерпретация аппроксимирующих 
функций между узлами 4 и 8 уточненного восьми-
узлового однородного и многослойного конечного 
элемента в случае сплошного контакта между сло-
ями приведена на рис. 2,3.

Рис. 2. Аппроксимация компонент вектора перемещений 
однородного по толщине уточненного восьмиузлового КЭ

Рис. 3. Аппроксимация компонент вектора перемещений 
многослойного уточненного восьмиузлового КЭ

(hm –толщина m-го слоя; Н – общая толщина пакета 
слоев)

При нарушении условий сплошного контакта меж-
ду слоями в случае расслоения с учетом трения или 
отрыва вид аппроксимирующих функций приведен 
на рис. 4.

Таким образом, аппроксимацию компонент век-
тора перемещений в пределах уточненного конечного 
элемента запишем в виде:
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При определении напряженно-деформированного 
состояния пространственных систем в рамках итера-
ционно-аналитической теории на итерации n, выраже-
ние (20) преобразуется к виду:
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При определении напряженно-деформированного 
состояния многослойных пространственных систем в 
рамках итерационно-аналитической теории на итера-
ции n, выражение (21) преобразуем к виду:

где:

ui
t n
′

( )( ) - компоненты вектора перемещений узла t в 
направлении ′i  на итерации n;

ui
s n m
′

( ) ±( )( )1 - компоненты вектора перемещений в на-
правлении ′i , определенные на верхней (+) и нижней 
(-) поверхностях слоя m, грани s на итерации (n-1);

fi
s n

′
( )( )1 - функции приведения, характеризующие 

степень неоднородность распределения деформаций 
поперечного сдвига по толщине пакета слоев грани s 
КЭ в направлении ′i  на итерации (n-1);

ai
s
′

( ) - коэффициенты штрафа, равные 0 для тех гра-
ней, которые являются общими с гранями соседних 
стандартных восьмиузловых КЭ (для обеспечения 
условий совместности по перемещениям) и равные 1 во 
всех других случаях;

Prt , S sα - определяются на основании (2) и (6), соот-
ветственно.

Следует отметить, что для улучшения условия 
линейной независимости функций разложения, по-
сле получения функций fi

s n
′
( )( )1  на основании ре-

шения уравнений (17), из них следует вычесть по-
стоянную и линейную составляющие так, как эти 
компоненты функции входят в первое слагаемое 

уравнений (20-22). При этом значения функций 
f x u ui

s n
i
s n

i
s n m

′ ′
( )

′
( ) ±( )( )( ) ( ) ( )( ), ,  1 3 1 1  на лицевых поверхностях 

по оси x3  КЭ будут, соответствующим образом, рав-
ны нулю, что соответствует виду аппроксимации, 
приведенной на рис. 2 – рис. 4.

Легко видеть все преимущества представления 
компонент вектора перемещений в форме (20-22).

Во-первых, при условии, что fi
s n

′ =( )( )1 0 , приходим к 
стандартному восьмиузловому КЭ.

Во-вторых, благодаря введению дополнительных 
функций f x u ui

s n
i
s n

i
s n m

′ ′
( )

′
( ) ±( )( )( ) ( ) ( )( ), ,  1 3 1 1 , появляется воз-

можность исследования факторов неоднородности де-
формаций поперечного сдвига, зависящих 
не только от соотношений жесткостных 
характеристик, но также и от компонент 
напряженно-деформированного состояния 
пакета слоев;

В-третьих, зависимость вида функций 
f x u ui

s n
i
s n

i
s n m

′ ′
( )

′
( ) ±( )( )( ) ( ) ( )( ), ,  1 3 1 1  от компонент на-

пряженно-деформированного состояния 
КЭ позволяет естественным образом фи-
зически обосновано изменять кинематиче-
ские и статические условия контакта между 
слоями в процессе пошагового нагружения 
конструкции, что приводит к возможно-
сти естественного моделирования процес-
са накопления повреждений, развития зон 
пластичности в слоях и зон расслоения 

композитов.
В-четвертых, порядок разрешающей системы урав-

нений не зависит от количества слоев в пакете.
В-пятых, при использовании стандартных пред-

ставлений аппроксимирующих функций в 
форме степенных рядов

ϕ ϕ1
1 2

2
2 21 1s sx x= = ( ) , ( )

или ϕ3
3 21s x=  ( )  при f xi

s
′ =( )3 1, приходим к 

известным схемам несовместных (incompatible 
displacement) КЭ.

Построение матрицы жесткости уточненного вось-
миузлового КЭ выполняется в соответствии с общей 
процедурой моментной схемы конечных элементов 
(МСКЭ), разработанной проф. Сахаровым А.С. [4].

Для получения коэффициентов матрицы жест-
кости используем основную процедуру МСКЭ, опи-
санную в [5], следуя которой компоненты тензора 
деформаций раскладываются в ряд Маклорэна и в 
разложениях удерживаются лишь те члены, функци-
ональные сопровождения при которых, присутствуют 
в (20-22).

Т.е., используя вариационный принцип (11) и сле-
дуя традиционной для МСКЭ процедуре, получаем 
выражения для вариаций энергии деформаций и ки-
нетической энергии КЭ:
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где:

Рис. 4. Аппроксимация компонент вектора перемещений 
многослойного уточненного восьмиузлового КЭ в случае расслоения 
с учетом трения (hm – толщина m-го слоя; Н – общая толщина пакета 

слоев)
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grt
t p′ ′  - коэффициенты матрицы жесткости КЭ c по-

лилинейным законом распределения функций пере-
мещений с учетом МСКЭ;

grt
t p′ ′  - дополнительные коэффициенты матрицы 

жесткости уточненного КЭ, учитывающие влияние 
неоднородности распределения деформаций попереч-
ного сдвига и обжатия;

mrt
t p′ ′  - коэффициенты матрицы масс КЭ c поли-

линейным законом распределения функций переме-
щений, учитывающие инерцию от поступательного 
движения КЭ и инерцию КЭ от обобщенного сдвига.

mrt
t p′ ′  - коэффициен-

ты матрицы масс КЭ, 
учитывающие инерцию, 
вызванную неоднород-
ностью деформаций по-
перечного сдвига.

Grt
t p′ ′  - коэффициен-

ты матрицы жесткости 
уточненного КЭ.

Mrt
t p′ ′  - коэффициен-

ты матрицы масс уточ-
ненного КЭ.

Д а н н ы й  К Э  б ы л 
разработан в системе 
Автоматизации Проч-
н о с т н ы х  Р а с ч е т о в 
Оболочечных и Комбинированных 
Систем (АПРОКС). Практика ис-
пользования этого КЭ при решении 
большого числа тестовых и приклад-
ных задач показала его эффектив-
ность при исследовании процессов 
нелинейного деформирования и раз-
рушения однородных по толщине и 
многослойных пространственных 
конструкций.

В настоящее время на основе при-
веденных выше соотношений в среде 
ABAQUS разработан конечный эле-
мент пользователя USER_IAT_3D.

2. Апробация разработанного КЭ 
путем решения контрольно-тестовых 

задач

2.1. Тест Тимошенко С.П.
Исследование сходимости решений в зависи-

мости от густоты сеточной области произведено 
на примере определения прогиба плиты Тимошен-
ко. Размеры и физико-механические характери-
стики плиты приведены на рис. 5. Плита жестко 
защемлена по контуру и нагружена равномерно 
распределенной нагрузкой интенсивности q, дей-
ствующей по нормали к ее срединной поверхности. 
Прогиб в центре плиты при A = 100; B = 100; t = 1; 
v= 0,3; E = 12(1- v2 ); q = 8/1.266e5, соответствую-
щий аналитическому решению, равен 8.

Независимо выполнено исследование деформиро-
вания плиты Тимошенко с использованием всех вось-
миузловых КЭ ABAQUSа (C3D8, C3D8R, C3D8I и их 
комбинаций). Результаты исследований приведены 
в табл. 1. Анализ результатов показал полное соот-

ветствие решений, полученных в рамках АПРОКС и 
USER_IAT_3D в среде ABAQUS.

На рис. 5 приведен график сходимости решений в 
зависимости от густоты сеточной области КЭ.

Анализ результатов показал, что при использо-
вании разработанного USER_IAT_3D элемента при 
сети КЭ 5х5 отличие результатов от аналитического 
решения отличается менее, чем на 3%. В то же время, 
при использовании элемента C3D8I из библиотеки 
ABAQUS для достижения аналогичного результата 
необходима сеть 21х21.

При исследовании деформированного состояния 
плиты на базе элементов типа C3D8 и C3D8R сходи-
мость результатов к аналитическому решению не на-
блюдается.

На примере этой же задачи исследован процесс 
возникновение численной неустойчивости решений в 
зависимости от отношения длины КЭ к толщине пли-
ты (L_кэ/t). За эталонные решения приняты переме-
щения, полученные на основе оболочечных элементов. 
Анализ результатов исследований, приведенных на 
рис. 6, свидетельствует о том, что для элемента ABAQ-
US С3D8I погрешность решения составляет более 10% 
уже при L_кэ/t = 7. В то же время при использование 
разработанного USER_IAT_3D элемента погрешность 
более, чем в 10% достигается при отношении длины 
элемента к его толщине более, чем в 500 раз (L_кэ/t > 
500).

Mesh APROKS_IAT_3D USER_IAT_3D C3D8 C3D8R C3D8I
5x5 7,806 7,806477 0,0534662 0,0255285 0,64936
7x7 7,906 7,90629 0,113591 0,10562 2,50277
9x9 7,95 7,950351 0,1964649 0,407629 4,755354

11x11 7,971 7,971285 0,3017026 0,917783 6,264766
15x15 7,99 7,989514 0,575897 3,605869 7,466726
21x21 7,999 7,99954 1,1297 14,33196 7,86921
25x25 8,002 8,00258 1,5784234 28,289815 7,939835
51x51 8,008 8,0073519 5,223919 295,4974 8,0043497

101x101 8,009 8,0086565 10,905854 723,46875 8,0085545

Таблица 1

Рис. 5. Плита Тимошенко. Сходимость прогиба центральной точки плиты в 
зависимости от густоты сети КЭ (U теор = 8)
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2.2. Цилиндр с жесткими диафрагмами под дей-
ствием двух сосредоточенных сил.

Аналогичные исследования проведены на примере 
решения задачи об исследовании деформирования 
цилиндра с жесткими торцевыми диафрагмами под 
действием двух сосредоточенных сил, приложенных в 
центре пролета. С учетом всех плоскостей симметрии, 
в качестве расчетной схемы выбрана 1/8 часть цилин-
дра (рис. 7).

Геометрические параметры цилиндра: толщина - 
h=0,3 см; диаметр - d=60 см; длина - B = 60 cм.

Физико-механические характеристики:
E=3.0e5 МПа; v=0.3.
Теоретическое решение этой задачи, соответствую-

щее прогибу цилиндра в точке приложения сосредото-
ченной силы, равно Uтеор = 1,825e-4 см.

Деформирование цилиндра моделировалось на 
основа разработанного USER_IAT_3D элемента, и эле-
ментов ABAQUS С3D8I и S4R.

На рис. 7. представлены результаты сходимости 
решений по прогибу цилиндра в точке приложения 
сосредоточенной силы в зависимости от параметра 
плотности сеточной области.

Анализ результатов сви-
детельствует, что для дости-
жения отклонения численно-
го решения от теоретического 
для данной задачи менее, чем 
5%, необходимо 21х21 эле-
ментов USER_IAT_3D, 27х27 
элементов С3D8I и 17х17 эле-
ментов S4R.

3. Апробация возможности 
моделирования расслоения на 

основе USER_IAT_3D КЭ

Возможность моделиро-
вания процесса расслоения 
многослойных конструкций 
на базе разработанного уточ-
ненного USER_IAT_3D эле-
мента рассмотрена на при-
мере модельной задачи об 

исследовании деформирования трехслойной свободно 
опертой балки с тонким средним слоем.

Геометрические параметры балки: длина - L = 20; 
общая высота - H = 1; ширина - B = 1; толщина нижнего 
слоя - t1 = 0,499; толщина среднего слоя - t2 = 0,002; 
толщина верхнего слоя - t3 = 0,499;

Физико-механические характеристики верхнего и 
нижнего слоев: E1 =E3 = 1.e6; v = 0;

Модуль упругости среднего слоя варьировался в 
диапазоне: E2 = 1.e6 ÷ 1.е-4; v = 0.

Балка нагружена сосредоточенной силой P = 1, 
приложенной в середине пролета балки.

Для оценки достоверности результатов, получен-
ных на основе разработанного уточненного USER_
IAT_3D элемента, параллельно была проведена серия 
численных экспериментов по расчету этой конструк-
ции на основании трехмерных КЭ в рамках системы 
АПРОКС.

Независимо выполнены расчеты балки на базе ис-
пользования, многослойного оболочечного КЭ AB-
AQUS Multilayer_S4R и трехмерного многослойного 
элемента ABAQUS Multilayer_C3D8I.

На рис. 8 приведены результаты исследований, от-
ражающие зависимость изме-
нения прогиба центральной 
точки балки в зависимости 
от уровня модуля упругости 
среднего слоя.

В ре зультате расчетов 
установлено, что при изме-
нении жесткости среднего 
слоя на два порядка по отно-
шению к жесткости внешних 
слоев, определение напря-
жен но-де форм и рова н ног о 
состояния подобного рода 
конст ру к ц и й не о бход и мо 
производить с учетом фак-
тора неоднородного распре-
деления деформаций попе-
речного сдвига по толщине 
пакета слоев.

Рис. 6. Плита Тимошенко. Накопление погрешности перемещений в зависимости от 
отношения длины КЭ к толщине плиты (L_кэ/t). За эталонные решения приняты 

перемещения, полученные на основе оболочечных элементов

Рис. 7.Сходимость решения в зависимости от размеров сеточной области сектора 
баллона с учетом всех плоскостей симметрии (Uтеор = 1,825e-4 см)
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При изменении жесткости 
среднего слоя на шесть порядков и 
более внешние слои начинают ра-
ботать независимо друг от друга. 
Данные расчета напряженно-де-
формированного состояния бал-
ки, полученные по предлагаемому 
уточненному USER_IAT_3D эле-
менту, теории полностью согласу-
ются с результатами трехмерного 
и теоретического расчетов, в то 
время, как применение многослой-
ных оболочечных и трехмерных 
элементов из библиотеки ABAQ-
US отражают правильную схему 
деформирования балки только в 
диапазоне малых значений пара-
метра неоднородности деформа-
ций поперечного сдвига.

Аналогичные результаты по-
лучены при исследовании процесса деформирования 
трехслойной балки с толстым средним слоем (рис. 9).

Выводы

Таким образом, анализ решения тестовых задач 
позволяет сделать вывод о том, что КЭ модели, по-
строенные на базе разработанного уточненного вось-
миузлового многослойного USER_IAT_3D, обладают 

устойчивыми показателями сходимо-
сти решений по определению компо-
нент напряженно-деформированного 
состояния как трехмерных тел, так 
и тонких конструкций типа плит и 
оболочек.

При исследовании тонких про-
странственных конструкций (пли-
ты и оболочки) отношение толщи-
ны USER_IAT_3D КЭ к его длине в 
плане при изгибе может достигать 
1/500, а в случае растяжения 1/1000.

Для многослойного USER_IAT_
3D КЭ устойчивые показатели схо-
димости сохраняются при измене-
нии жесткостных характеристик 
слоев на 6 порядков и более, что 
свидетельствует о возможности мо-

делирования на его основе процессов расслоения.
Использование многослойного USER_IAT_3D КЭ 

не приводит к повышению порядка систем разрешаю-
щих уравнений по сравнению с использованием стан-
дартных восьмиузловых КЭ.

Внутренняя итерационная процедура по определе-
нию компонент функций неоднородности деформаций 
поперечного сдвига и обжатия, в данном случае явля-
ются той данью, которую необходимо заплатить за воз-
можность последовательного уточнения решения.

Рис. 8. Изменение прогиба в центре свободно опертой балки в зависимости 
от уровня модуля упругости среднего тонкого слоя

Рис. 9. Изменение прогиба в центре свободно опертой балки в зависимости от 
уровня модуля упругости среднего слоя конечной толщины
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