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1. Введение

В современных промышленных технологиях 
все большее применение находят различные мелко-
дисперсные порошковые материалы. В процессе их 
производства при измельчении исходного сырья по-
лучаемые частицы приобретают тот или иной электри-
ческий заряд, в основном за счет электрокинетических 
явлений и имеют, как правило, весьма значительный 
разброс по размерам. Моделирование движения таких 
частиц в аппаратах электронно-ионной технологии, 
необходимое для разработки новых и совершенство-
вания имеющихся технологий, сопряжено со значи-
тельными трудностями, а имеющиеся методики носят, 
в основном, приближенный характер и не позволяют 
проводить необходимые расчеты с учетом всех значи-
мых факторов влияния. В данной статье рассмотрены 
некоторые вопросы моделирования движения мелких 
заряженных частиц в вязкой несжимаемой среде под 
действием гравитационного и электростатического по-
лей с учетом влияния движения этих частиц на движе-
ние среды и при наличии броуновской диффузии.

2. Описание движения заряженных частиц в вязкой 
среде

Пространственные масштабы изменения поля ско-
рости несущей вязкой фазы значительно превышают 

размеры твердых микрочастиц, поэтому суммарная, 
действующая на них со стороны несущей фазы сила, 
представима в виде суммы сил Стокса, Архимеда, при-
соединенных масс и силы Бассе-Бусинеска [1]. Так 
как для микрочастиц характерная длина скоростной 
релаксации мала, то силы присоединенных масс и Бас-
се-Бусиненска, возникающие только при ускоренном 
движении частиц, могут не учитываться. Сила Архи-
меда пропорциональна объему частицы

f m gp
a

f= − ,

где vp  - объем частицы, m vf p f= ρ  - масса вытеснен-
ной несущей фазы, ρf  - ее плотность, g  - ускорение 
свободного падения.

Сила вязкого сопротивления Стокса пропорци-
ональна характерному радиусу частицы и является 
основной силой, действующей на частицу со стороны 
несущей фазы

f r u wp
s

p p= − 6π µ ,

где u  - поле скоростей несущей фазы, µ  - ее дина-
мическая вязкость, rp  - характерный радиус частицы, 

xp  - ее координата, wp  - скорость.

Пространственные масштабы изменения электри-
ческого поля также значительно превышают размеры 
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микрочастиц, поэтому суммарная, действующая на 
частицы со стороны электромагнитного поля сила, 
представима в виде суммы сил Кулона и диэлектрофо-
ретической (пондеромоторной) силы.

Диэлектрофоретическая сила пропорциональна 
объему частицы и зависит от неравномерности элек-
трического поля. Эта сила обычно невелика, а время 
поляризации частиц при их низкой проводимости 
определяется Максвелловским временем релаксации 
τ

εε
σ

≈ 0 , где σ  - проводимость материала и, как пра-

вило, значительно превосходит время пребывания 
частиц в аппаратах электронно-ионной технологии.

Сила Кулона пропорциональна заряду частицы и 
является главной силой, действующей на частицу со 
стороны электрического поля

f qp
q

p= − ∇ϕ ,

где ϕ  - потенциал поля, qp  - заряд частицы.
Заряд микрочастицы приобретают в процессе дро-

бления сырья в основном за счет электрокинетических 
явлений, а их дальнейшая зарядка осуществляется 
за счет того, что движущиеся ионы сталкиваются с 
частицей и осаждаются на ее поверхности. Для круп-
ных частиц при выполнении условия D n n∇ << ∇η ϕ , 
где D  - коэффициент диффузии, n,η  - концентра-
ция и подвижность ионов, зарядка осуществляется в 
основном за счет оседания на поверхности частицы 
ионов, движущихся под действием электрического 
поля. Поле у поверхности такой частицы определя-
ется внешним полем, полем ее поляризации и полем 
осевших зарядов. Неравномерное распределение за-
ряда на поверхности приводит к беспорядочному 
вращению частицы из-за опрокидывающего действия 
электростатических сил и, благодаря этому, избыточ-
ный заряд распределяется по поверхности частицы 
равномерно. Зарядка продолжается пока электриче-
ское поле у поверхности частицы не станет близким 
к нулю. Частица при этом получит заряд пропорцио-
нальный ее поверхности [2]

q E rp p≈ +
−
+







4 1 2
1
20 0

2πε
ε
ε

,

где ε  - диэлектрическая проницаемость частиц, 
E0  - внешнее поле.

Для мелких частиц при выполнении условия 
D n nk∇ >> ∇ϕ  полученный таким образом заряд ока-
зывается слишком малым, и накопление заряда бу-
дет продолжаться до тех пор, пока у основной массы 
ионов кинетическая энергия будет достаточной для 
преодоления потенциальной энергии их взаимодей-
ствия с частицей [3]

q
W
e

rp p≈ 4 0πε ,

где W  - кинетическая энергия иона, e  - его заряд.
Для условий, наблюдаемых в аппаратах электрон-

но-ионной технологии при размерах частиц менее 0 1.
мкм основным является адсорбционно-диффузный 
механизм зарядки, а так называемая “ударная” заряд-

ка преобладает в этих условиях для частиц размером 
более 1 мкм. В промежуточном диапазоне обычно ве-
личину заряда можно вычислять как сумму зарядов, 
рассчитанных по формулам “ударной” и “диффузион-
ной” зарядки [2-4]

q r
W
e

rp p p≈ + +
−
+







∇








4 1 2

1
20πε

ε
ε

ϕ

Заметим, что время зарядки частиц не превышает 
долей секунды, а время разрядки частиц значитель-
но превышает время нахождения частиц в аппаратах 
электронно-ионной технологии, так что заряд частицы 
во время ее движения практически не меняется.

На движущиеся заряженные частицы действуют 
также силы Лоренца, которые пренебрежимо малы, 
так как объемная плотность частиц в несущей фазе и 
скорости их движения невелики.

Кроме сил Стокса и Кулона на микрочастицы дей-
ствует также гравитационная сила, которая, как и сила 
Архимеда, пропорциональна объему частицы

f m gp
g

p=

где m vp p p= ρ  - масса частицы, ρp  - ее плотность.
Запишем уравнение Ланжевена движения микро-

частицы под действием сил Стокса, Кулона и гравита-
ционной силы

m
d x
dt

r u
dx
dt

q r m m gp

p

p

p

p p f

2

2 6= −












− ( )∇ + −( ) +πµ ϕ ξ

где ξ ξ= ( )t  - случайная функция от времени,

ξi t( ) = 0 , ξ ξ τ δ τi it t D( ) +( ) = ( ), 2 ,

D  - коэффициент диффузии (угловыми скобками 
обозначено усреднение по времени).

Для микрочастиц характерная длина скоростной 
релаксации фаз мала по сравнению с пространствен-
ными масштабами изменения поля скорости несущей 
фазы и электромагнитного поля, поэтому уравнение 
Ланжевена можно записать в виде

dx
dt

u
q r

r

r
g

r
p p

p

p p f

p

= −
( )

∇ +
−( )

+
6

2

9 6

2

µ
ϕ

ρ ρ
πµ

ξ
πµ

,

а соответствуюшее уравнение Фоккера-Планка от-
носительно функции распределения частиц дисперс-
ной фазы в пространстве по радиусам – в виде

∂
∂

+ ∇ −
( )

∇ +
−( )























=
f
t

u
q r

r

r
g f

D
rx

p f

x,
6

2

9 6

2

µ
ϕ

ρ ρ
µ π µ

∆ ff

Потенциал электрического поля с учетом влия-
ния частиц определяется уравнением электростатики 
Максвелла

∆ϕ
ε

= − ( )∫
1

0

q r fdr
r

,

а система уравнений Навье-Стокса, описывающих 
движение несущей вязкой несжимаемой фазы с учетом 
влияния частиц имеет вид [5]
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где p  - поле давления.

3. Моделирование процесса сепарации частиц 
измельченного нитрида бора

При измельчении исходного сырья невозможно 
получить достаточно однородный мелкодисперсный 
порошок и одной из важных технологических задач 
является задача выделения нужной фракции. Од-
нако, имеющиеся на сегодняшний день методики не 
позволяют провести достаточно точные расчеты и 
учесть в комплексе все важные факторы, влияющие на 
движение частиц, в частности, наличие броуновского 
движения.

Сравним силы, действующие на микрочастицы 
нитрида бора, движущиеся в воздушной среде под 
действием электростатического и гравитационного 
полей. 

На движение наиболее крупных частиц (ради-
усом более 100 мкм) основное влияние оказывает 
гравитационная сила, влияние Кулоновской силы 
незначительно. Для более мелких частиц (радиусом 
около 10мкм) гравитационная сила и Кулоновская 
силы близки, а при дальнейшем уменьшении раз-
меров частиц (до радиуса 1 мкм) влияние на их дви-
жение Кулоновской силы возрастает. На движение 
наиболее мелких частиц (радиусом менее 0 1. мкм) 
гравитационная сила практически не оказывает вли-
яния и основной силой является Кулоновская сила 
(табл. 1).

Таблица 1

Свойства несущей фазы и дисперсного порошкового 
материала, а также характеристики процесса движения 

микрочастицы нитрида бора в воздушной среде под 
действием электростатического и гравитационного полей

Несущая газовая фаза – воздух в диапазоне температур 

10 30 0÷  C

1 2

Плотность ρf

кг
м

= ÷1 165 1 247 3. .  

Динамическая вязкость µf

H c
м

= ÷( )⋅
⋅−1 76 1 86 5
2. . 10  

Твердая дисперсная фаза - микрочастицы кубического 
нитрида бора

Плотность ρp

кг
м

= 2180 3 

Проводимость σp Oм м
>

⋅
−10

112  

Диэлектрическая 
проницаемость ε = ÷( )5 6  o e. .

Максвелловское время 
релаксации τ ≥ 40 c

Продолжение таблицы 1

1 2

Параметры электрического поля

Напряженность электрического 
поля

E
B
 м

= 10  5

 

Характерные значений сил, действующих на микрочастицы с 
радиусами 100 мкм

Заряд частицы (в элементарных 
зарядах) q ≈ ⋅8 105

Отнощение Кулоновской силы 
к силе тяжести

f
f

q

g ≈ 0 14.

Скорость движения частиц под 
действием силы тяжести

w
cм
cg ≈ 270 

Скорость движения частиц под 
действием Кулоновской силы w

cм
cq ≈ 38 

Характерные значений сил, действующих на микрочастицы с 
радиусами 10 мкм

Заряд частицы (в элементарных 
зарядах) q ≈ 9000

Отношение Кулоновской силы 
к силе тяжести

f
f

q

g ≈ 1 6.

Скорость движения частиц под 
действием силы тяжести

w
мм
cg ≈ 27 

Скорость движения частиц под 
действием Кулоновской силы 

w
мм
cq ≈ 44 

Характерные значений сил, действующих на микрочастицы с 
радиусами 1 мкм

Заряд частицы (в элементарных 
зарядах) q ≈ 200

Кулоновская сила /сила 
тяжести

f
f

q

g ≈ 40

Скорость движения частиц под 
действием силы тяжести w

мм
cg ≈ 0 2.  

Скорость движения частиц под 
действием Кулоновской силы w

мм
cq ≈ 10 

Характерные значений сил, действующих на микрочастицы с 
радиусами  0 1. мкм

Заряд частицы (в элементарных 
зарядах) q ≈ 20

Кулоновская сила /сила 
тяжести

f
f

q

g ≈ 2500

Скорость движения частиц под 
действием силы тяжести

w
мм
cg ≈ 0 003.  

Скорость движения частиц под 
действием Кулоновской силы 

w
мм
cq ≈ 7 

Таким образом, применение электросепарации 
позволяет достаточно эффективно выделять фрак-
ции микрочастиц нитрида бора в диапазоне ха-
рактерных радиусов 1 10÷ мкм. Запишем соответ-
ствующую систему уравнений, пренебрегая силой 
Архимеда и учитывая тот факт, что в таком диа-
пазоне реализуется “ударная” зарядка частиц, при 
которой суммарный заряд частицы пропорционален 
ее поверхности

∂
∂

+ ∇( ) − +
∇ ( ) −

−( )
+ ∇ =∫ ∫

u
t

u u u q r fdr g r fdr p
f f r

p f

f fr

,
µ
ρ

ϕ
ρ

ρ ρ
ρ ρ

∆
4

3
13 00

0∇( ) =








 ,u
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∂
∂

+ ∇( ) − +
∇ ( ) − + ∇ =

∇

∫ ∫
u
t

u u u q r fdr g r fdr p
f

x

f r

p

f f
x

r

x

,
µ
ρ

ϕ
ρ

ρ
ρ ρ

∆
4

3
1

03

,,

,

u

q
r fdr

f
t

u
qr r

g f

x
r

x x
p

( ) =

= −

∂
∂

+ ∇ − ∇ +














∫

0

6

2

9

0

2

2

∆ ϕ
ε

µ
ϕ

ρ
µ





 =



















D
r

fx6π µ
∆

где q  – поверхностная плотность заряда.
На входе задаем объемную плотность частиц в 

потоке, плотность заряда и функцию распределения 
частиц по радиусам. На стенках задаем условия не 
протекания и прилипания, для функции распреде-
ления ставим условия поглощения частиц стенкой, а 
для потенциала электрического поля задаем условия 
Дирихле.

Если не учитывать взаимодействие частиц между 
собой, увлечение воздуха движущимися частицами, а 
также влияние броуновской диффузии, то, очевидно, 
траектории движения частиц будут близки к прямо-
линейным. Однако решение задачи в полной поста-
новке показывает, что указанные факторы, обычно 
не принимаемые во внимание, могут существенно по-
влиять на движение частиц. Так броуновская диффу-
зия приводит к существенному “размыванию” зоны 
осаждения микрочастиц того или иного диаметра 
(рис. 1). Игнорирование этого ведет к тому, что выде-
ленная фракция будет загрязнена частицами других 
размеров.

Рис. 1. Траектории частиц (малая объемная плотность 
частиц в потоке при наличии броуновской диффузии): f 
– область осаждения только мелких частиц, m - область 
осаждения как мелких, так и крупных частиц, l - область 

осаждения только крупных частиц
В аппаратах электронно-ионной технологии, оче-

видно, желательно проводить обработку при увели-

ченной объемной плотности частиц в потоке. Одна-
ко при этом движущиеся крупные частиц увлекают 
воздух, который “затягивает” мелкие частицы. Это 
меняет как положение, так и размеры зоны осаждения 
микрочастиц того или иного диаметра. Кроме того 
увлекаемый воздух сталкиваясь со стенками аппарата 
отклоняется, образуя вихревые течения, что допол-
нительно влияет в основном на движение наиболее 
мелких микрочастиц, которые легко “затягиваются” 
потоком из-за чего зона осаждения мелких частиц сме-
щается вниз и уменьшается (рис. 2).

Рис. 2. Траектории частиц (большая объемная плотность 
частиц в потоке при наличии также и броуновской 

диффузии): f – область осаждения только мелких частиц, 
m - область осаждения как мелких, так и крупных частиц, l 

- область осаждения только крупных частиц
Следовательно, эти факторы должны обязательно 

учитываться при моделировании движения мелко-
дисперсных частиц в аппаратах электронно-ионной 
технологии. Предложенный алгоритм, как показыва-
ют вычислительные эксперименты, позволяет такое 
моделирование реализовать.

Заключение

Рассмотрены вопросы численного моделирования 
движения мелких заряженных частиц в вязкой не-
сжимаемой среде под действием гравитационного и 
электростатического полей. Проведено моделирование 
процесса электросепарации микрочастиц кубического 
нитрида бора путем численного решения системы 
уравнений Навье-Стокса-Пуассона-Фоккера-Планка. 
Полученные результаты подтверждают работоспособ-
ность модели и алгоритма, а данный подход в целом 
позволяет проводить моделирование сложных тех-
нологических процессов, протекающих в аппаратах 
электронно-ионной технологии с учетом основных 
значимых факторов.
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