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Abstract
Obviously, the quality standard of designed product depends on quality and optimality standard of designing 

decisions, made by the participant of designing process concerning the specific object, specificity and adjustment 
of mathematical apparatus, which helps to evaluate such optimality. The article suggests an approach to the estim-
ation of quality optimum level of designed product by means of integrated quality indices of the taken designing 
decisions, taking into account designing specialization. The application of the suggested mathematical apparatus 
helps to form the development plan of design documentation (design decisions plan). Its application allows ach-
ieving the optimum quality level of designed product. Such approach to the estimation of the quality of designed 
product, with a glance of integrated quality indices of designed decisions making, provides the realization of the 
main requirement of the State Standard ISO 9001:2009 concerning the permanent improvement of the quality of 
designed product. It also helps to take into consideration the specificity and differences of each designing decision 
according to the sections of design documentation
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В обробці металів тиском має місце дина-
мічні задачі теорії пружності та пластичності. 
Знайдено аналітичне рішення хвилевого рівняння 
теорії пружності. Показано, що поміж аргумен-
тами тригонометричних функцій є співвідношення 
в диференційній формі. Це розширює можливості 
рішення, не обмежуючи аргумент функції лінійною 
залежністю

Ключові слова: обробка металів тиском, теорія 
пружності, динамічна задача, гармонійна функція

В обработке металлов давлением имеют место 
динамические задачи теории упругости и пластич-
ности. Получено аналитическое решение волнового 
уравнения теории упругости. Показано, что между 
аргументами тригонометрических функций суще-
ствует соответствие в дифференциальной форме. 
Это расширяет возможности решения, не ограни-
чивая аргумент функции линейной зависимостью

Ключевые слова: обработка металлов давлени-
ем, теория упругости, динамическая задача, гармо-
ническая функция
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1. Вступ

В процесах обробки металів тиском досить часто 
доводиться стикатися з динамічними задачами, які 

впливають на параметри процесу та якість готової 
продукції. До них можна віднести висадку болтів на 
горизонтально-кувальних машинах, коли пластична 
деформація поширюється уздовж стержня не миттєво, 
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утворюючи потовщення у видаленій його частині. Та-
кож штампування складних тонкостінних виробів на 
устаткуванні із збільшеною швидкістю переміщення 
верхнього пуансона, Hasenclever (ФРН). За даними 
роботи [1] знижується пружна деформація механіч-
ної системи, і на 1.25 мм вдається отримати товщину 
тонкостінної частини менше. Пояснюється це тим, що 
пружна деформація системи відбувається в часі. Якщо 
пластичне формозмінення у осередку деформації реа-
лізується швидше, ніж пружна деформація системи, то 
слід чекати, зменшення проміжку між бойками, отже, 
зменшення товщини виробу.

Використовуючи такий процес практично, можна 
добитися збільшення точності штампування, звужен-
ня поля допусків. Довести це цікаве явище теоретично 
можна тоді, коли буде відпрацьована математична 
модель запропонованої динамічної задачи, коли мож-
на зіставити процеси в часі для пластичної і пружної 
деформації.

2. Аналіз літературних даних і постановка проблеми

Відомий широкий круг завдань механіки, який зво-
диться до рішення хвилевого рівняння [2-5]:

∂
∂
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∂
∂
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2
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x
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Зокрема, рівняння такого виду описують пружні 
подовжні, крутячі, поперечні коливання стержнів і 
так далі.

Рівняння (1) відноситься до рівнянь гіперболіч-
ного типу. Рішення такого типу рівнянь неоднорід-
них, складніших, в аналітичному виді представлені 
в роботах [6-8]. Скористаємося підходами, сформу-
льованими в цих роботах, і запишемо досить просту 
залежність:

u C Sin SinA= ⋅ ⋅θ Φ , (2)

де C і A  – постійні, характеризуючи процес; θ,Φ
– невідомі функції часу і координати.

Функції θ,Φ  – безперервні, мають другі похідні за 
часом і відповідній координаті.

Підставимо вираження (2) в рівняння (1), після 
відповідних перетворень отримаємо рівняння (1) у 
виді

θ θ θtt xxa Cos Sin− ⋅( )⋅ ⋅ +2 ΑΦ  

2 2θ θ θt t x xa Cos CosΑΦ ΑΦ ΑΦ−( ) ⋅ +

+ −( )⋅ ⋅ =ΑΦ ΑΦ ΑΦtt xxa Sin Cos2 0θ . (3)

де θ
θ

t xt
A

A
x

=
∂
∂

=
∂
∂

, Φ
Φ

 і так далі.

3. Мета роботи

Метою роботи є отримання аналітичного рішення 
хвилевого рівняння теорії пружності при розгляді ди-
намічної задачі в обробці металів тиском.

4. Основна частина досліджень

Розглянемо спрощуючи варіанти рішення рівнян-
ня (3). Їх декілька:

1-ий варіант

θt xa= − ΑΦ , ΑΦt xa= − θ ;

2-ий варіант

θt xa= ΑΦ , ΑΦt xa= θ ;

3-ий варіант

θt xa= − ΑΦ , ΑΦt xa= θ ;

4-ий варіант

θt xa= ΑΦ , ΑΦt xa= − θ .

Підставляючи перші два варіанту в рівняння (3) 
отримаємо

θ θ θtt xxa Cos Sin− ⋅( )⋅ ⋅ +2 ΑΦ  

2 2θ θ θt t x xa Cos CosΑΦ ΑΦ ΑΦ−( ) ⋅ +

+ −( )⋅ ⋅ =ΑΦ ΑΦ ΑΦtt xxa Sin Cos2 0θ .

Рівняння (3) перетвориться на тотожність, якщо 
оператори, що стоять в дужках перед тригонометрич-
ними функціями перетворяться на нулі. Згідно з ва-
ріантами 1 і 2 з’явилися спрощення в (3) з першими 
похідними. Розглянемо другі похідні, використовуючи 
записи варіантів 1 і 2:

1-ий варіант

θtt xta= − ΑΦ , ΑΦtt xta= − θ ,

θtx xxa= − ΑΦ , ΑΦtx xxa= − θ ,

2-ий варіант

θtt xta= ΑΦ , ΑΦtt xta= θ ,

θtx xxa= ΑΦ , ΑΦtx xxa= θ .

З цього виходить

θ θtt xxa− ⋅ =2 0 ; θ θt t x xaΑΦ ΑΦ− =2 0 ;

ΑΦ ΑΦtt xxa− =2 0 . (4)

У справедливості виразів (4) можна переконатися, 
підставляючи другі похідні. У різних поєднаннях дуж-
ки, що стоять перед тригонометричними функціями в 
рівнянні (3) перетворюються на нулі.

Дійсно,

 a a Cos Sinxt txΑΦ ΑΦ ΑΦ( ) − ( )( )⋅ ⋅ +θ

2  a a Cos Cosx t t xΑΦ ΑΦ ΑΦ ΑΦ ΑΦ( ) − ( )( ) ⋅ +θ

+ ( ) − ( )( )⋅ ⋅ ≡ a a Sin Cosxt txθ θ θ ΑΦ 0 .

Отже, рішення рівняння (1) має вигляд

u C Sin Sin= ⋅ ⋅θ ΑΦ ,
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при

θt xa=  ΑΦ , ΑΦt xa=  θ . (5)

Слід підкреслити, що умова (5) визначає не сам вид 
функції, що задовольняє рівнянню (1), а обмеження, 
які накладаються на функції.

Варіанти 3 і 4 не забезпечуються необхідними 
спрощеннями при підстановці залежності (5) в (1), 
з чого виходить, що (5) при наступних допущеннях 
θt xa= − ΑΦ , ΑΦt xa= θ  і θt xa= ΑΦ , ΑΦt xa= − θ  не є рі-
шенням рівняння (1). Слід підкреслити, що функції θ  
і ΑΦ одночасно кожна можуть залежати і від часу і від 
координати осередку деформації. 

На базі отриманого результату рішення можна 
представити в більш складнішому виді

u C C Sin C Cos C Sin C Cos= ⋅ +( )⋅ +( )0 1 2 3 4θ θ ΑΦ ΑΦ . , (6)

Підставляючи (6) в (1) і групуючи, з’являються 
оператори, які були отримані раніше (4):

C C a C C att xx tt xx1 3
2

2 4
2θ θ−( ) − −( ) −{ ΑΦ ΑΦ

− −( ) − + ⋅( )⋅ − ⋅( ) +2 1 4
2

2 3C C a C C a at t x x t x t xθ θ θ θΑΦ ΑΦ ΑΦ ΑΦ

+ +( ) −( )} ⋅ +ΑΦ ΑΦ ΑΦt x t xa a Cos Sinθ θ θ

+ + ⋅( )⋅ − ⋅( ) + +( ) −( ) { −C C a a a at x t x t x t x1 3 θ θ θ θΑΦ ΑΦ ΑΦ ΑΦ

− −( )+ −( )+2 2 4
2

1 4
2C C a C C at t x x tt xxθ θΑΦ ΑΦ ΑΦ ΑΦ  (7)

+ −( )} ⋅ + { −( ) −C C a Sin Sin C C att xx t t x x2 3
2

1 3
22θ θ θ θ θΑΦ ΑΦ ΑΦ

− + ⋅( )⋅ − ⋅( ) + +( ) −( )  +C C a a a at x t x t x t x2 4 θ θ θ θΑΦ ΑΦ ΑΦ ΑΦ

+ −( ) + −( )}⋅ ⋅ +C C a C C a Cos Costt xx tt xx1 4
2

2 3
2θ θ θΑΦ ΑΦ ΑΦ  

+{ −( ) − −( ) −C C a C C att xx tt xx1 3
2

2 4
2θ θ θ θ

−C C1 4  θ θ θ θt x t x t x t xa a a a+ ⋅( )⋅ − ⋅( ) + +( ) −( )  −ΑΦ ΑΦ ΑΦ ΑΦ

− −( )} ⋅ =2 02 3
2C C a Sin Cost t x xθ θ θΑΦ ΑΦ ΑΦ .

В процесі перетворень в рівнянні (7) з’являються ті 
ж співвідношення (4), що і в рівнянні (3). Це, незважа-
ючи на різні поєднання, знову введених коефіцієнтів, і 
тригонометричних функцій.

Таким чином, рішення (6) задовольнятиме рів-
няння (1) за умови, коли мають місце відношення між 
функціями виду:

θt xa=  ΑΦ , ΑΦt xa=  θ .

Із співвідношень (4) маємо диференціальні рівнян-
ня в приватних похідних, де дозволяючими функція-
ми будуть функції, що вводяться в розгляд θ  і ΑΦ . Ці 
рівняння по конструкції і типу відповідають рівнянню 
(1). З урахуванням останніх зауважень для (1) маємо

u C C Sin C Cos C Sin C Cos= ⋅ +( )⋅ +( )0 1 2 3 4θ θ ΑΦ ΑΦ ,

θt xa=  ΑΦ , ΑΦt xa=  θ , (8)

θ θtt xxa− ⋅ =2 0 ; ΑΦ ΑΦtt xxa− =2 0 .

З обліком (8) невизначеність для функцій θ  і ΑΦ  
ліквідована, оскільки існують диференціальні рівнян-
ня, що дозволяють ці функції знайти. Один з варіантів 
може бути отриманий у разі простого рішення гіпербо-
лічного рівняння для ΑΦ, ΑΦ ΑΦtt xxa− =2 0, тобто

ΑΦ = ⋅ ⋅A x t .

При цьому

θt a A t= ⋅ ⋅ , a xx⋅ = ⋅θ Α .

Інтегруючи, отримаємо

θ =
⋅

+A
a t

f x
2

2
( ) , θ = +A

x
a

f t
2

2
( ) ,

або

θ = ⋅ ⋅ +






1
2

2
2

Α a t
x
a

.

Слід переконатися, задовольняє функція θ  гіпер-
болічному рівнянню θ θtt xxa− ⋅ =2 0 . Після підстановки 

має місце тотожність Α Αa a
a

− ⋅ ≡2 1
0 . При цьому не 

виключається, що приведеним вище співвідношенням 
задовольняються рішення отримані методом розподі-
ли змінних.

З представленого приватного рішення видно, що 
аргументи тригонометричних функцій не є функцією 
тільки одного змінного. Кожна залежить одночасно від 
часу і координати, але ці функції різні і визначаються 
співвідношеннями (5) або (8) і не є лінійними.

Враховуючи, що хвилеве рівняння лінійне, оста-
точний результат можна представити у вигляді супер-
позиції рішень

u C C Sin C Cos C Sin C Cosi i i i i i i i i i i
i

i

= ⋅ +( )⋅ +( )
=

, , , , ,0 1 2 3 4
1

θ θ Α Φ Α Φ
==

∑
n

,

θi ai t i i x, ,=  Α Φ , Α Φi i t i xa, ,=  θ , (9)

θ θi tt i xxa, ,− ⋅ =2 0 ; ΑΦ ΑΦi tt i xxa, ,− =2 0 .

Рішення (8), (9) можна привести до вже відомих 
рішень, які викладені в роботі [3]. Використовуючи 
метод розподілу змінних, отримано вираження un :

u Cos
n

l
at B Sin

n
l

at Sin
n

l
xn n n=

⋅
⋅ +

⋅
⋅





⋅
⋅

⋅Α
π π π

. (10)

Встановимо відповідність коефіцієнтів в рішеннях 
(8) і (10) і визначимо співвідношення між функціями. 
Очевидно

C n2 = Β , C n1 = Α , θ
π

=
⋅

⋅
n

l
at ,

ΑΦ =
⋅

⋅
π n

l
x , C0 1= , C4 0= .

Тоді з урахуванням спрощень маємо

u Cos B Sin Sinn n n= +( )⋅Α ΑΦθ θ .

Покажемо, що між функціями, приведеними в ро-
боті [3], існують співвідношення виду (5), (6) і (8). 
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Дійсно

θ
π

t

n
l

a=
⋅

⋅ , ΑΦx

n
l

=
⋅π

, ΑΦt = 0 , θx = 0 .

Підставляючи в співвідношення 

θt xa=  ΑΦ , ΑΦt xa=  θ ,

переконуємося, що вони задоволені, мають вигляд

π π⋅
⋅ = ⋅

⋅n
l

a a
n

l
, 0 0= ⋅a .

Функції θ
π

=
⋅

⋅
n

l
at  і ΑΦ =

⋅
⋅

π n
l

x  задовольняють 

гармонійним диференціальним рівнянням (8)

θ θtt xxa− ⋅ =2 0 ; ΑΦ ΑΦtt xxa− =2 0 .

Таким чином, функції у вираженні (10) задоволь-
няє вказаним співвідношенням функцій представле-
них в рішеннях (8) і є часткою рішення.

Слід підкреслити, що в рішеннях (8), (9) визна-
чається не вид самих функцій, які задовольняють 
хвилеве рівняння, а умови існування цих функцій, 

що формулює загальні підходи отримання шуканого 
рішення.

При пропонованій постановці і рішенні з’являється 
можливість розширення круга вирішуваних завдань 
за рахунок більшої різноманітності граничних і по-
чаткових умов.

5. Висновки

1. У обробці металів тиском мають місце різ-
номанітні динамічні завдання, що вимагають свого 
рішення.

2. Отримано аналітичне приватне рішення хвиле-
вого рівняння.

3. Визначені умови існування функцій, що вхо-
дять в рішення задачі.

3. Залежності аргументів тригонометричних 
функцій різні і визначаються одночасно двома змін-
ними, часом і координатою, задовольняючи при цьо-
му приведеним умовам існування даних функцій.

4. Умови існування функцій що входять в запро-
поноване рішення задачі, задоволені вже відомими 
виразами, отриманих методом розподілу змінних.
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Abstract
The dynamical problems of the elasticity and plasticity theories occur in the process of metal forming. In the 

article, an analytical solution of the wave equation of the elasticity was obtained. The differential relations, con-
verting the wave equation into an identity, were obtained, using the product of trigonometric functions with arg-
uments, defined by time and space variables. The conditions of solutions, which are different from the solution, 
obtained by the method of separation of variables, are described. The arguments of function can be nonlinear dep-
endences from the variables. The restrictions were imposed on the function arguments, suggesting that the latter 
may have different order, just to satisfy the conditions of solutions. Another peculiarity of the solution is the pre-
sence of two simultaneous variables in expressions of arguments. It was shown that between the arguments of tri-
gonometric functions there is a correspondence in differential form. This expands possibilities of the solution, not 
limiting the argument of function by linear dependence. The suggested solution accommodates well-known solut-
ions, and is considered more general in comparison with the expressions obtained by the method of separation of 
variables. This allows expanding of the range of dynamic problems for the account of greater variety of boundary 
and initial conditions.
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