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ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА

Записані визначальні співвідношення варіан-
ту теорії мікродеформації для опису в’язко-
пластичності течії в разі кінцевої деформації, 
в широкому діапазоні швидкостей деформації і 
температур. Запропоновано алгоритм чисель-
них розрахунків та проведено порівняння тео-
ретичних результатів з відомими експеримен-
тальними даними. Показано, що за допомогою 
запропонованого варіанту вдається досягти 
задовільного їх опису, при невеликій кількості 
постійних матеріалу

Ключові слова: теорія мікродеформації, кін-
цеві деформації, в’язкопластичність, швидкість 
деформації, температура

Записаны определяющие соотношения вари-
анта теории микродеформации для описания 
вязкопластического течения в случае конечной 
деформации в широком диапазоне скоростей 
деформации и температур. Предложен алго-
ритм численных расчетов и проведено сравне-
ние теоретических результатов с известными 
экспериментальными данными. Показано, что 
с помощью предложенного варианта удается 
достичь удовлетворительного их описания, при 
небольшом количестве постоянных материала

Ключевые слова: теория микродеформации, 
конечные деформации, вязкопластичность, ско-
рость деформации, температура
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1. Введение

Пластическое течение, вызванное скольжением 
дислокаций, тесно связано с механизмом тепловой ак-
тивации в широком диапазоне скоростей деформации. 
С другой стороны, пластическая деформация с высо-
кой скоростью может приводить к явному повышению 
температуры. Поэтому, влияния скорости деформации 
и температуры должны учитываться одновременно 
при изучении поведения материалов. За последние 
три десятилетия такой подход был реализован в целом 
ряде теорий термовязкопластичности. Однако, по-
строенные соотношения оказались достаточно слож-
ными и применимыми, в основном, для процессов 
простого нагружения. 

Поэтому актуальным представляется построение 
варианта теории микродеформации, который соче-
тает достаточную простоту и позволяет описывать 
вязкопластическую деформацию при произвольном 
нагружении.

2. Анализ литературных данных

Теории термовязкопластичности, предназначен-
ные для описания пластической деформации матери-

алов в широком диапазоне скоростей деформации и 
температур, имеют продолжительную историю раз-
вития [1–16]. Эти теории можно условно разделить 
на две основные группы; физические [1, 3–6, 9, 11–16] 
и феноменологические [2, 7, 8, 10]. Рост скорости де-
формации и уменьшение температуры обычно увели-
чивают сопротивление пластической деформации и 
повышают напряжение течения. Учитывая это обстоя-
тельство, в работе [2] был предложен единый параметр 
Z exp(Q / kT)= ε , учитывающий взаимовлияние ско-
рости деформации ε и температуры T на напряжение 
течения (Z)σ , где Q – энергия активации, k – постоян�-
ная Больцмана. В дальнейшем было установлено, что 
параметр Z применим только в ограниченном диапа-
зоне скорости деформации и температуры, и не опи-
сывает сложное влияние температуры на напряжение 
течения. Для уточнения такого подхода в физических 
моделях [3–6] вводились дополнительные темпера-
турные изменения в выражение для энергии актива-
ции движения дислокаций. Эти модели являются ос-
новными и в дальнейшем широко использовались и 
развивались в работах [9, 11–16], в связи с появлением 
новых материалов и их техническими приложениями. 
Следует отметить, что феноменологические модели 
характеризуются незначительным количеством ма-
териальных констант и простой калибровкой, однако 
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имеют ограниченную область применимости. Физиче-
ские теории обычно содержат большее число матери-
альных констант, их использование оказывается более 
сложным, но область применимости намного шире. 

В работах [17–20] развивалась теория ползучести, 
учитывающая микронапряжения и микродеформации, 
при малых деформациях. Основная идея, которая ис-
пользовалась при формулировке теории микродеформа-
ции, состояла в том, что представительный макрообъем 
задается некоторой совокупностью взаимосвязанных 
микрочастиц, напряженно – деформированное состоя-
ние которых определяется микронапряжениями и ми-
кродеформациями. Такой подход позволил установить 
связь между феноменологическими и физическими те-
ориями и получить экспериментальное подтверждение 
при сравнительно небольшом числе констант материала. 
Однако в рамках теории микродеформации не анализи-
ровалось влияние температуры на вязкопластическое 
течение при конечных деформациях. 

3. Цель и задачи исследования

Целью настоящей работы является разработка ва-
рианта теории микродеформации для описания вяз-
копластического течения при конечной деформации в 
широком диапазоне скоростей деформации и темпера-
тур. Для достижения этой цели необходимо:

– построить определяющие соотношения теории, 
связывающие скорости изменения деформации и про-
изводной по Яуманну тензора напряжений Коши;

– разработать алгоритм численной реализации за-
писанных соотношений;

– провести сравнение теории с известными экспе-
риментальными данными.

4. Разрешающие уравнения теории микродеформации

Ключевым моментом построения определяющих 
соотношений теории является разделение полных де-
формаций и их скоростей на упругую и пластическую 
составляющие. Воспользуемся схемой протекания пла-
стической деформации, предложенной Тейлором еще 
в работе [1], в соответствии с которой пластическая де-
формация развивается благодаря движению дислокаций 
через кристаллическую решетку, тогда как сама решетка 
подвергается только упругой деформации и поворотам. 
Эта идея, в работе [21], нашла свое отражение в представ-
лении градиента полной деформации F, в форме

e p= ⋅F F F ,	  (1)

где Fe, Fp – части полного градиента деформации F, 
обусловленные упругой деформации решетки и пла-
стической деформацией, соответственно. 

На основании (1) определяется градиент скорости 
деформации L в текущей конфигурации Kt

1−= ⋅ = +L F F D W ,	  (2)

где D – симметричный тензор деформации скорости и 
W – косо-симметричный тензор вращения. 

Для описания вязкопластической деформации 
используются два основных способа представления 
определяющих соотношений. Соотношения задаются 
по отношению в текущей конфигурации Kt или по 
отношению к промежуточной разгруженной конфи-
гурации Kp. В настоящей работе ограничимся рас-
смотрением первого варианта, в котором изначально 
принимается

e p e p, ,= + = +D D D W W W 	 (3)

где De, Dp – симметричные тензоры скорости упругой 
и пластической деформации и We, Wp – косо-симме-
тричные тензоры упругого и пластического вращения. 

Оставаясь в рамках основных гипотез теории 
пластичности и ползучести, учитывающей микроде-
формации [17], примем, что представительный объем 
материала состоит из некоторой совокупности Nα ∈  
взаимосвязанных микрочастиц (зерен), напряжен-
но-деформированное состояние которых однородно и 
определяется микронапряжениями и микродеформа-
циями. Обозначим через vα относительный объем зерна 
в текущем состоянии, как отношение объема зерна к 
представительному объему. Однородную в пределах 
зерна скорость вязкопластической деформации будем 
характеризовать интенсивностью pα  в направлении 
N ,α ∈Ω  где N ,α ∈Ω – область направлений активного микро-
пластического деформирования (p 0α > >0). Материал при-
нимается первоначально изотропным, следовательно, 
все возможные направления микропластического де-
формирования должны быть распределены в исходной 
конфигурации равномерно. В теории микродеформа-
ции принято, что направление течения зерна Nα связа-
но непосредственно с зерном и может изменяться при 
конечной деформации за счет поворота зерна. Для опре-
деления закона такого изменения необходимо задать 
распределение направлений в исходной конфигурации 

0Nα, тогда направление микропластического деформи-
рования Nα в текущей конфигурации определится как

0 1 0 1
e e e eN F N F , N F N F ,− −

α α α α= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ 	 (4)

где 0Nα – направление пластического деформирования 
зерна в исходной конфигурации. 

Скорость макропластической деформации поли-
кристалла по отношению к промежуточной конфигура-
ции в текущей конфигурации получается осреднением 
локальной скорости вязкопластической деформации 
по всему представительному макрообъему. В текущей 
конфигурации можем записать

n

p
1

vα α α
α=

= λ∑L N . 	 (5)

Здесь и во всех последующих формулах сумма 
распространяется только на направления активного 
микропластического деформирования. 

В предположении, что вязкопластические дефор-
мации не влияют на упругую деформацию материала, 
можем воспользоваться гипоупругими соотношения-
ми в форме

( ) ( )e e e e pW W G : D D ,∇σ ≡ σ− ⋅ σ + σ ⋅ = θ −


	 (6)
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где e
∇σ  – производная по Яуманну от тензора напря-

жений Коши, e
∇σ, в осях, вращающихся за счет упругих 

поворотов, Ge – тензор четвертого ранга (матрица 
упругой жесткости), который записывается как

e 0

1
2G g( )

2 1 2
ν = θ + ⊗ − ν 

G I i i ,	 (7)

где G0 и ν – модуль сдвига при T=0 K и коэффициент 
Пуассона, соответственно, I, i – единичные тензоры 
четвертого и второго ранга, g(0) – функция, харак-
теризующая зависимость упругого модуля сдвига от 
гомологической температуры θ ( mT / Tθ ==T/Tm, где T – тем-
пература в Кельвинах, Tm – температура плавления). 
Зависимость упругого модуля сдвига от температуры 
зададим в виде [7]:

* 1
g( ) 1 exp , 0

  θ −  θ = − θ θ θ >    θ   
,	 (8)

где *θ  – характеристическая гомологическая темпе-
ратура. 

Если воспользоваться производной по Яуманну в 
осях, вращающихся с материалом

W W,∇σ = σ− ⋅ σ + σ ⋅


	 (9)

то для разности двух производных получим

e
p pW W .∇∇σ − σ = − ⋅ σ + σ ⋅

	
(10)

Теперь на основании (6) и (10) можем записать

( ) ( )e p p pG : D D W W ,∇σ = θ − − ⋅ σ + σ ⋅ 	 (11)

а на основании (3) и (5) находим

n

p
1

p vα α α
α=

= ∑D P , 
n

p
1

p vα α α
α=

= ∑W M , 
n

1

P p vα α
α=

= ∑

 ,	 (12)

где αP  – симметричный направляющий девиатор, опре-
деляющий направление вязкопластического дефор-
мирования зерна, αM  – кососимметричный тензор, 
определяющий поворот зерна. Имеем

T( ) / 2α α α= +P N N , T( ) / 2α α α= −M N N . 	 (13)

Для описания пластического вращения восполь-
зуемся подходом [22]. В частности, применим предло-
женную им упрощенную формулу

N N
M ,

2
α α α α

α
α

ρ ⋅ − ⋅ρ
=

η
	 (14)

где αρ  – внутренние (остаточные) напряжения, связанные 
со структурой материала, которые будут описаны ниже и

( ) ( )N N : N N .α α α α α α α α αη = ρ ⋅ − ⋅ρ ρ ⋅ − ⋅ρ 	 (15)

4. 1. Локальные напряжения в зерне
Рассмотрим пластическое течение в таком диапа-

зоне температур и скоростей деформации, в котором 
диффузионная ползучесть не являются доминиру-
ющей и деформация происходит в основном за счет 

движения дислокаций. Представим девиатор тензора 
напряжения αs , действующего в зерне с номером α , в 
виде суммы двух составляющих

s .α α α= τ + ρ 	 (16)

Такое представление принято в целом ряде работ, в 
частности в [3, 5], и оно перекликается с принятыми в 
теории микродеформации представлениями. Прини-
мается, что природа тензора активных (диссипатив-
ных) напряжений ατ  связана с близкодействующими 
препятствиями, которые включают точечные дефекты, 
такие как, вакансии, включения, дислокации, пересе-
кающие плоскость скольжения, легирующие элементы 
и растворенные атомы (межузельные и замещения). 
Преодолению таких препятствий содействовать те-
пловая активация [3, 5] и в силу этого запишем

p , N ,α αα α
 τ = τ θ  


	 (17)

где ατ  – функция, определяющая зависимость на-
пряжения течения ατ  в направлении αN  от скорости 
деформации ползучести и температуры. Внутренние 
(остаточные) напряжения αρ  связаны со структурой 
материала и не могут быть преодолены за счет тепло-
вой энергии кристалла [3, 5]. Они возникают за счет 
сил сопротивления дальнодействующих препятствий, 
вызванных полями напряжений от леса дислокаций и 
границ зерен [8]. Влияние температуры на αρ  осущест-
вляется только через зависимость упругого модуля от 
температуры. В таком случае имеем

( ) ( ) ( )p , g p N .α α α ααρ θ = θ ρ 	 (18)

В результате, на основании (16) получаем локаль-
ное динамическое условие текучести в направлении Nα

( ) ( )s : N p , g p .α αα α αα
 ≤ τ θ + θ ρ  


 	 (19)

Равенство в последнем соотношении выполняется 
только для направлений активного микро–вязко–пла-
стического деформирования. 

Для формирования функции (p )α αρ  воспользуем-
ся подходом, принятым в работе [6], и зададим ско-
рость ее изменения в следующем обобщенном виде:

2 p(p ) Rp p R :α α α α α αρ = − γ ρ + D N

  ,	 (20)

где

1

4

R N N ,

R 0 N N ,

R N N ,

α α′

α α′

α α′

=
= ≠
− = −                          

и Nα′ – направление активного микропластического 
течения частицы, R1, R2, R4 – константы материала. 

При формулировке законов вязкопластического 
течения важное место занимает вопрос выбора функ-
ции ατ  термически активированных напряжений тече-
ния. В простейшем варианте можно воспользоваться 
подходом, предложенным в работах [2, 11], с использо-
ванием параметра Z p exp(Q / kT)α α α=  , где Q α – энергия 
активации зерна, k – постоянная Больцмана. Исполь-
зуя этот подход, можем записать
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0
0

0

p p exp F
(p, )

α
α

 τθ = −    θ τ θ 
  , 	 (21)

где принято 0 3 0 0 0 0R (r )p, (0)τ = − τ τ = τ

  и 3 0R ,r , 0 Q / kαθ = 
=Q / kα  – константа материала. 

Сравнительный анализ различных вариантов 
представления функции F, проведенный в работе [20], 
показал, что приемлемым является вариант, предло-
женный в работе [5]

( ) ( )m3/2F x sinh x= .	 (22)

Для замкнутости разрешающих уравнений теории 
микродеформации необходимо установить связь ло-
кальных законов микро- и макроскопического дефор-
мирования. Воспользуемся простейшими соотноше-
ниями

α α=s s ,	 (23)

которые означают, что микронапряжения αs  во всех 
зернах одинаковы и равны средним αs , тогда из (19), с 
учетом (16)–(18), находим

(p , ) : g( ) (p )α α α α ατ θ = − θ ρs N ,	 (24)

а из формул (12) и (21) получаем:

n
0

p 0
1 0

n
0

p 0
1 0

: g( ) (p )
p exp F v ,

(p, )

: g( ) (p )
p exp F v .

(p, )

α α α
α α

α=

α α α
α α

α=

 − θ ρθ = −    θ τ θ 

 − θ ρθ = −    θ τ θ 

∑

∑

s N
D N

s N
W M





	
(25)

После подстановки (25) в (11) приходим к выраже-
нию для производной по Яуманну от тензора напряже-
ний Коши ∇σ . 

5. Алгоритм расчета 

Для проведения численных расчетов в пяти-
мерном девиаторном пространстве вводится фикси-
рованный ортонормированный базис q(k), k=1..5. В 
выбранном базисе справедливы следующие разло-
жения:

( ) ( )k k(k) (k)s , α α= = ηq N qs . 	 (26)

С этим базисом, как и в работе [17], связывается 
гиперсферическая система координат. 

(1) (1) (2) (1) (2)

(3) (1) (2) (3)

(4) (1) (2) (3) (4)

(5) (1) (2) (3) (4)

cos , sin cos ,

sin sin cos ,

sin sin sin cos ,

sin sin sin sin ,

α α α α α

α α α α

α α α α α

α α α α α

ν = θ ν = θ ⋅ θ

ν = θ ⋅ θ ⋅ θ

ν = θ ⋅ θ ⋅ θ ⋅ θ

ν = θ ⋅ θ ⋅ θ ⋅ θ 	 (27)

где углы (k)
αθ  изменяются в следующих пределах

(1) 0,αθ ∈ π  , (2) 0,αθ ∈ π   , (3) 0,αθ ∈ π  , (4) 0,2αθ ∈ π  . 

Относительный объем частицы представится в 
виде

3 (1) 2 (2)
2

(3) (1) (2) (3) (4)

3
v sin sin

8
sin .

α α α

α α α α α

= θ ⋅ θ ×
π

× θ ⋅ ∆θ ⋅ ∆θ ⋅ ∆θ ⋅ ∆θ	 (28)

Для вычисления скоростей пластической деформа-
ции и вращения в общем случае необходимо проводить 
суммирование по всем четырем углам, что создает 
определенные проблемы вычислительного характера 
из–за большого объема вычислений. Однако в частных 
случаях, когда траектория нагружения имеет мень-
шую размерность, удается уменьшить объем вычисле-
ний. Так в случае одноосного растяжения необходимо 
проводить суммирование только по одному углу

n

p 2 2 3 p
11 1 1 1 22

ˆ

p p
33 11

D 2 p cos sin ,D

D D / 2,

α α α α
µ ∈Ω

≈ π θ ⋅ θ ⋅ ∆θ =

= = −

∑




	 (29)

где
(1)

110
0

0

s : g( ) (p )
p p exp F

(p, )
α α α

α

 η − θ ρθ = −    θ τ θ 
  . 

Зададим градиент деформации в виде

1 x X 2 y Y 2 z Z⊗ ⊗ ⊗= λ + λ + λF e e e e e e ,	 (30)

и, учитывая (2) и (11), приходим к системе

				                     ,p1 2
11 11

1 2

p1 2
11

1 2

2G(1 v) 2Gv 2GvD (1 2v)

2Gv 2G(1 v) 2GD

λ λ
− + = − σ −

λ λ

λ λ
+ − = −

λ λ

 



 

 	
(31)                                                      . 

Интегрируя (31), находим зависимость 11 1σ λ . 

6. Результаты расчета и их обсуждение 

На рис. 1 приведено сравнение результатов числен-
ных расчетов по теории микродеформации (сплош-
ная линия), MRK модели [11] (пунктирная линия), с 
известными экспериментальными данными [6], по-
казанными точками для различных скоростей. Рас-
четы были проведены при следующих значениях по-
стоянных материала 6

0p 10 ,=

 m 20,=  
* 0.9,θ =  0 4.42,θ =  

1R 2.41,=  2R 1.38,=  3R 4.0,=  4R 1.0,=  0,γ =  0r 137.9,=  
34.48τ = , которые были получены из соображений 

наилучшего описания диаграммы при скорости де-
формации 0.1ε = . 

Из анализа результатов, представленных на рис. 1, 
следует, что вариант теории микродеформации дает 
удовлетворительное описание экспериментальных 
данных по сравнению с известной моделью [10] при 
меньшем количестве постоянных материала. 

Полученные результаты открывают перспективы 
по использованию предложенного варианта к описа-
нию вязкопластического течения при произвольном 
нагружении. 
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Рис. 1. Сравнение теоретических результатов с 

экспериментальными данными. Сплошная линия – теория 
микродеформации, пунктирная линия – MRK модель [11], 

точки – экспериментальные данные [6]: ■ – скорость 
деформации 4000 с–1, ● – скорость деформации 0.1 с–1, 

▲ – скорость деформации 10–3 с–1

7. Выводы

В работе предложено обобщение определяющих 
соотношений теории микродеформации для описания 
вязкопластического течения при конечной деформа-
ции, в широком диапазоне скоростей деформации и 
температур. Построен алгоритм численной реализа-
ции записанных соотношений, основанный на методе 
Эйлера, в котором учтено множество направлений 
активного микропластического деформирования и 
произвольность траектории нагружения. Проведе-
но сравнение диаграмм одноосного растяжения при 
различных скоростях деформации, построенных по 
теории микродеформации, с известными эксперимен-
тальными данными и результатами теории [10]. 

Результаты сравнения показывают, что в рам-
ках предложенного варианта теории удается достичь 
удовлетворительного описания экспериментов при 
меньшем количестве постоянных материала, чем в 
упомянутых выше физических и континуальных тео-
риях, тем самым существенно упростить калибровку 
теории. 
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1. Введение

Среди вибрационных машин типа грохотов, вибро-
сит, сепараторов перспективными являются машины 
с двухчастотными возбудителями вибраций [1]. В них 
при колебаниях платформы (решета, сита и т. п.) с более 
низкой частотой выполняется основной технологиче-
ский процесс – сепарация, просеивание, очищение. Ко-
лебания с более высокой частотой обеспечивают:

1) самоочищение платформы [2];
2) изменение механических свойств обрабатывае-

мого материала для увеличения интенсивности основ-
ного процесса.

Среди вибрационных машин наиболее энергоэф-
фективны резонансные [3–5]. Так же в таких маши-

нах вибровозбудители с меньшей массой возбужда-
ют колебания платформы с большей амплитудой [6]. 
Поэтому актуально создание и совершенствование 
резонансных вибрационных машин с двухчастотными 
возбудителями вибраций. 

Наиболее полный обзор вибрационных машин с 
двухчастотными и многочастотными возбудителя-
ми вибраций проведен в работе [7], а вибровозбу-
дителей – в [8]. Рассмотренные в обзорах вибровоз-
будители имеют сложные конструкции, их трудно 
подстроить под резонансную частоту колебаний 
платформы и т. д. Поэтому актуально разработать 
новый способ возбуждения двухчастотных вибра-
ций в резонансных вибромашинах, устраняющий 
эти недостатки.


