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На основі принципу максимуму 
ентропії отриманий закон розподілу, 
який асимптотично наближається до 
степенного (гіперболічного). Виведені 
співвідношення для параметрів цього 
розподілу
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На основе принципа максимума 
энтропии, получен закон распределе-
ния, асимптотически приближающий-
ся к степенному (гиперболическому). 
Выведены соотношения для параметров 
этого распределения
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On the basis of the principle of maxi-
mum entropy, the distribution is obtained, 
asymptotically approaching a power (hyp-
erbolic). Relations are derived for the par-
ameters of this distribution

Keywords: hyperbolic distribution, 
Thipf’s law, the entropy

Введение

Как в природе, так и в сфере человеческой дея-
тельности можно увидеть множество примеров сло-
жившихся систем, где «правит» степенной (гипербо-
лический) закон распределения. Нередко он носит 
название закона Ципфа, обнаружившего его прояв-
ление в лингвистике, однако, в зависимости от сферы 
проявления варианты названия варьируются.

Так, в экономике – это закон Парето (неравномер-
ность распределения материальных благ в обществе); 
в социальной географии – закон Ауэрбаха (распреде-
ление городов по численности населения). Законом 
Бредфорда называют распределение ученых по их 
продуктивности, законом Кудрина – распределение 
типовых технических агрегатов на крупных промыш-
ленных комбинатах. Степенной вид имеют распределе-
ния размеров усталостных дефектов в металлических 
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конструкциях [1], а также распределение масштабов 
турбулентных вихрей в атмосфере [2]. И даже в таких 
далеких друг от друга областях как продажи в Интер-
нете (правило Криса Андерсона) [3], астрономия [4], 
музыка [5], педагогика [6], криминалистика [7] про-
является степенной закон. В соответствии с ним вы-
строены биоценозы в различных экосистемах.

В нашей статье [8] собран список из более десятка 
различных подходов, объясняющих данный феномен. 
Такое разнообразие теорий свидетельствует лишь о 
том, что в настоящее время не существует единой 
точки зрения на механизм формирования степенного 
(гиперболического) закона распределения.

Цель статьи

Цель настоящей статьи состоит в том, чтобы, опи-
раясь на общепринятый принцип максимума энтро-
пии, вывести соотношения, которые объясняли бы 
природу этого механизма.

Основное содержание

На наш взгляд, весьма продуктивной была бы идея 
многие самоорганизованные системы, в том числе и 
вышеперечисленные объекты, трактовать с единой 
точки зрения, а именно, с позиции того, что на множе-
стве некоторых «потребителей» распределяется не-
которое ограниченное множество «ресурсов» (рис. 1).

Рис. 1. Сложившаяся система как распределение 
«потребителей» и «ресурсов»

Рассмотрим абстрактное сообщество, состоящее из 
N объектов или субъектов, в дальнейшем – «потреби-
телей». В нем неравномерно распределено ограничен-
ное количество «ресурса» E . Каждый потребитель 
располагает своей индивидуальной долей εi  этого 
ресурса. Можно построить дискретную шкалу разбие-
ния ε  на M  равных интервалов со средними значени-
ями ε1 ,… εM . По этому признаку сообщество делится 
на M  классов, в каждом из которых содержится ni  по-
требителей, обладающих примерно равным количе-
ством индивидуальной доли ресурса εi . При таких 
обозначениях очевидны равенства:

n Ni
i

M

=
=
∑

1

, (1)

n Ei i
i

M

ε =
=
∑

1

. (2)

Можно показать, что распределение ограниченного 
ресурса в сообществе складывается не произвольно, а 
в соответствии с определенным правилом, названным 
здесь предельно гиперболическим законом распреде-
ления. Этот закон вытекает из принципа максимума 
энтропии.

Энтропийный принцип эффективен для исследо-
вания сложных трудно-формализуемых объектов. В 
его основе лежит понимание, что в процессе своего 
распределения некоторая величина стремится достичь 
наивысшей степени экспансии, и ее распределение 
приобретает наиболее вероятную из всех доступных 
форм. При этом информационная энтропия:

H p pi i
i

M

= − ⋅
=
∑ ln( )

1

, (3)

где pi −  частота исхода, достигает своего условного 
максимума. В конкретном случае этими условиями 
являются ограничения (1) и (2).

Таким образом, условный максимум энтропии вы-
ступает интегральным критерием того, что из мно-
жества возможных вариантов система реализуется 
именно в данной конфигурации. В нашей задаче это 
обуславливает некую определенную форму зависимо-
сти n fi i= ( )ε .

Однако поиск этого выражения требует правильно-
го понимания, что есть pi  в формуле (3). Здесь стоит 
обострить внимание.

 В большинстве опубликованных по данной теме 
источников, с которыми авторам удалось познако-
миться, входящая в формулу (3) частота pi , записы-
вается в виде:

p
n
Ni

i= . (4)

В этом случае искомое распределение n fi i= ( )ε  вы-
водится как следствие условного максимума энтро-
пии:

H n
n
N

n
Nn i

i i

i

M

( ) ln= − ⋅
=
∑

1

. (5)

С ограничениями (1) и (2) решение имеет извест-
ный экспоненциальный вид:

n Ci i= ⋅ − ⋅exp( )µ ε , (6)

где C  и µ  – множители, определяемые из этих 
условий.

Физический смысл данного результата состоит в 
том, что при распределении (6) «потребители» мак-
симально полно (насколько ограничения (1) и (2) это 
позволяют) заселяют все M  классов.

В настоящей статье особый акцент делается на том, 
что в процессе формирующегося распределения мак-
симальную экспансию по классам осуществляют не 
только элементы сообщества – «потребители» ni , но 
и сами «ресурсы» E ni i i= ⋅ε . Интуиция не противится 
этой точке зрения, в том числе, и при анализе приме-
ров, приведенных в начале статьи.

Так, иногда было бы даже более естественным (чем 
наоборот) полагать, что в обществе распределяется 
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капитал, по городам – население, среди турбулентных 
вихрей – энергия. Как поймем далее, это подтверждает 
и опыт, предлагая обилие примеров гиперболического 
распределения.

При такой точке зрения частота pi , входящая в 
формулу (3), принимает вид:

p
n

Ei
i i=
⋅ε

. (7)

Теперь получим распределение n fi i= ( )ε  как ре-
зультат решения задачи на условный максимум энтро-
пии, записанной в следующем виде:

H n
n

E
n

EE i
i i i i

i

M

( ) ln= −
⋅

⋅
⋅

=
∑ ε ε

1

, (8)

где в качестве условий выступают требования (1) 
и (2).

Условный экстремум функции удобно находить 
методом множителей Лагранжа. Когда в качестве та-
кой функции выступает энтропия, этот подход иногда 
называют формализмом Джейнса. Суть его состоит в 
том, что для достижения условного максимума H ni( ) , 
достаточно решить задачу нахождения безусловно-
го максимума новой функции Φ( )ni , которая, кроме 
H ni( ) , аддитивно включает уравнения связи (в нашем 
случае – это (1) и (2)), взвешенные множителями Ла-
гранжа λ  и µ :

Φ( ) ln

( ) ( )

n
n

E
n

E

n
E

N
E

n
E

i
i i i i

i

M

i i i

i

M

i

= −
⋅

⋅
⋅

+

+ ⋅ − + ⋅
⋅

−

=

=

∑

∑

ε ε

λ µ
ε

1

1

1
==
∑

1

M
. (9)

Чтобы найти такое распределение ni , при котором 
Φ( )ni  достигает экстремума, необходимо приравнять 
нулю частные производные:

∂
∂

= − ⋅
⋅

− + ⋅ + ⋅ =
Φ( )

ln
n

n E
n

E E E E
i

i

i i i i iε ε ε
λ µ

ε1
0 .

Отсюда получим распределение ni i= φ ε( ) :

n
C

i
i i

= ⋅
ε

λ
ε

exp( ) , (10)

где C E= ⋅ −exp( )µ 1 .
Физический смысл множителя λ  становится 

ясным после определения экстремума функции n fi i= ( )ε
, задаваемого формулой (10). Проще найти экстремум 
соответствующего ему непрерывного распределения 
n = φ ε( ) , которое получается при M → ∞ . Из условия 
dn
dε

= 0  следует λ ε= − * , а константа C n e= ⋅ ⋅* *ε .

Здесь e ≈ 2 7182. , а ε*, и n* − координаты точки, в ко-
торой распределение (10) достигает максимума.

В итоге искомое распределения ni i= φ ε( ) , имеет 
вид:

n
n

i

i i*

* *exp( )= ⋅ −
ε
ε

ε
ε

1 . (11)

Ниже (рис. 2) приведены ее графики.
Так как с ростом аргумента εi  влияние экспонен-

циального множителя в выражении (11) практически 
нивелируется, то оно асимптотически приближается к 
степенной (гиперболической) зависимости:

n
n e

i
i i

C
=

⋅ ⋅
=* *ε

ε ε
. (12)

Поэтому авторы предложили называть соотноше-
ние (11) предельно гиперболическим законом распреде-
ления (ПГР).

Рис. 2. Предельно гиперболический закон распределения 
(ПГР)

Заметим, что зависимость (11) может быть получе-
на и другим способом, а именно, в результате нахожде-
ния условного максимума энтропии Хартли:

S k G= ⋅ ln , (13)

где G  – статистический вес, характеризующий 
число допустимых комбинаций (микросостояний) 
внутри сообщества, k − множитель, учитывающий 
размерность. Важно, что, как и в предыдущем случае, 
результат (11) можно получить лишь, если вместо тра-
диционной записи:

G
N

ni
i

M=

=
∏

!

( )!
1

, (14)

которая тоже приводит к решению (10), предста-
вить статистический вес в виде:

G
n

n

i i
i

M

i i
i

M=
⋅

⋅

=

=

∑

∏

( )!

)!

ε

ε

1

1

. (15)

Отличие этих записей в том, что выражение (14) 
характеризует число возможных нетривиальных 
перестановок потребителей ресурса, а (15) – число 
возможных перестановок самих порций ресурса, за 
исключением количества тривиальных комбинаций 
внутри каждого класса.

Не приводя здесь подробных выкладок, заметим 
лишь, что процедура вывода остается та же, что и с 
использованием выражения (8) для энтропии H . В 
качестве дополнительного приема необходимо толь-
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ко применить известную формулу Стирлинга: 
ln( )! (ln( )n n ni i i i i i⋅ ≈ ⋅ ⋅ ⋅ −⋅ε ε ε 1 .

Примечательно, что все кривые, приведенные на 
(рис. 2.), при соответствующем выборе масштаба мо-
гут быть точно совмещены. Это означает, что функция 
предельно гиперболического распределения (11), об-
ладает свойством масштабной инвариантности. В 
силу этого она может описывать автомодельные про-
цессы, а также объекты фрактального типа.

Важно, что полученный здесь закон ПГР (11) при 
очень малых значениях параметра εi  устремляет зна-
чение ni  к нулю (рис. 2), а не в бесконечность. По-
следнее присуще для чисто гиперболического распре-
деления (12), и является, по-видимому, идеализацией 
реальности.

Авторы полагают, что все эмпирические проявле-
ния гиперболического закона распределения на самом 
деле являются фактами проявления закона ПГР (11). 
Дело в том, что отклонение от чистой гиперболы может 
быть для опыта практически не заметным в случаях, 
когда значение параметра ε* уменьшается (смотри тен-
денцию на рис. 2). Но есть примеры, когда этот эффект 
проявлен достаточно отчетливо. Например, в работе 
[1] указывается на степенной характер эмпирической 
кривой распределения усталостных дефектов в ме-
таллических элементах конструкции (рис. 3). Здесь 
максимальные количества дефектов приходятся на не-
которые характерные (не самые меньшие) размеры l* .

Рис. 3. Распределение микродефектов на поверхности 
конструкции после длительного воздействия 

знакопеременной нагрузки [9]

Наше предположение, что гиперболические рас-
пределения в чистом виде не существуют, а существу-
ют предельно гиперболические распределения (11), 
можно также отнести и к закону Парето. В самом деле, 
трудно представить реальную картину, что чисто ги-
перболический характер этого распределения мог бы 
сохраняться вплоть до наиболее малых долей ресурса 
εi . В этом случае наше общество должно было бы со-
стоять в основном из самых неимущих граждан (бом-
жей). В действительности, наиболее многочисленным 
(с числом n* ) является слой граждан с небольшим 
достатком ε* .

При анализе статистических данных часто при-
меняют ранговые распределения. Их также можно по-
лучить из приведенных выше кривых. Однако, переход 
от зависимости n fi i= ( )ε  к ранговому распределению 
n i A i( ) =  (здесь i − ранг, номер в порядке убывания 
ni ) сопровождается снижением информативности в 
силу монотонного характера ранговой кривой, в то 

время как график (11) имеет модальный вид с точкой 
максимума при ε* > 0  (рис. 2). В этом случае первому, 
самому многочисленному рангу, соответствует «по-
требитель», обладающий «ресурсом» ε* .

Строго гиперболический характер рангового рас-
пределения соответствовал бы такому виду кривой 
(рис. 2), у которой ε* = 0 . Однако, на практике он 
встречается, как правило, в «деформированном» виде. 
Классическим примером может служить модификация 
эмпирического рангового закона Ципфа, предложен-
ная Б. Мандельбротом [10]: n i A B i( ) ( )= + γ . Возмож-
но, это как раз и связано с тем, что соответствующая 
ему кривая (11) имеет максимум при ε* > 0 .

Следующий шаг посвятим выводу соотношений, 
связывающих параметры n*  и ε*  в выражении (11) с 
интегральными характеристиками системы: E , N  и 
M . Для этого подставим выражение (11) в уравнения 
связи (1), (2):

n N
i ii

M

*
* *exp( )⋅ ⋅ − =

=
∑ ε

ε
ε
ε

1
1

 (13)

n E
ii

M

* *
*exp( )ε

ε
ε

⋅ − =
=
∑ 1

1

 (14)

Для получения аналитических решений этих дис-
кретных равенств, рассмотрим их непрерывные анало-
ги (полагая, шаг дискретности ∆ε

ε
= M

M
, где εM – инди-

видуальный ресурс представителя последнего, самого 
обеспеченного, класса M ):

N n
M

d
M

≈ −∫* *
* *

*

exp( ) ( )ε
ε

ε
ε

ε
ε

ε
ε

φ

1
0

1

 (15)

E n
M

d
M

≈ −∫* *
*

*

exp( ) ( )ε
ε

ε
ε

ε
ε

φ
2

0

1

1  (16)

Здесь φ
ε
ε

= *

M

 (17)

Точные значения [9] этих определенных интегра-
лов соответственно равны:

I d Ei1
0

1

( ) exp( ) ( ) ( )* *

*

φ
ε
ε

ε
ε

ε
ε

φ
φ

= − = − −∫  (18)

I d I
e

2
0

1

1( ) exp( ) ( ) ( )*

*

φ
ε
ε

ε
ε

φ
φ

φ φ

= − = − +∫
−

, (19)

где Ei( )⋅ – интегральная показательная функция.
Между прочим, к необходимому нам выражению 

(19) можно также прийти, если к интегралам (15), (16) 
применить метод интегрирования по частям.

Как показали расчеты, во всем диапазоне 1≤ ≤i M  
замена дискретных сумм (13), (14) на интегралы (16), 
(17) приводит к погрешности, не превышающей 0 5. % .

Выражения (13) и (14) после этого можно записать 
в виде:

N M e n I= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅* ( )φ φ1 , (20)
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E M e n e I= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅−
* * ( ( ))ε φ φφ

1 . (21)

Отсюда получим:

ε
φ

φ*

( )
( )

= ⋅
−

E
N

F
F1

, (22)

n e
E
M

e
F* * ( )

⋅ ⋅ = ⋅
−

ε
φ

φ

1 , (23) 

где

F e I( ) ( )φ φ φ φ= ⋅ ⋅ 1 . (24)

Из (22) выражается зависимость для εM – конеч-
ного значения шкалы вариации εi . Это есть величина 
индивидуальной доли ресурса представителя самого 
обеспеченного класса:

ε
φ

φ φM

E
N

F
F

= ⋅
⋅ −

( )
( ( ))1

. (25)

В этих формулах наряду с исходными величина-
ми E , N  и M  остается один неизвестный параметр 
φ ε ε= * M . А так как 0 ≤ ≤ε ε* M , то теоретически он 
может варьироваться в диапазоне: 0 1≤ ≤φ . С учетом 
выражений (19), (22) – (24), распределение (11) при-
мет вид:

n
N M

E N
F

e

E N F
F

i

i

i= ⋅
−

⋅
− −⋅

ε φ

φ
ε

φ
φ1

1

1

( )

( )
( ) . (26)

Величины E N  и N M  – есть соответственно 
среднее значение индивидуальной доли ресурса и 
среднее значение заселенности класса.

По формуле (26) для различных значений пара-
метра φ  построены кривые (рис. 4а). Каждый из этих 
графиков обрывается при достижении ε εi M= . Зави-
симость ε φM f= ( ) , рассчитанная по формуле (25), при-
ведена на (рис. 4б).

Из рисунка (а) видно, что в случае, когда параметр 
φ  стремится к нулю, кривая все более напоминает чи-

стую гиперболу. Это также вытекает из формулы (23), 

где при φ → 0  правая часть становится равной 
E
M

. Та-

ким образом, при φ → 0 , предельно-гиперболическое 

распределение (11) превращается в чисто гиперболи-
ческое выражение вида:

n
E M

i
i

=
ε

.

Из (17) и (22) видно, что это происходит при стрем-
лении к нулю среднего значения индивидуальной 
доли ресурса E N , то есть при неограниченном числе 
«потребителей» N .

Неопределенность параметра φ  связана с произ-
волом выбора величины εM  как конечного значения 
шкалы вариации εi . Понятно, что на практике εM как 
доля представителя самого «обеспеченного» класса 
формируется не произвольно. Чтобы определить эту 
величину, условий (1), (2) недостаточно. Необходимы 
дополнительные соображения.

Вернемся к рассуждениям, предшествовавшим 
формуле (7) где был сформулирован главный тезис 
статьи, который и позволил в итоге получить выраже-
ние (11). Нами была предложена идея – рассматри-
вать всякую сложившуюся систему (сообщество) как 
результат распределения по классам неких конечных 
множеств «потребителей» и «ресурсов».

Как второй тезис, эти распределения осуществля-
ются при стремлении их к максимальной экспансии, 
дозволенной рамками имеющихся ограничений. Такая 
тенденция обусловлена внутренними «статистически-
ми силами», толкающими систему к наиболее вероят-
ной конфигурации, а значит, к максимуму энтропии. 
Говоря о взаимном распределении «потребителей» и 
«ресурсов», следует понимать, что стремление к мак-
симально полному заселению всех M классов (следо-
вательно, стремление к максимуму энтропии) испы-
тывают оба эти множества.

Однако, предшествующие выкладки, получены 
нами, исходя из требования условного максимума 
только (8) – энтропии для «ресурсов» H nE i( ) . Для 
полного решения задачи (что, очевидно, позволит 
определить недостающий параметр φ ) необходимо 
добавить еще одно условие – требование максимума 

энтропии H nn i( ) рас-
пределения множества 
«потребителей» (5).

О с у щ е с т в и м э т и 
действи я, несколько 
п р е о бр а з ов а в вы р а-
жение (26). С учетом 
(22) выразим аргумент
εi как:

ε ε
ε ε

φ

φ
φ

φ

i

M

i

i
M

i
M

i
M

E
N

F
F

= ⋅ =

= ⋅ = ⋅
⋅

=

= ⋅
⋅

⋅ ⋅
−

∆

*

( )
( )

.
1

1

Тогда (26) примет 
вид:

а)                                                                       б)
Рис. 4. Влияние параметра φ : (а) – на распределение 

n
N M

i  (формула (26));

(б) – на величину εM (формула (25))
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n
N i F

e

M
ii = ⋅ ⋅

⋅ −1 1φ
φ

φ

( )

( )
 (27)

К слову сказать, несмотря на схожесть, выражение 
(27) нельзя считать ранговым распределением, так 
как соответствующая этому выражению кривая име-
ет немонотонный характер с локальным максимумом 
при i* ≠ 0 . Это всего лишь – порядковое распределе-
ние.

Если зависимость (27) подставить в формулу (5), 
получим выражение для вычисления энтропии рас-
пределения «потребителей»:

H
e

F i
e

e
F i

en

M
M

M

i
i

i= −
⋅

⋅ ⋅ ⋅
⋅

⋅ ⋅
−

⋅
−

⋅

=
∑φ φ

φ
φ φ

φ

φ φ

( )
ln(

( )
)

1 1

1

. (28)

Ее график приведен на рисунке (рис. 5). Расчет по-
казывает, что найденное значение φextr ≈ 0 22. как мак-
симум Hn , практически не чувствительно к изменению 
количества классов M .

Рис. 5. Определение параметра φextr

В итоге выражение для закона ПГР (11) можно за-
писать в виде:

n
E M

e
E N

i
i

i≈
⋅

⋅
− ⋅

1 78
0 45

.
.

ε
ε  (29)

Его параметрами являются только исходные вели-
чины: E , N  и M .

Выводы

Распределения, подчиняющиеся степенному (ги-
перболическому) закону, характерны для обширного 
круга природных и социальных явлений. Всякую 
сложную систему, которой свойственен подобный 
тип распределения, можно представить как множе-
ство «потребителей», на котором распределены эле-
менты множества «ресурсов».

Требование условного максимума энтропии «ре-
сурсов», позволяет получить соотношение (11), на-
званное здесь предельно гиперболическим законом 
распределения (ПГР), а также – выражения для его 
параметров (22) – (25).

При увеличении аргумента εi , функция (11), 
описывающая закон ПГР, асимптотически быстро 
приближается к чисто гиперболическому виду, это 
и оправдывает ее название. Кривая ПГР обладает 
свойством масштабной инвариантности.

Авторы предполагают, что именно предельно ги-
перболический закон обладает универсальностью 
проявления, а не гиперболический. Отклонение от 
чистой гиперболы может быть для опыта практиче-
ски не заметным в случаях, когда значение параме-
тра ε* достаточно мало.

Литература

1. Ботвина, Л. Р., Автомодельность накопления повреждаемости [Текст] / Л. Р. Ботвина, Г. И. Баренблатт // Проблемы проч-

ности. – 1985. – №12. – С. 17–24.

2. Голицин, Г. С., Функции распределения вероятностей для циклонов и антициклонов [Текст] / Г. С. Голицин, И. И. Мохов, М. 

Г. Акперов, М. Ю. Бардин // Докл. РАН. – 2007. – Т. 413, №2. – С. 254–256.

3. Андерсен, К. Длинный хвост. Новая модель ведения бизнеса [Текст] : пер. с англ. – М. : Вершина, 2008. – 272 с.

4. Хайбуллов, Р. А., . Ранговый анализ космических систем [Текст] / Р. А. Хайбуллов // Известия главной астрономической 

обсерватории в Пулкове. – 2009. – Вып.3, №219. – С. 95–104.

5. Орлов, Ю. К., Невидимая гармония [Текст] / Ю. К. Орлов // Число и мисль. – 1980. – Вып.3. – С. 70–105.

6. Гурина, Р. В., Ранговый анализ педагогических систем (ценологический подход). Методические рекомендации для работни-

ков образования. [Текст] / Р. В. Гурина. – М. : Технетика, 2006. – 40 с.

7. Никитина, Е. Ю. Применение математических методов при исследовании криминологических данных (на примере Японии). 

Россия и АТР [Текст] / Е. Ю. Никитина, М. А. Гузев. – 2009. №2, – С. 77–85.

8. Делас, Н. И. Негауссово распределение как свойство сложных систем, организованных по типу ценозов [Текст] / Н. И. Делас, 

В. А. Касьянов // Восточно-евроропейский журнал передовых технологий. – 2012. – №3/4. – С. 27–32.

9. Интернет – ресурс: www.wolframalpha.com.

10.  Мандельброт, Б. Фракталы, случай и финансы [Текст] / Б. Мандельброт. – Москва-Ижевск: НИЦ «Регулярная и хаотичная 

динамика», 2004. – 256 с.


