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Побудовано математичну модель 
мембрани клітини на основі представ-
лення природних складок мембрани – 
мікровілей у вигляді опукло-увігнутих 
утворень, що чергуються, на поверх-
ні сфери. Обчислене поверхнево-об’єм-
не відношення модельної клітини та 
гладкої сфери
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П о с т р о е н а  м а т е м а т и ч е с к а я 
модель мембраны клетки на основе 
представления естественных скла-
док мембраны – микровиллей в виде 
чередующихся выпукло-вогнутых 
образований на поверхности сферы. 
Вычислено поверхностно-объемное 
отношение модельной клетки и глад-
кой сферы

Ключевые слова: математиче-
ская модель, микровилли, мембрана, 
поверхностно-объемное отношение

Mathematical model of cell membrane 
on basis of presentation of natural memb-
rane folds is built – microvilli as the alter-
nated protuberant-concave formations on 
the surface of sphere designing a cell. The 
surface-volume ratio of model cell and 
smooth sphere is calculated

Keywords: mathematical model, micr-
ovilli, membrane, surface-volume ratio

Введение

Необходимость математического моделирования 
мембраны обусловлена тесной связью простран-
ственной структуры клетки с ее электрическими 
свойствами, в частности, проводимостью, в основе 
которой лежит явление электропорации мембраны 
[1-3].

Поэтому важно сформулировать основные гео-
метрические свойства клетки и мембраны, как объ-
ектов математического моделирования, что позволит 
вычислить не только значения объема и поверхности 
клетки, но также и производную от них величину, 
используемую в клеточной биотехнологии - поверх-
ностно-объемное отношение [4]. Эта величина харак-
теризует поведение клетки в растворах с различной 
осмотической концентрацией веществ и непосред-
ственно связана с электрическими свойствами мем-
браны и проводимостью клетки в процессе электро-
порации [3,5,6].

Постановка задачи

Строение мембран большинства клеток млекопи-
тающих характерно наличием многочисленных ми-
кронеровностей в виде микроскладок, называемых 
микровилли [7]. При воздействии осмотических и 
других факторов раствора на клетку происходит уве-
личение ее объема за счет распрямления участков 
мембран, скрытых или собранных в микровилли [5,7]. 
При полном распрямлении микровиллей клетка до-
стигает предельного объема, а при дальнейшем сни-
жении осмотической концентрации почти сразу же 
лизирует из-за незначительной (3-4%) способности 
мембраны к растяжению [8]. Следовательно, такое по-
ведение мембраны, благодаря наличию микровиллей, 
дает возможность объяснить проводящие свойства 
клетки, находящейся в растворах с различной осмоти-
ческой концентрацией при электропорации [5]. Пред-
ставленная особенность строения мембраны позволя-
ет предложить упрощенную математическую модель 
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клетки в виде сферы, поверхность которой образует 
множество периодических чашеобразных впадин и 
выступов. Более наглядным представлением модели 
может служить двумерный вариант – условная окруж-
ность на плоскости, причем, “микровилли” мембраны 
образованы синусоидоподобной кривой, равномерно 
натянутой на эту окружность, рис. 1,а.

а)                                                      б)
Рис. 1. а) схематическое двумерное изображение 
микровиллей мембраны, б) участок мембраны с 

расположением радиус-векторов окружности и клетки, 
микровилли и нормали к ним

Построение и расчет параметров математической 
модели

Как показано в предыдущих работах [2,5,6], изме-
нение осмотической концентрации раствора приводит 
к изменению проводимости клетки вследствие изме-
нения ее геометрии. При этом микровилли, сохраняя 
свое количество, могут растягиваться или сжиматься 
при изменении объема клетки, что означает соот-
ветствующее изменение “периода” моделирующей их 
синусоидоподобной кривой. В этих условиях общий 
объем сферической клетки будет изменяться с учетом 
объема микровиллей, что можно записать в виде:

V V Vсф= ± µ , (1)

где: Vсф - объем сферической клетки, Vµ - объем 
микровиллей, а знак + или – означает направление 
процесса, т.е. растяжение или сжатие клетки соответ-
ственно. Предположив равнозначность процессов сжа-
тия-растяжения, выберем для определенности знак + в 
выражении (1).

Рассмотрим изменение радиуса клетки, как ра-
диус-вектора, начало которого находится в центре 
окружности, а конец описывает синусоидоподобную 
кривую (вдоль микровиллей), рис. 1,б. На рис. 1,б пока-
зана часть окружности с микровиллями, нормалью к 
их поверхности, радиус-векторы окружности r x y



( , )  и 
клетки p x y



,( ) , а также функция w x y( , )  его изменения 
за счет микровиллей. Следовательно, можно запи-
сать этот процесс, как суммирование радиус-вектора 
окружности с вектор-функцией изменения радиуса 
клетки за счет микровиллей:

p x y r x y w x y n
  

, , ,( ) = ( )+ ( ) , (2)

где: n
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Используя выражение (2) и вводя преобразование 
координат, можно записать выражение для общего 
объема V клетки:
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Из соотношения (2) и условия коллинеарности (3) 
следует:
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Подставляя соотношение (5) в (4), получаем:
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θ φ θ φ∫ ∫ ∫ ∫( ) = +( )p u v d d R w d d,  (6)

Проводя вычисление интеграла (6), выделяем из 
него объем сферы и микровиллей, соответственно:

R w d d V w u v d dсф+( ) = + ( )∫∫ ∫∫
00

2

00

2ππ ππ

θ φ θ φ,  (7)

Вычислим теперь интегральное выражение для 
объема микровиллей в правой части соотношения (7), 
рассмотрев поверхность одной микровилли. Для этого 
введем геометрические соотношения: 

u h

v h
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= +
= +
=
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π , (8)

где h1  и h2 - некоторые сдвиги вдоль микровил-
лей.

Проводя алгебраические преобразования соотно-
шений (8), получаем соотношения для углов, которые 
подставляем в выражение для функции u :
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Функция поверхности микровилли есть: w w u v= ( ),  
и, подставляя полученные геометрические соотноше-
ния (9) в эту функцию в записи (8), получаем:

w
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−
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2
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Подставляя полученную функцию поверхности 
микровилли (10) в правую часть (7) на место под-
ынтегрального выражения, получаем выражение для 
объема всех микровиллей:
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Следует заметить, что в полученном выражении 
(11) в неявном виде содержится множитель объема 
сферы R3 3  (см. ф.(4)), который можно при дальней-
ших вычислениях вынести за знак интеграла, как 
константу. Приступая к вычислению интеграла (11), 
воспользуемся основным тригонометрическим тожде-
ством: sin cos2 2 1x x+ ≡ , откуда можно определить, что:

sin arcctgx
x

=
+
1

1 2  (12)

Подставляя соотношение (12) в выражение (11), 
получаем:
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Далее проводим алгебраические преобразования 
подынтегрального выражения (13) под знаком косину-
са и получаем следующее:
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Подставляя полученное выражение для косинуса 
(14) в (13), получаем:

V
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И, наконец, подставляя полученное соотношение 
(15) в (7), получаем окончательно закон изменения 
общего объема сферической клетки с учетом объема 
микровиллей:
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Используя соотношения (8), вычисляем объем ми-
кровиллей:
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Следовательно, общий объем клетки с учетом ми-
кровиллей равен:

V R
R R

= + = +( )4
3

2
3

2
3

23
2 3 3

π
π π

π  (18)

Рассчитаем теперь поверхность клетки в рамках 
принятой модели. Площадь одной микровилли опре-
деляется, как:

S r dr r bi
b

b

µ

π
π

π π π= = =∫2
0

2

0

3 2 , (19)

где: r  - полуширина микровилли в самой широкой 
части, b  - ее высота (см. рис. 1б). Количество микро-
виллей K можно вычислить следующим образом:

K
S

S
R
b

R
b

сф
i= = =
µ

π
π π
4 42

3 2

2

2 2
 (20)

Формула (20) показывает, сколько уместится ми-
кровиллей на поверхности сферы. Общая площадь 
всех микровиллей, умещающихся на поверхности 
гладкой сферы, используя (19) и (20), равна:

S
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b

b Ri
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µ π
π π

=
∑ =
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2

2 2
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4  (21)

Общая площадь поверхности сферы, включая ми-
кровилли:

S S S R R Rсф
i

i

K

= + = + =
=
∑ µ π π π

1

2 2 24 4 8  (22)

Получив выражения для общего объема (18) и 
поверхности (22) модельной клетки, вычислим по-
верхностно-объемное отношение с учетом микро-
виллей:
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Если поверхность микровиллей не учитывать, то 
поверхностно-объемное отношение приобретает вид 
отношения для гладкой сферы:

S
V

R

R R
= =

4
4
3

32

3

π

π
 (24)

Сравнивая полученное отношение с учетом микро-
виллей (23) с отношением без учета таковых (24), 
замечаем, что первая величина может изменяться при-
мерно в полтора раза медленнее, чем вторая. Отсюда 
следует, что скорость изменения величины S V с уче-
том микровиллей по формуле (23) будет существенно 
различаться, например, для одно- и двухклеточных 
эмбрионов, чем в случае отношения для простой глад-
кой сферы.

Представленная математическая модель микро-
вилли и клетки позволяет объяснить эксперименталь-
но обнаруженное ранее по проводимости в импульсном 
электрическом поле пересечение кривых напряженно-
сти электропробоя ооцитов и двухклеточных эмбрио-
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нов в определенной точке концентрации раствора [5] 
именно за счет более медленного изменения величины 
S V  у эмбрионов с ростом осмотической концентра-
ции раствора, чем если бы это происходило без учета 
микровиллей.

Вывод

Построенная математическая модель клетки с ми-
кровиллями и вычисленное на ее основе поверхност-
но-объемное отношение адекватны опыту.
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У статі показані етапи створення каркасної 
моделі тривимірного об’єкту. Вказані стандар-
тні методи, що містять помилкові геометрич-
ні елементи в каркасно-полігональних моделях. 
Проаналізовані зовнішня і внутрішня структура 
об’єкту за допомогою проекцій

Ключові слова: каркасна модель, помилкові 
геометричні елементи

В статье показаны этапы создания каркас-
ной модели трехмерного объекта. Указаны стан-
дартные методы, содержащие ложные геоме-
трические элементы в каркасно-полигональных 
моделях. Проанализированы внешняя и внутрен-
няя структура объекта с помощью проекций

Ключевые слова: каркасная модель, ложные 
геометрические элементы

In the article the stages of creation of framew-
ork model of three-dimensional object are shown. 
Standard methods, containing false geometrical ele-
ments in frane-polygonal models, are indicated. The 
external and internal structure of object by projectio-
ns are analyzed

Keywords: framework model, false geometrical 
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В настоящее время обратимая модель несет пол-
ную информацию об объекте, поэтому несложные объ-
екты, проекции которых не содержат геометрических 

элементов, сложнее, чем отрезок или дуга окружности, 
могут быть восстановлены с помощью стандартных 
методов автоматического моделирования[1].
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