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Розробка нових телекомунікаційних 
систем вимагає проведення експертизи яко-
сті функціювання перспективних телекому-
нікаційних систем. Процес експертизи нами 
був спрямований на формування експертних 
оцінок, заснованих, наприклад, на аналізі 
використання апарату ланцюгів Маркова
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Разработка новых телекоммуникацион-
ных систем нуждается в осуществлении экс-
пертизы качества функционирования пер-
спективных телекоммуникационных систем. 
Процесс экспертизы должен быть направлен 
на формирование экспертных оценок, осно-
ванных, например, на анализе использования 
аппарата цепей Маркова
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Development of new telecommunication sys-
tems needs a quality examination of functioning 
existent and perspective telecommunication sys-
tems. The process of examination should be dire-
cted on forming the expert assessment, based on 
the analysis of the Markov chain set
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Введення. Постановка завдання і аналіз літератури

Більшість су часних телекомунікаційних си-
стем (ТКС) є мультисервісними і гетерогенними 
системами [1 – 5], розробка яких вимагає постійного 
осмислення тенденцій їх розвитку, напрямів вдо-
сконалення технологій їх побудови. Це можливо з 
використанням достатньо адекватних моделей про-
цесів функціонування телекомунікаційних систем 
спеціального призначення (ТКС СП).

Основним недоліком моделей ТКС СП в рамках 
теорії масового обслуговування, обмежуючих вико-
ристання СМО для вирішення завдань формування 
експертних оцінок показників якості проектованої 
системи, є їх недостатня розвиненість з точки зору 
можливості урахування реальної динаміки зміни 
стану (значень показників якості) ТКС СП.

Представлення моделей процесу функціонування 
ТКС СП в термінах теорії марковських процесів і 
змінних стану дозволяє адекватно описати динаміку 
функціонування модельованої системи, але є менш 
«офізиченними», тобто володіють більш високим 
рівнем абстрактності в порівнянні з СМО. У зв’язку 
з цим актуальним можна вважати синтез моделі 

функціювання перспективної ТКС СП, що поєднує 
позитивні аспекти розглянутих підходів.

Метою даної статті є рішення актуальної задачі 
побудови математичної моделі функціонування іс-
нуючих та перспективних ТКС які об’єднують різні 
підходи до опису цих мереж.

1. Модель процесу «народження та загибелі» в 
термінах змінних станів

Якщо під станом ТКС СП розуміти кількість 
пакетів інформації η (к), що знаходяться в системі 
в кожен момент часу в черзі і на обслуговуванні, то 
основною особливістю процесу функціонування па-
кетної мережі ТКС СП буде його дискретність як за 
часом, так і за станом.

Такого роду процеси досить коректно можуть 
бути апроксимовані апаратом ланцюгів Маркова, 
зокрема дискретним варіантом відомого процесу 
«народження і загибелі» [10].

В цьому випадку інтенсивності p зміни стану ме-
режі типу µ / µ / n / N в множині М = {m}, n + N, де 
n - число, наприклад, субкадрів в циклі, а N - макси-
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мальна кількість пакетів в черзі до ресурсу, можуть 
бути представлені в наступному вигляді:
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В цьому випадку, беручи до уваги вираз 

A k B k k u k A k Г k kT+( ) = + +1 1( , , ( )) ( ) ( ) ( )ν

та враховуючи взаємозв’язок інтенсивностей пе-
реходу процесу зі стану η (к) в стан p з елемента-
ми матриці однокрокових перехідних ймовірностей 
(ОПЙ)

B k k u x p T B p Tml ml mm mm( , , ( )) ,+ = = +1 1

спостерігається реальний взаємозв’язок рівнян-
ня стану ТКС СП з параметрами системи на основі 
врахування особливостей ймовірнісно-часового ме-
ханізму зміни її стану.

При цьому матриця ОПЙ, враховуючи особливо-
сті процесу «народження і загибелі», набуває «стріч-
кову» структуру:
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де K = (k+1,k,u).
Аналізуючи висловлювання (1) - (4), неважко 

простежити взаємозв’язок процесу функціонуван-
ня проектованої ТКС СП з параметрами структури 
мережі, при цьому характер переходу структури зі 
стану в стан носить випадковий стрибкоподібний 
характер, що залежить як від навантаження, так і від 
кількості вільних тимчасових слотів в системі обслу-
говування мережі, кількості місць для очікування 
початку обслуговування і т.д.

Враховуючи особливості представленої моделі, 
можна припустити, що процес зміни стану структури 
(її індексу) ТКС СП з необхідним ступенем адекват-
ності аналогічним чином може бути представлений 
умовним марковським ланцюгом з чотирма станами 
[1].

В цьому випадку виникає задача прогнозування 
індикатора стану структури для своєчасного перера-
хунку елементів матриці ОПЙ відповідно до одного з 
виразів (1) - (4).

Загальна модель функціонування перспективної 
ТКС СП з екстраполяцією індексу структури систе-
ми представлена на рис. 1.

В цьому випадку структурна схема ФФ повинна 
бути доповнена і може бути представлена в загальному 
вигляді так, як зображено на рис. 2

Рис. 2. Структурна схема пристрою формування-
екстраполяції значень стану ТКС СП

де БОМ управляється екстраполятор з фіксованим 
попередженням (ЕФП).

Екстраполяція індикатора індексу структури 
здійснюється відповідно до правила [7].

� �� � �
A A k B k T k k A kcтp ф

T
ф( ( )) (( ) ) , (( )) ( )+ = + +1 1 ψ  (6)

При цьому, якщо передбачене значення індикато-
рів відповідає переходу системи на наступну ділянку 
простору станів, що визначається відповідно до одно-
го з виразів (1) - (4), здійснюється перерахунок зна-
чень елементів матриці ОПЙ. Екстраполяція значень 
індикатора стану ТКС СП здійснюється при постій-
ному контролі значень апріорної дисперсії екстра-
поляції. Елементи матриці дисперсії визначаються 
в блоці обчислення дисперсії (БОД) відповідно з 
виразом [7]
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та визначають значення фіксованого 
попередження екстраполяції відповідно 
до вимог експерта до точності моделюван-
ня, визначаючим настройку порогового 
пристрою(ПП).

Таким чином, на основі розробленої 
моделі процесу функціонування перспек-
тивної ТКС СП можливий облік динаміки 
і дискретності реально протікаючих в них 
процесів. Крім того, розроблена модель Рис. 1. Загальна схема процесу екстраполяції стану ТКС СП
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чутлива до параметрів трафіку і структури проек-
тованої ТКС СП, що дозволить ЕТ ТКС формувати 
об’єктивні оціночні значення ПК системи на багато-
варіантній основі.

2. Стійкість моделювання процесу функціонування 
перспективної ТКС

При прийнятому нами підході до моделювання 
процесу функціонування перспективних ТКС СП, 
стан модельованої системи визначається вектором, що 
включає в себе фазові координати і індекс структури.

Динаміка зміни значень індикаторів станів ві-
дображає особливості дискретних як за часом, так 
і станом процесів реально протікаючих в сучасних 
цифрових інфотелекомунікаційних системах з фік-
сованими довжинами повідомлень, що передаються 
в строго певні інтервали часу. Разом з тим адекват-
ність процесної моделі визначається, в тому числі, і 
її стійкістю.

Розуміючи під стійкістю властивість моделі 
функціонування ТКС СП зберігати значення цільо-
вої функції в заданих межах протягом дії прийнятого 
керуючого впливу, скористаємося другим методом 
Ляпунова для формулювання імовірнісного аналога 
умов асимптотичної стійкості процесу моделювання 
при марківському його описі.

В роботах [7, 8], присвячених аналізу стійкості 
відповідно до другого методу Ляпунова, сформульо-
вані достатні умови асимптотичної стійкості у «ве-
ликому», які для моделі представленої в [8] можуть 
бути інтерпретовані таким чином.

Нехай ε - відкрита околиця початку координат, 
яка обмежена сферою радіуса r, тобто 



x ∈ε  тягне за 
собою 



x r≤ . Нехай функція W така, що

W x r для вcix x Rn( )
� �< ∈  (8)

А також є функцією Ляпунова, такою що dW/dt не-
гативно визначена на Rn.

Припустимо, що W x пpи x( )
� �→ ∞ → ∞ . Тоді початок 

координат є глобальною асимптотично стійкою крап-
кой.

Для лінійної системи:

dx
dt

Ax t


= ( )  (9)

Функція Ляпунова виду

W x x PxT( )
  = , (10)

де P - симетрична, позитивно певна матриця, умо-
ви глобальної асимптотичної стійкості виконуються, 
якщо матриця

Q A P PAT= − −  (11)

є позитивно визначеною. Функцію Ляпунова для 
нелінійних систем, представимо сукупністю лінійної 
системи і безінерційною нелінійної ланки з харак-
теристикою x = ϕ (σ). Вона може бути побудована у 
вигляді

W x W x b dл( ) ( ) ( )= + ∫ ϕ ς ς
σ

0
, (12)

де лінійна частина функції W xл( )  визначається з 
виразу (10).

Реалізований імовірнісний підхід до моделювання 
ТКС СП, а також складність опису динаміки зміни 
станів моделі системи обумовлюють неможливість 
безпосереднього застосування умов глобальної стій-
кості для аналізу процесу функціонування ТКС СП. В 
цьому випадку необхідно отримати аналог класичних 
умов стійкості детермінованих систем для імовірнісно-
го випадку (для випадку опису детермінованих систем 
за допомогою керованого ланцюга Маркова). З цією 
метою розглянемо ряд достатніх умов обмеженості за 
ймовірністю (стійкості) керованого ланцюга Маркова 
(при діючому в ІТС керуючому впливі).

Нехай ланцюг Маркова задовольняє наступним 
вимогам [5, 9]:

1) на бе з ліч і ста ні в ла н цюга Z існ ує єд и-
на підмножина С, для якої виконується умова 
P Z Z C Z C; \ ,{ } = ∈0 , тобто існує одна мініма льна 
інваріантна множина станів;

2) на безлічі С ланцюг є ергодичним, тобто у нього 
існує limn nP Z E C→∞ ∈ ⊂{ } ;

3) безліч С складається з  непересічних підмножин 
(циклічних підкласів) c c c c i j U c CD i j i i1,..., , , ,∩ = ≠ =ш , 
таких, що P Z ci,{ } = 1  при всіх Z c∈ −1 1  для всіх 
i j d 8 z C, ≤ ∈   існують фінальні ймовірності

lim |n nd j i j iP Z E c z z c→∞ + − ∈ ⊂ = ∈{ }0 ,

4) для будь-якої обмеженої замкнутої множини К з 
Z справедливо limn nP Z K→∞ ∈{ } = 0   зокрема для будь-
якого  виконується рівняння  limn nP Z K→∞ ∈{ } = 0 .

Всі перераховані вимоги (умови) визначають 
один з можливих варіантів (типів) поведінки лан-
цюга Маркова, на основі якої описана динаміка змі-
ни станів ТКС СП. Достатні умови обмеженості за 
ймовірністю (стійкості) послідовності визначаються 
наступним чином.

Якщо для ланцюга Маркова з простором станів 
z виконані вимоги 1-4 і на безлічі Z задана функція 
W(z) така, що виконуються умови:

1) 0 ≤ < ∞ ∈W z z Z( ) ,

2) Існує функція  ∆( )z , для якої

M W W z z z Zz − ≤ ∈( ) ( ),∆ ; (13)

sup ( ) ,∆ ∆ ∆z = < ∞ ≥+ + 0 ; (14)

− = <−
∈∆ ∆sup ( ) ,z Z z 0  (15)

починаючи з деякого r G zr r0 0≥ =→∞(lim ) , при 
будь-якому z Z∈  послідовність  zn{ }  обмежена по 
ймовірності. Причому процес zn{ } , обмежений за 
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ймовірністю, якщо для будь-якого ε > 0 існує таке 
обмежене безліч Eε∈Z, що P Z En ∈{ } ≥ −ε ε1 при будь-
якому n ≥ 0.

Разом з тим достатньою для практики умовою 

коректності результатів моделювання є контроль ви-

конання умови ∏ ≤ 1.

Відкритими залишаються питання оптимізації 
(з урахуванням вимог до допустимої похибки управ-
ління): а) кількості градацій змінних стану; б) ве-
личини приростів змінних стану; в) тимчасового 
інтервалу дискретизації простору станів модельо-
ваної ТКС.

Якщо відома допустима похибка значення крите-
рію оптимальності ∆I k Y Y ui тр( , , , )

� � �
керуючого впливу, то 

відповідна градація значення може бути визначена (у 
загальному випадку) на основі функцій чутливості [6] 
з виразу

∆ ∆I t Y Y u F t Y Y u yi tp jj

m
i тp i( , , , ) ( , , , )

�� �� �� �� �� ��
≥

=∑ 0
, (16)

де F
I

yj
j

i

( )
( )

⋅ =
∂ ⋅
∂

– коефіцієнт чутливості 1-го порядку 

j-й компоненти i-го вектора станів ТКС.
Знаючи допустимі градації ∆yi, на основі теорії 

екстраполяції випадкових процесів [10, 11] можна виз-
начити необхідні інтервали дискретизації

∆ ∆y x t x t ei i i
l ti i= − −

 ( ) ( ) , (17)

де li - ширина спектру флуктуацій компонент век-
тора 



x ti( ) , x ti( ) — оціночне значення i-го елемента 
вектора 



x  на момент часу t.
Крім того, враховуючи тип аналізованої нами моде-

лі системи масового обслуговування, інтервал кореля-
ції може бути визначений з виразу

K t e
x кop x

tкop� �( )
( )/= − +σ µ λ2 , (18)

де σ
λµ

µ λ


x

n2
2=

+( )
 - дисперсія процесу 



x  (тобто на 

краях інтервалу кореляції значення функції кореляції 

буде прагнути до 1/е).
Слід зазначити, що при визначенні інтервалу дис-

кретизації з виразів (16) - (17) з метою збільшення 
ступеня адекватності процесу моделювання значення 
інтервалу дискретизації необхідно вибирати багато 
меншим значення інтервалу ∆ ∆t tдискp кop<< кореляції , 
як правило, ∆ ∆t tдискp кop≈ ( , ... , ).0 01 0 1

Висновки

У даній статті приведені результати теоретичних 
досліджень побудови екстраполюючих моделей про-
цесу функціонування ТКС. Побудову моделі було 
проведено з використанням апарата ланцюгів Мар-
кова, зокрема дискретним варіантом відомого про-
цесу «народження і загибелі». 

Була створена загальна модель функціонування 
перспективної ТКС СП з екстраполяцієй індексу 
структури системи.

Аналіз запропонованої моделі продемонстрував 
що розроблена модель чутлива до параметрів тра-
фіку та структури проектованої ТКС СП, що дозво-
лить ТКС формувати об’єктивні оціночні значення 
ПК системи на багатоваріантній основі. Проведено 
перевірку запропонованої моделі на стійкість за Ля-
пуновим та встановлено що модель є коректною, при 
виконанні умови ∏ ≤ 1.

Також встановлено що при визначені інтервалу 
дискретизації з виразів (16) - (17) з метою збіль-
шення ступеня адекватності процесу моделювання 
значення інтервалу дискретизації необхідно виби-
рати багато меншим значення інтервалу кореляції, 
як правило, ∆ ∆t tдискp кop≈ ( , ... , ).0 01 0 1
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