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Розроблено математичну модель роз-
рахунку складної еліпсоподібної траєкто-
рії маніпулятора на основі систем рівнянь 
Лагранжа
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1. Введение

Применение роботов вызвано не только повышени-
ем эффективности производства, но и обеспечением 
жизнедеятельности человека (исключение работы пер-
сонала в агрессивных средах и т.п.). Начиная со второ-
го курса, когда студенты освоили основные разделы 
высшей математики и аналитической динамики [2] 

учебными планами соответствующих специальностей 
предусматривается знакомство с простейшими мани-
пуляторами и их кинематическими и динамическими 
характеристиками. В качестве примера рассматрива-
ется манипулятор рис. 1, в котором:

• жесткий угольник AB массой m2 может посту-
пательно перемещаться вдоль оси Y (s – переменная 
величина, зависящая от времени t);
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• шарнирно соединенный с ним стержень AD, мас-
сой m1 и моментом инерции J1 относительно центра 
масс (x1, y1) совершает плоское движение, угол пово-
рота ϕ(t) которого ограничен выступами K и L;

• захват D должен двигаться по заданной про-
граммой траектории (в производственных условиях 
осуществлять установку деталей, производить кон-
тактную сварку, производить покраску в агрессивной 
среде и т.п.).

Рис. 1. Схема манипулятора

Звено AB приводится в движение вдоль втулки 
гидропневмосистемой под воздействием усилия P(t) 
на поршень. Звено AD приводится во вращатель-
ное движение электродвигателем вмонтированном 
в месте шарнира А и создающим крутящий момент 
M(t).

Задача состоит в определении указанных воздей-
ствий для реализации заданной программы движе-
ния захвата.

2. Математическая модель расчета сложной 
траектории манипулятора

Одним из методов решения задачи для рассматри-
ваемого манипулятора с двумя степенями свободы 
(5,4) является применение системы уравнений Ла-
гранжа 2-го рода, которую представим в виде:
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Пусть T – кинетическая энергия системы, S S, , ,
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- обобщенные координаты и обобщенные скорости. 
Выражение для кинетической энергии имеет вид:
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Подставляя (5) в выражение (1) и производя из-
вестные преобразования в исходных уравнениях, при-
ходим к системе дифференциальных уравнений второ-
го порядка, правые части которых и дадут выражения 
для P(t) и M(t), причем частные производные от кине-
тической энергии по S и ϕ обращаются в ноль:
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Для выполнения программы захватом D необхо-
димо наложить на его движение соответствующие 
ограничения. Например, для того чтобы захват дви-
гался вдоль оси X (в производственных условиях так 
осуществляется автоматическая сварка двух метал-
лических листов) координата YD должна равняться 
нулю, что равносильно условию S l− =2 0cosϕ .

Тогда:
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Подставляя эти выражения в (6), получим значе-
ния P(t) и M(t), зависящие только от угловой скорости 
( ϕ ) и углового ускорения ( ϕ ), что диктуется выбором 
функции управления.

Таким образом:
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Технические условия движения манипулятора тре-
буют, чтобы звено AD отходило в выступа K и косну-
лось выступа L с нулевыми угловой скоростью ( ϕ ) и 
угловым ускорением ( ϕ ). Теоретически и практиче-
ски такое условие не из простых. Об этом свидетель-
ствует проблема стыковки космических кораблей на 
орбите, стыковка топливного шланга при дозаправке 
самолетов в воздухе, состыковка поездных составов 
(вагонов, цистерн) с техногенноопасными грузами и 
т.п. [3]. Бывают случаи, когда автоматика не может 
выполнить заданную программу и тогда прибегают к 
ручному управлению.

В качестве функции управления выбираем выра-
жение:
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Такой выбор обеспечивает плавный подход звена 
AD к выступу L, при этом возможны и другие пред-
ложения, например, предусматривающие, так называ-
емый, «пристрелочный» вариант.
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Аналитическое условие плавного отрыва от упора 
К при t=0 и безударного «мягкого» соприкосновения 
звена AD с упором L при t=τ представим в виде:
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где 0≤t≤τ – промежуток времени поворота звена AD 
в секторе ограниченном выступами K и L. Вычисляя 
производные от ϕ(t) по t в выражении (9) получим:
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Торможение манипулятора начинается при ϕ = 0 , 

что соответствует t =
τ
2

и максимальной угловой ско-

рости. Таким образом, для этого характерного момента 
времени:
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Для численной реализации задачи необходи-
мо ввести значения масс и моментов инерции со-
ставных звеньев, а также время τ (продолжитель-
ность технологического цикла) и значения угла 
раствора ϕ τ ϕ( ) ( )−[ ]0 . На печать целесообразно 
в табличном и графичном виде вывести значения 
ϕ τ ϕ τ ϕ τ( ), ( ), ( ), ( ), ( )  P t M t , вытекающие из формул (9), 
(11) и (8) соответственно. Формулы (12) использу-
ются как контрольнопроверочные. В дальнейшем 

становится возможным усложнять задачу, например, 
программировать захвату D вычерчивать сложные 
кривые, например, эллипс с центром на оси Х в точке 
х0 и полуосями 1,3. При этом очевидно необходимо 
корректировать положения ограничителей K и L. 
Уравнение связи в этом случае имеет вид:
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где xD и yD определяются по формулам аналогич-
ным (2), т.е:
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Подставляя эти выражения в (13), получим связь 
между и ϕ  в виде:
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Дальнейший расчет производится по общей мето-
дике, изложенной выше.

3. Выводы

В статье разработана математическая модель рас-
чета сложной траектории простейшего механическо-
го манипулятора, которая может быть использована 
при разработке более сложных моделей [4], когда 
для робота программируется передвижение его вдоль 
прямой с выполнением действий в точках, заданных 
оператором.

Более того, совершенствование механических ро-
ботов дает предпосылки ускоренному развитию мо-
лекулярной электроники, как базиса при создании 
робототехнических комплексов с элементами искус-
ственного интеллекта [5,6].
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