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Первая составляющая суммарных затрат (9) опре-
деляется так:

S S N LД
пл

Д
пл

пл
n

n

= ⋅ ( )
=

∑
1

.  (11)

Дифференцированно по составляющим значение SД
пл  

определяется достаточно просто, исходя из того, что 
при проведении плановых технических воздействий 
количество операций, их трудоемкость и стоимость 
являются известными величинами.

3. Выводы

В результате проведенных исследований разрабо-
тана маркетинговая методика определения диапазо-
нов оптимальных как для клиентуры, так и для самих 
обслуживающих производств экономических пока-
зателей при их взаимосвязи с показателями качества 

обслуживания в зависимости от технологий реализа-
ции сервисных услуг i-го типа. Предложено возможное 
решение задачи определения оптимальной технологии 
реализации сервисных услуг i-го типа.
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1. Введение

К расчетной схеме «балка на упругом основании» 
приводится ряд задач строительной механики, в част-
ности, осесимметричная деформация кругового ци-
линдра, подкрепленная ребрами пластина, оболочка 
со шпангоутами. Если же, например, рассматривается 
оболочка вращения, то приходим к балке, лежащей на 

упругом основании переменной жесткости. Авторы 
пришли к такой задаче, изучая деформацию цилин-
дрической оболочки неравномерно [1] и нерегулярно 
[2] подкрепленной шпангоутами. В настоящей работе 
рассматривается задача оптимального распределения 
жесткости основания по длине балки. Такая задача 
имеет и самостоятельное практическое значение, на-
пример, при проектировании фундаментов и основа-



48

Восточно-Европейский журнал передовых технологий 2/5 ( 38 ) 2009

ний. Отметим, что среди многочисленных публикаций 
по оптимальному проектированию балок подобной за-
дачи найти не удалось.

2. Постановка задачи

Дифференциальное уравнение изгиба балки, лежа-
щей на упругом винклеровском основании переменной 
жесткости k x2 ( )  запишем в виде

W k x W q xIV + ( ) = ( )2  .  (1)

здесь q(x) – распределенная внешняя нагрузка.
Граничные условия на краях балки x l= 0,  примем, 

не ограничивая общности, в виде шарнирного опера-
ния

W W= ′′ = 0   (2)

В качестве минимизируемого функционала, вна-
чале, выберем податливость (энергию упругой де-
формации) балки, при этом в качестве управляющей 
функции выбираем k(x) 

I q Wdx
l

k= ⋅ →∫
0

min   (3)

В рассматриваемой задаче в качестве ограничения 
естественно выбрать изопериметрическое условие по-
стоянства суммарной жесткости основания

I k dx c
l

1
0

2= =∫  .  (4)

 Таким образом, рассматривается задача выбора, 
такого закона распределения жесткости основания по 
длине балки k(x) который обеспечил бы наибольшую 
жесткость балки при заданной сумарной жесткости 
основания.

3. Условие оптимальности

Для получения условия оптимальности приме-
ним классический вариационный подход, описанный, 
например, в монографии [3]. Запишем выражения 
для первых вариаций интегралов (3), (4) и уравнение 
в вариациях, соответствующее дифференциальному 
уравнению равновесия (1)

δ δ δ δI q Wdx I k k dx
l l

= =∫ ∫
0

1
0

2; ;  (5)

δ δ δW k W kW kIV + + =2 2 0 .  (6)

Уравнение в вариациях (6) получается путем подста-
новки в (1) вместо W и k  величин W + δW , k + δk  и 
выделении членов, линейных относительно δW и δk .

Выразим вариацию минимизируемого функцио-
нала через δk . Для этого введем сопряженную пере-
менную V x( ) , которую определим из условия, чтобы 
выражение для минимизируемого функционала не 
содержало вариации δW . Умножим уравнение (6) на 
V x( )  и проинтегрируем по длине балки 

0

2 2 0
l

VV W k W hW k dx∫ + +( ) =δ δ δ!   (7)

Выполняя затем интегрирование первого слагае-
мого в интеграле (7) четыре раза по частям с учетом 
граничных условий (2), преобразуем интеграл к виду

 
0

2 2
l

IVV k V W kW V k dx∫ +( ) + ⋅( )δ δ ,  (8)

при этом на сопряженную переменную накладыва-
ются граничные условия 

V V= ′′ = 0  при x l= 0,   (9)

Присоединив к вариации минимизируемого функ-
ционала δ I вариацию δI1  с помощью множителя Ла-
гранжа λ  и выражения (8), получаем

0

2 2
l

IVV k V q W k W V k dx∫ + +( ) + ⋅ +( ) δ λ δ   (10)

Для того, чтобы вариация расширенного функцио-
нала (10) не зависела от δW,  сопряженная переменная 
V  должна удовлетворять уравнению

V k V qIV + = −2 .  (11)

Тогда необходимое условие оптимальности при-
нимает вид

k W V⋅ +( ) =λ 0 .  (12)

Сравнивая краевые задачи (1), (2) и (11), (9) полу-
чаем, что V W= − . С учетом этого условие оптималь-
ности (12) будет таким

k W2 0−( ) =λ .  (13)

4. Решение сингулярной задачи оптимизации

Типичным свойством оптимальных проектов мно-
гих элементов конструкций является появление на 
них сингулярных точек [3]. В этих точках обращаются 
в ноль слагаемые содержащие старшие производные 
определяющих дифференциальных уравнений. Не-
трудно видеть, что подобная ситуация возникает и 
в рассматриваемом случае. Задача (1), (2), (4), (13) 
не имеет решения. Поэтому решение k x( )  прихо-
дится разыскивать на классе кусочно-непрерывных 
функций, имеющих разрывы первого рода. Указанная 
выше задача будет иметь решение, если на интервалах 
0 1,x( )  и x l2,( )  k = 0 , а на интервале x x W1 2,( ) = λ  (см. 

рис.1).

0 x1 x2 l

Рисунок 1. Форма прогиба балки при оптимальном 
распределении жесткости основания
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Подставляя последнее выражение для прогиба W  
в уравнение (1) находим, что на интервале x x1 2,( )

k
q x2 = ( )

λ
.  (14)

Координаты точек разрывов x x1 2,  находим из усло-
вий непрерывности в этих точках функции прогиба 
W  и ее производных ′ ′′W W, , ′′′ −W перерезывающая 
сила будет иметь разрыв:

W W W W W Wi i i i i i

− + − + − +
= ′( ) = ′( ) ′′( ) = ′′( ); ; ,  (15)

здесь значками «–» и «+» отмечаются значения ве-
личин, вычисляемых, соответственно при x xi= −0  и 
x xi= + 0 , i =1 2, . В рассматриваемой задаче

Выражения для W1

−
 и W2

+
 найдем из решений 

соответственных краевых задач на интервалах 0 1,x( )  и 
x l2,( )  для уравнения (1) при k2 0≡  и граничных условий 

(2), и условий сопряжения (15), (16). Эти десять условий 
позволяют найти восемь постоянных интегрирования, 
по четыре для каждого интервала, и выразить координа-
ты точек разрыва x x1 2,  через λ . Постоянная Лагранжа 
λ  определяется из изопериметрического условия (4), 
которое при этом принимает вид 

x

l x

k dx c
1

2

2
−

∫ = .  (17)

5. Числовые примеры

Рассмотрим два частных случая нагружения бал-
ки. Первый - q const= . В этом случае из-за симметрии 
x x1 2=  и из краевой задачи для интервала 0 1,x( )  имеем 
x q1
4 24= λ . Тогда, с учетом выражения (14), из усло-

вия (17) получаем уравнение для определения x1

c x x l1
4

148 24 0+ − = .  (18)

Решение уравнения (18) было получено в радикалах 
в пакете Maple. Например, для c =1,  l =100  найдено, 
что x1 6 75= , . Прогиб балки при этом на интервале 
x x1 2,( )  будет W q= 86 5, . Сравним этот прогиб с проги-

бом балки, лежащей на упругом основании постоянной 
жесткости, распределенной по всей длине балки. В 
этом случае k c l2 210= = − . Как известно, для срединной 
части балки на упругом основании в случае длинной 
балки прогиб можно определять из частного решения 
уравнения (1) W q k q= =2 100 . Таким образом, прогиб 
уменьшился на 13,5%. Для параболической же нагруз-
ки q x x l= −( )  прогиб середины балки при указанных 
выше значений c  и l , уменьшается на 96%. 

6. Двойственная задача

Двойственной задачей к рассмотренной будет за-
дача, определения закона распределения жесткости 

основания k(x), обеспечивающего минимальную сум-
марную жесткость основания

I k dx
l

k= →∫
0

2 min   (18) 

при заданной податливости балки

I q Wdx c
l

1
0

= ⋅ =∫ .  (19)

 В этом случае вариация расширенного минимизи-
руемого функционала (10) будет иметь вид:

[
0

2 2 1
l

IVV k V q W k W V k dx∫ + +( ) + ⋅ +( ) λ δ δ .

Отсюда получаем уравнение для сопряженной 
переменной

V k V qIV + = −2 λ   (20)

и необходимое условие оптимальности

k W V⋅ +( ) =1 0 .  (21)

Как и ранее, сравнивая краевые задачи для W  и 
для сопряженной переменной (20), (9), получаем, что 
V W= − λ . Тогда условие оптимальности (21) примет 
вид

k Wλ 2 1 0−( ) = .  (21)

Отметим, что, из-за сингулярности, решения двой-
ственных задач оптимизации не будут отличаться, как 
это происходит для линейных функционалов, только 
масштабными множителями. Как и для двойственной 
задачи, в рассматриваемой задаче на интервалах 0 1,x( )  и 

x l2,( )  k = 0 , а на интервале x x W1 2

1
,( ) =

λ
 ( рис.1). 

Подставляя последнее выражение для прогиба W  в 
уравнение (1) находим, что на интервале x x1 2,( )

k q x2 = λ ( ) . 

Координаты точек разрывов x x1 2,  находим из кра-
евых задач для интервалов 0 1,x( )  и x l2,( )  с учетом 
условий сопряжения (16). Существенным отличием от 
двойственной задачи является то, что постоянная Ла-
гранжа λ  определяется из ограничения (19), которое 
при этом принимает вид

W qdx
q

dx W q dx c
x

x

x

xx

1 2
0 2

1

1

21

+ + =∫∫∫ λ
.

7. Выводы

Таким образом, оптимизация упругого основания 
балки происходит двумя путями: выделением свободных 
от основания участков по краям балки и перераспределе-

W W W W W W1 2 1 2 2 2
0 0 16

+ − + − + −
= = ′( ) = ′( ) = ′′( ) = ′′( ) =λ ; ; ( )
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нием жесткости основания по закону, совпадающему с 
изменением нагрузки. Для q const=  действует только 
первый механизм, поскольку k const=  уже является 
оптимальным. Для других видов нагрузки задействова-
ны оба механизма, что приводит к значительно больше-
му выигрышу. Интересно, что при таком основании, при 
любом виде нагрузки и любых граничных условий про-
гиб балки будет иметь одинаковый вид, представленный 
на рис. 1. Влияние нагрузки, граничных условий и соот-
ношения жестокостей балки и основания выражается 
в законе изменения жесткости основания и в размерах 
граничных участков балки свободных от основания.
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