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Важкі умови роботи пакеров, що використову-
ються для роз'єднання частин стовбура свердлови-
ни по вертикалі і герметизації порушених ділянок 
обсадної колони, призводять до необхідності всебіч-
ного дослідження напружено-деформованого стану 
елементу ущільнювача. Показано, що на основі вибо-
ру координатних функцій в функціоналі потенційної 
енергії деформації можна врахувати фактор стис-
ливості гуми як ущільнювача свердловинних пакеров. 
Наведені результати підтверджують, що стисли-
вість гуми має істотний вплив на жорсткість еле-
менту ущільнювача пакеров і даний фактор обов'яз-
ково повинен враховуватися в аналітичному опису 
його напружено-деформованого стану

Ключові слова: гума малої стисливості, свердло-
винний пакер, принцип Лагранжа, коефіцієнт поси-
лювання, нормальне і дотичне напруження

Тяжелые условия работы пакеров, служащих для 
разобщения частей ствола скважины по вертикали 
и герметизации нарушенных участков обсадной 
колонны, приводят к необходимости всестороннего 
исследования напряженно-деформированного 
состояния уплотнительного элемента. Показано, 
что на основе выбора координатных функций в 
функционале потенциальной энергии деформации 
можно учесть фактор сжимаемости резины как 
уплотнителя скважинных пакеров. Приведенные 
результаты подтверждают, что сжимаемость 
резины оказывает существенное влияние на 
жесткость уплотнительного элемента пакеров и 
данный фактор обязательно должен учитываться 
в аналитическом описании его напряженно-
деформированного состояния

Ключевые слова: резина малой сжимаемости, 
скважинный пакер, принцип Лагранжа, коэффициент 
ужесточения, нормальное и касательное напряжения
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1. Введение

Специфической особенностью работы комплексов 
подземного оборудования в действующих нефтяных 
и газовых скважинах является их эксплуатация на 
больших глубинах. Причем условия эксплуатация уз-
лов характеризуются агрессивностью среды, высокими 
температурами и давлениями. Именно поэтому приме-
няются комплексы подземного скважинного оборудо-
вания, состоящие из специальных узлов, включающих 
десятки резиновых уплотнений различной конструк-
ции. Каждое уплотнительное кольцо имеет усилие 
страгивания (при диаметре 50–100 мм) в 0,4–0,5 кН [1]. 
Пакеры, применяемые в качестве уплотнений в обо-
рудовании для добычи нефти и газа, обладают той 
особенностью, что в уплотняемое отверстие они легко 
проходят в недеформированном состоянии. Актива-
ция пакера перед началом работы предполагает сжатие 
его в осевом направлении, в результате чего резиновый 
элемент расширяется в радиальном направлении, пол-
ностью заполняя отверстие. Часто пакером называют 

также весь узел, включающий механизм активации 
и всю металлическую оснастку вокруг резинового 
элемента [2, 3]. Резиновые подвижные уплотнения, 
применяемые в скважинных пакерах и герметизи-
рующих ствол скважины, имеют в основном цилин-
дрическую форму, причем наиболее известная форма 
пакера представляет собой цилиндр со скошенными 
кромками. Наряду с этим, известны варианты исполь-
зования конструкций, реализующих эффект само- 
уплотнения, например с помощью резиновых элемен-
тов не цилиндрической, а конической формы [2]. Выбор 
конструкции пакера очень важен, ведь именно от неё в 
большей степени зависит эффективность его работы 
в нефтепромысловых процессах, таких как изыска-
тельные работы по разведке, раздельная эксплуатация 
нефтяных и газовых скважин, проведение различных 
геолого-технических мероприятий, уплотнение узлов 
нефтепромыслового оборудования и регулирующей 
аппаратуры химических производств [4]. Для разоб-
щения горизонтальной части продуктивного пласта 
известно использование разбухающих пакеров. При 
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этом наибольший эффект достигается при использо-
вании спаренных пакеров: пакера, разбухающего при 
контакте с флюидами на водной основе, и пакера, раз-
бухающего при контакте с флюидами на углеводород-
ной основе. Особенностью их конструкции являются 
эластомерные компоненты, которые при контакте со 
скважинными флюидами, поверхностной водой или 
буровым раствором увеличиваются в объеме почти в 
3 раза относительно объема, занимаемого до спуска в 
скважину. Использование таких пакеров существенно 
облегчает работы по спуску нижнего закачивания и 
позволяет эффективно разобщить горизонтальный 
ствол скважины на участки [5]. Однако, как указано 
в данной работе, необходимо учитывать особенности 
эксплуатации разбухающих пакеров: применение дан-
ных типов пакеров в газовых скважинах оказывается 
малоэффективным. Особенности конструкции, при-
меняемых материалов и анализ факторов, влияющих 
на эксплуатационные показатели пакеров, описаны в 
работе [6], в которой, в частности, приведены и типо-
вые прочностные расчеты. Вместе с тем, необходимо 
отметить, что прочностной расчет пакера, выполня-
емый в «типовой» форме, не может учитывать все 
многообразие факторов, присущих особенностям их 
эксплуатации. Тот же вывод может быть сделан отно-
сительно превалирования конструктивных составля-
ющих, рассматриваемых с точки зрения приоритетно-
сти геометрии уплотнителей. Материал уплотнителя, 
определяющий возможности деформации в радиаль-
ном направлении при активации пакера осевым сжи-
мающим усилием, является тем фактором, без учета 
которого показатели работоспособности и надежности 
пакера могут не соответствовать заданным. Поэтому 
следует признать актуальными исследования, направ-
ленные на повышение точности расчетов, резервом 
которого и является возможность учета многофактор-
ного влияния на напряженно-деформированное состо-
яние пакера в активированном состоянии. 

2. Анализ литературных данных и постановка проблемы

Выбор материала для уплотнительных элементов 
пакера, как следует из ряда опубликованных работ 
последних 5 лет, привлекает ряд исследователей в ка-
честве фактора повышения эксплуатационной эффек-
тивности уплотнения [7–10]. В этой связи рассматрива-
ются разные подходы: подбор наиболее рациональных 
технологических схем установки [7], композиционных 
материалов, составляющих альтернативу традицион-
ным уплотнительным материалам для скважин [8–9], 
анализ свойств различных уплотнительных материа-
лов с целью выбора более предпочтительного для дан-
ных условий. Интерес к выбору уплотнительных эле-
ментов выявлен и непосредственно у производителей, 
идущих при решении данной задачи «от практики». 
Так, например, в работе [11] анонсировано создание че-
тырёх новых типов уплотнительных колец из разных 
материалов, а в работе [12] делается обоснование эф-
фективности использования гидравлических пакеров 
с металлическими уплотнительными элементами из 
высокопластичных и термостойких сплавов. Такие па-
керы, как отмечают авторы [12], имеют существенные 
преимущества по сравнению с аналогичными по на-

значению пакерами, имеющими резинотканевые или 
полиуретановые уплотнительные элементы. Модель 
исполнения эластомера как уплотнения в нефтяных 
скважинах описана в работе [13], в которой аналити-
чески исследована деформация эластомерного уплот-
нения, заключенного между металлической трубой и 
жестким корпусом. Опубликованные автором резуль-
таты показывают влияние геометрии эластомера и 
свойств его материала на производительность уплот-
нения, оцениваемую с точки зрения максимального 
давления уплотнения. Таким образом, найдено рас-
пределение давления запечатывания вдоль осевого 
направления эластомера в зависимости от степени 
сжатия, геометрии уплотнения и свойств материала. 
Вопросы коррозионной стойкости эластомеров на-
шли отражение в работе [14], в которой авторы особо 
отметили то обстоятельство, что резиновая втулка, 
используемая в качестве уплотнительного элемента, 
подвержена коррозии или разрушениям в условиях 
кислой среды, что приводит к утечке газа и проблемам 
безопасности ствола скважины. В работе описаны 
коррозионные испытания, проводимые на фторэласто-
мере AFLAS, позиционируемом производителем как 
наиболее подходящий эластомер для изделий и систем, 
предназначенных для эксплуатации в жестких усло-
виях. Испытания проводились с давлением 60 МПа, 
температурой 175 °C, с составом газовой фазы 20 % H2S, 
5 % CO2, 75 % СН4 в течение тестового периода 7 дней. 
В результате экспериментов было показано, что, не-
смотря на хорошую стойкость к растворению, растя-
гивающие свойства AFLAS каучука были ослаблены, 
твердость уменьшилась, а остаточная деформация 
увеличилась. Поэтому сделан вывод о том, что суровые 
условия эксплуатации в коррозией среде обязательно 
должны быть учтены. Механизмы водород-индуциро-
ванного разрушения уплотнений описаны в работе [15] 
и их выявление позволяет оценить существенность хи-
мического разложения в результате воздействия водо-
рода под высоким давлением – до 90 МПа, и температу-
ре от –60 до +100 °C. Вопросам оценки индекса систем 
резиновых материалов для герметизации посвящена 
работа [16], в которой учтены такие параметры, как 
природа резиновых материалов, превалирующие усло-
вия работы, трение и износ, старение, производитель-
ность и экономическая эффективность.

Подобные исследования, ориентированные на вы-
явление факторов воздействия агрессивной среды на 
стойкость и эксплуатационную эффективность уплот-
нений пакеров, безусловно, оказывают стимулирую-
щий эффект на производителей, создающих уплотне-
ния на основе новых композитов. В этой связи следует 
упомянуть швейцарскую компанию Dätwyler Schweiz 
Ag и Victrex Polymer Solutions, а также подразделе-
ние британской компании Victrex Plc. Их усилиями 
совместно разработан композитный материал, соче-
тающий в себе Victrex полиэфирэфиркетон (PEEK) 
полимер с резиной [17].

Тем не менее, несмотря на серьезность проблемы, 
обращает на себя внимание тот факт, что в научной пери-
одике не находят должного отражения результаты иссле-
дований, посвященных напряженно-деформированному 
состоянию уплотнительных элементов пакеров. И хотя 
сектор подобного рода исследований занят преимуще-
ственно задачами контактного взаимодействия для за-
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дач гидродинамики [18–21], их результаты не могут быть 
перенесены непосредственно в область эффективного 
проектирования пакеров. При этом смещение акцен-
тов в сторону исследований стойкости уплотнительных 
элементов в агрессивных средах без учета реального 
напряженно-деформированного состояния пакера и его 
эксплуатации в подобного рода средах, не позволяет 
говорить о создании оптимальных конструкций. Иными 
словами, существуют ограничения, накладываемые на 
проектирование оптимальных конструкций неполным 
пониманием процессов формирования напряженно-де-
формированного состояния. А ведь резиновые уплот-
нители, упирающиеся в металлические кольца (плиты), 
оказывают воздействие на торцы уплотнительного узла 
пакера, что приводит к созданию сложного напряжен-
но-деформированного состояния [22, 23]. Причем в про-
цессе уплотнения поперечная деформация резины в 
подвижных узлах стеснена настолько, что большой объ-
ем резины находится в условиях всестороннего сжатия, 
близкого к равномерному. В этом случае предположе-
ние об абсолютной несжимаемости резинового манжета 
[24, 25] может привести к значительному завышению 
жесткости уплотнения. 

Учитывая то, что резиновые уплотнители исполь-
зуется как уплотнения ствола скважин для различных 
видов пакеров (с одно- и двухпроходными сечениями) 
механическими, гидромеханическими и гидравлически-
ми управлениями, представляется обоснованным вывод 
о том, что надежная работа уплотнения, гарантирующая 
заданный срок службы, и является критерием эффек-
тивности работы пакера. При этом, без учета сжимаемо-
сти резины достичь определенного повышения герме-
тизации не представляется возможным. Следовательно, 
конструктор, создавая уплотнение (пакер), должен уметь 
достаточно точно предсказать основные механические 
характеристики уплотнения: учет малой сжимаемости 
резины в работе уплотнения; жесткость при разных 
видах нагружения; размеры контактных поверхностей 
уплотняющих деталей; изменение механических показа-
телей во времени и сроки службы уплотнения. Исследо-
вания в этом направлении и позволили ли бы заполнить 
область знаний, необходимых для оптимизации кон-
струкции пакеров по критериям надежности их работы в 
жестких условиях эксплуатации.

3. Цель и задачи исследования

Целью работы является расчет резиновых уплот-
нителей скважинных пакеров, с учетом влияния ма-
лой их сжимаемости, на работу уплотнения.

Для достижения поставленной цели решались сле-
дующие задачи:

– описание осесимметричной задачи теории упру-
гости и выбор координатных функций в первом реше-
нии задачи;

– вычисление полной потенциальной энергии 
уплотнительных систем и её минимизация;

– определение осевой деформации (осадки) уплот-
нительной элемента скважинного пакера и его напря-
женно-деформированного состояния;

– проведение численных расчетов для количе-
ственной оценки малой сжимаемости уплотнительно-
го элемента.

4. Материалы и методы исследований влияния малой 
сжимаемости резинного уплотнителя скважинного 

пакера на его работоспособность

В работах, посвященных исследованию работо-
способности резиновых элементов, не дается оцен-
ка влиянию сжимаемости резины [26–30], поэтому 
представляется целесообразным рассмотрение зада-
чи об оценке влияния малой сжимаемости резинно-
го уплотнителя скважинного пакера. Поставленная 
задача решается на основе вариационного принципа 
Лагранжа методом Канторовича, различные этапы 
решений в котором состоят в выборе координатных 
функций [31, 32].

Рассмотрим задачу о сжатии цилиндрического 
уплотнительного элемента скважинного пакера с уче-
том малой сжимаемости.

Примем, что ось z является осью симметрии тела, 
а ось r перпендикулярна к оси z. Тогда уравнение рав-
новесия в цилиндрических координатах будет иметь 
следующей вид:

rr rz 0,
r z r

θσ − σ∂σ ∂τ
+ + =

∂ ∂ ∂                                                          
(1)

z rz rz 0,
z r r

∂σ ∂τ ∂τ
+ + =

∂ ∂ ∂                                                           
(2)

где r z, , θσ σ σ − нормальные напряжения; rzτ − касатель-
ная напряжения.

На основе нижеследующих компонентов деформа-
ции и законе Гука для изотропного тела

r r rz

W U U W U
; ; ; ;
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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r z

r 2G ;

2G ;

2G ;

;
θ θ

θ

ε = λ + ε
σ = λε + ε
σ = λε + ε
ε = ε + ε + ε

                                                                         (4)

rz rz ;τ = σγ
E E

;
(1 )(1 2 ) 2(1 )

µ
λ = σ =

+ µ − µ + µ

и, внося их в дифференциальное уравнение (1) и (2), 
получим уравнения Ламе

2 2

2

1 G U W
(ru) 0,

r r r 2 z 2G r z
∂ ∂ ∂ σ + λ ∂  + + ⋅ = ∂ ∂ σ + λ ∂ + λ ∂ ∂ 

                        (5)

2

2

G 1 W G 1 W
(ru) r 0.

2 z r r z 2 r r r
+ λ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   + + ⋅ =    σ + λ ∂ ∂ ∂ σ + λ ∂ ∂ 

 
(6)

Выбор координатных функций в первом прибли-
жении может быть сделан из рассмотрения цилин-
дрического уплотнительного элемента скважинного 
пакера, имеющего диаметр D=2R и высоту h  (рис. 1). 
Расположение координатных осей показано на рис.1.

Предположим, что три сечения 
h

z 0, z
2

= = +  и 
h

z
z

= −   
 
в процессе деформации уплотнительного элемента 
остаются плоскими, а остальные сечения z const=  
искажаются лишь в зоне, близкой к свободной боковой 
поверхности уплотнительного элемента.
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Если принять предположение, что поперечные 
сечения уплотнительного элемента при деформации 
остаются плоскими, т. е. их перемещения W  не зави-
сят от r, а являются только f функцией z, то получим 
W f(z)=  (рис. 1).

Рис. 1. Расчетная схема к выбору координатных функций

Принятая гипотеза о плоских сечениях заметно 
упрощает уравнение Ламе

2

2

1 G W
(ru) 0.

r r r 2G z
∂ ∂ ∂  + = ∂ ∂ + λ ∂ 

Уравнение (6) – условие равновесия в направ-
лении оси z – не может быть выполнено, так как 
перемещения в этом направлении ограничены ги-
потезой плоских сечений. Уравнение равновесия в 
этом направлении может быть удовлетворено только 
интегрально.

Перемещение « U » определяется так, чтобы удов-
летворялась дифференциальное уравнение равнове-
сия в плоскости, перпендикулярной оси уплотнитель-
ного элемента уравнения (8).

От независимых переменных r  и z  перейдем к  
 
перемещениям 

r
R

ρ =  и 
2z

S ,
h

=  тогда уравнение (8) 

будет иметь вид
2 2 2

2 2 2

U 1 U U 4R G U
0.

2 S
∂ ∂ ∂

+ − + =
∂ρ ρ ∂ρ ρ ρ σ + λ ∂

                                     (9)

Для решения уравнения (9) эллиптического типа 
применяется метод разделения переменных

U( ,S) ( )F(S).ρ = Φ ρ                                                                   (10)

Подставив (10) в (9) и разделив переменные, получим
2

2 2

d 1 d
C 0,

d d
Φ Φ Φ

+ − − Φ =
ρ ρ ρ ρ

                                                (11)

2 2

2 2

d F h (2G )
C F 0,

dS 4R G
+ λ

+ =                                                     (12)
 

где C − постоянное разделение.
В зависимости от знака С, уравнения (11) и (12) бу-

дут иметь различные решения.
Условиям задачи удовлетворяют значения C 0.>
В этом случае уравнение (12) имеет решение

F A sin S Bcos S,= α + α
2

2
2

h 2G
C .

4R G
+ λ

α = ⋅                                                                  (13)

Граничные условия

U 0=  
при

 
h

z
2

= ±

и условия четности U(z)  будут выполнены, если

( )A 0, 2k 1 , k 1,2,...n.
2
π

= α = − =                               (14)

Из последнего равенства (13) с учетом (14) получим 
постоянное разделение

( )
2

22
k 2

R G
C 2k 1 .

h 2
= π −

σ + λ
                                                    (15)

Каждому номеру k соответствует своя постоянная 

kC  и свое уравнение (11)

( )
2 2

22
2 2 2

d 1 d 1 R G
2k 1 0.

d d h 2

 Φ Φ
+ − + π − Φ = ρ ρ ρ ρ σ + λ 

Это модифицированное уравнение Бесселя индекса 1  
и его общий интеграл может быть представлен в виде

1 k 1 1AI (b ) BK (b ),Φ = ρ + ρ
                                                      

(16)

где 1I  – модифицированная функция Бесселя индекса 1; 

1K − модифицированная функция Ганкеля индекса 1.

k

R G
b (2k 1).

h 2G
= π −

+ λ
                                                       (17)

Функция 1K имеет особенности в нуле 1K (0) → ∞  . 
Поэтому постоянную В следуют считать равной нулю. 
Окончательно из (16) получим

( )1 kAI bΦ = ρ .                                                                            (18)

В результате для радиального перемещения полу-
чается следующая формула

k 1 k
k 1

U D I (b )cos (2k 1)S
2

∞

=

π
= ρ −∑ .                                            (19)

Вид функции W, а также коэффициента kD , опре-
деляются методом Ритца-Конторовича.

Для определения полной потенциальной энергии 
системы (П) следует учесть, что она складывается из 
потенциальной энергии упругой деформации уплот-
нительного элемента скважинного пакера (U)  и по-
тенциала внешней сжимающей силы (V)

П=U+V.                                                                               (20)

Энергия упругой деформации равна
h/2R

r
0 h/2

U 2 W drdz,
−

= π∫ ∫                                                                   (21)

где rW  – упругая потенциальная энергия удельного 
объема уплотнительного элемента скважинного пакера.

Для осесимметричного деформированного со-
стояния

2 2 2 2
z r rz

1
W G .

1 2 2

 µ
= ε + ε + ε + γ − µ 

                                      (22)
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Запишем энергию упругой деформации в виде

z rU U U U U U ,θ ε γ= + + + +                                                 
 (23)

где
h/2R

2
z z

0 h/2

U 2 G rdrdz.
−

= π ε∫ ∫                                                           (24)

Остальные слагаемые записываются аналогично.
Вычислим компоненты деформации по формулам (3)

( )

( )

( )

z

r k 1 k
k 1

k 1 k
k 1

rz k 1 k
k 1

W df 2 df
;

z dz h ds
U d

D I b cos (2k 1)S;
r Rd 2

(25)
U 1

D I b cos (2k 1)S;
r R 2

W U
D (2k 1)I b sin (2k 1)S.

r z h 2

∞

=

∞

θ
=

∞

=

∂ ε = = = ⋅ ∂ 
∂ π ε = = ρ − ∂ ρ 

π ε = ρ −
ρ


∂ ∂ π π γ = + = − − ρ − ∂ ∂ 

∑

∑

∑

 

Интегрируем в соответствии с формулами (21)–(24)

 
( )

h/2 R 1 1
2 2 2

z z r
h/2 0 1 0

21 1
2 2k

1 k
k 10 1

1
i j

1 ke
i 1 j 11

2 2k
1 k

U 2 G rdrdz R hG d dS

D d
R hG I b cos (2k 1)SdS

R d 2

D D d
I (b ) cos (2i 1)

R d 2

Scos (2J 1)SdS d
2

D d
R hG I (b )

R d

− −

∞

=−

∞ ∞

= =−

= π ε = π ε ρ ρ =

   π= π ⋅ ρ − +  ρ 
⋅  π

+ ⋅ ρ − × ρ 
π × − ρ ρ =



= π ⋅ ρ
ρ

∫ ∫ ∫ ∫

∑∫ ∫

∑∑∫

1

k 10

d .
∞

=

 
ρ ρ 

 
∑∫

     

(26)

Отсюда находим

2 2
r k 1k2

k 1

1
U R hG D F .

R

∞

=

= π ∑                                                    (27)

Здесь
21

1k 1 k
0

d
F I (b ) d .

d

 
= ρ ρ ρ ρ 

∫                                                                  (28)
 
Аналогично можно получить

2 2
k 2k2

k 1

1
U R hG D F ,

R

∞

θ
=

= π ∑                                                   (29)

2
2 2

k 3k2
k 1

1
U R hG D )2k 1)F .

2 h

∞

γ
=

π
= π −∑                                      (30)

Здесь
1

2
2k 1 k

0

1
F I (b )d ,= ρ ρ

ρ∫
                                                           

 (31)

1
2

3k 1 k
0

F I (b ) d .= ρ ρ ρ∫                                                                 (32)

Интегралы 1k 2k 3kF , F , F  могут быть вычислены.
Составляющая энергия упругой деформации [32]

1 1
2 2

z r
1 0

1 1
2

z r r z
1 0

U R hG d dS (U U U )
1 2 1 2

2
R hG ( ) d dS.

1 2

ε θ
−

θ θ
−

µ µ
= π ε ρ ρ = + + +

− µ − µ

µ
+π ε ε + ε ε + ε ε ρ ρ

− µ

∫ ∫

∫ ∫

После постановке выражений (24) получаем

2
z r

1

k 1 k
k 11

2 2
k 4k2

k 1

2
U (U U U ) R hG

1 2 1 2

2 df
D I (b )cos (2k 1)SdS

hR dS 2

2 1
R hG D F .

1 2 R

ε θ

∞

=−

∞

=

µ µ
= + + + π ×

− µ − µ

π
× ⋅ − +

µ
+π

− µ

∑∫

∑

                      

(33)

В соотношении (33)
1

4k 1 k 1 k
0

d
F I (b ) I (b )d ,

d
= ρ ρ ρ

ρ∫                                               (34)

21 1 1
2 2 2

z z 2
1 0 1

2 df
U R hG d ds R hG ds .

h ds− −

  = π ε ρ = π      
∫ ∫ ∫

        

(35)

Все слагаемые, входящие в формулу (23), вычис-
лены, т. е.

2
2

2

2
k 1 k 2

k 1

2
2 2

k 5k k 4k k 3k2 2
k 1 k 1 k 1

1 2 df 2 2 df
U R hG

1 2 h dS 1 2 hR dS

1 1
D I (b )cos (2k 1)S dS

2 1 2 R

2 1
D F D F D (2k 1)F .

1 2 R 2h

∞

=

∞ ∞ ∞

= = =

 − µ µ = π ⋅ + ⋅ ×   − µ − µ
π − µ

× − + ⋅ × − µ
µ π

× + + − − µ 

∑

∑ ∑ ∑

   

(36)

где

3k 1k 2kF F F .= +                                                                     (37)

Выражение для энергии упругой деформации не 
содержит членов с произведением i jD D (i j),⋅ ≠  что яв-
ляется следствием ортогональности координатных 
функций, по которым разложено радиальное смеще-
ние « U » (19).

Потенциал внешней сжимающей силы [32] име- 
ет вид

1

1

df
V Q Q ds,

ds−

= − ⋅ ∆ = ∫                                                        (38)

где ∆  – осевая деформация (осадки) уплотнительного 
элемента скважинного пакера.

Полная потенциальная энергия системы [32] име-
ет вид

Для минимизации полной потенциальной энер-
гии уплотнительной системы сначала определим 
функцию f(s)  из условия минимума определенного 
интеграла, входящего в выражение полной энергии 
системы (36)

21

2
1

k 1 k 2
k 1

1 2 df 2 2 df
J

1 2 h ds 1 2 hR ds

Q df
D I (b )cos (2k 1)s ds.

2 R hG ds

−

∞

=

 − µ µ = ⋅ + ×   − µ − µ
π × − + ⋅ π 

∫

∑

21
2

2
1

k 1 k 2
k 1

2 2 2 2
k 3k k 4k k 3k2 2 2

k 1 k 1 k 1

1 2 df 2 2
R hG

1 2 h dS 1 2 hR

df Q df 1
D I (b )cos (2k 1)s ds

dS 2 R hG ds 1 2

1 2 1
D F D F D (2k 1) F . (39)

R 1 2 R 2h

−

∞

=

∞ ∞ ∞

= = =

 − µ µ Π = π + ×   − µ − µ
π − µ× − + ⋅ + × − µ

µ π
× + + − − µ 

∫

∑

∑ ∑ ∑
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Обозначим подынтегральное выражение через 
(f ,S).Φ = Φ ′

Функция f(s)  должна удовлетворять дифференци-
альному уравнению Эйлера [32]:

d
0,

ds f
∂φ  =  ∂ ′

и граничному условию 

s 1

0.
f =

∂Φ
=

∂ ′

Уравнение Эйлера и граничное условие будут вы-
полнены, если 

0.
f

∂φ
=

∂ ′

Отсюда

k 1 k2
k 1

2

k 1 k2
k 1

1 4 df 2 2
D I (b )cos (2k 1)s

1 2 h ds 1 2 hR 2

Q
0;

R hG
df 1 2 Q h

D I (b ) cos (2k 1)s. (40)
ds 4(1 ) R G 1 2 R 2

∞

=

∞

=

− µ µ π
+ ⋅ − +

− µ − µ

+ =
π

− µ µ π
= − × −

− µ π − µ

∑

∑

Интегрируем полученное соотношение (40)

2

k
1 k

k 1

1 2 Qh 2 h
f(s) s

4(1 ) R G 1 R

D
I (b )sin (2k 1)s.

(2k 1) 2

∞

=

− µ µ
= − ×

− µ π π − µ
π

× −
−∑

                                       

(41)

Постоянные интегрирования отсутствуют, так как 
смешение W  должно быть нечетной функцией s.

Вычисляя определенные интегралы, входящие в 
уравнение (37), и подставляя их в выражение полной 
энергии системы (36), получим

2
4 2 2 3

k 1 2

k 1 k 2
k 1

2 2 2
k 1 k k 5k2

k 1 k 1

2 2 2
k 4k k 3k2 2

k 1 k 1

1 2 Q 4Q
R hG

4(1 ) R G 1 R G

( 1) 2 1
D I (b )

2k 1 (1 )(1 2 ) R

1 1
D I (b ) D F

1 2 R

2 1
D F D (2k 1) F .

1 2 R 2h

+∞

=

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

 − µ µ
Π = π − − × − µ π − µ π

− µ
× − ×

− − µ − µ
− µ

× + × +
− µ

µ π
+ + − − µ 

∑

∑ ∑

∑ ∑

                

(42)

Коэффициенты kD находим из системы уравне- 

ний Ритца 
k

0.
D

∂Π
=

∂
Откуда 

k 1 1 k
k 2 2

k

4 (1 2 )I (b )Q
D ( 1) ,

(1 ) R G(2k 1)L
+ µ − µ

= −
− µ π −                                    

(43)

где
2

2
k 5k 4k 2

2
2 2

3k 1 k

R
L 2(1 )F 4 F (1 2 )

h
4

(2k 1) F I (b ).
1

= − µ + µ + π − µ ×

µ
× − −

− µ

                       

(44)

Определим осевую деформацию (осадку) уплот-
нительного элемента: 

h/2 1

h/2 1

f (z)ds f (s)ds 2f(1).
− −

∆ = − = − = −′ ′∫ ∫                                 (45)

Используя выражение для f(s)  (40), получаем

k 1

k 1 k
2

k 1

D I (b )1 2 Q 4h
( 1) ,

2(1 ) R G 1 R 2k 1

+∞

=

− µ µ
∆ = + −

− µ π − µ π −∑          (46)

22
1 k

2 2 2
k 1 k

I (b )1 2 Qh 32 1
1 ,

2(1 ) R G (1 ) (2k 1) L

∞

=

 − µ µ
∆ = + − µ π π − µ − 

∑
 
(47)

где kL определяется выражением (43):

2 2

2 2 0 k 2 k
k k 1 k

1 k 1 k

3 k 0 k 2 k
2 2 2

1 k 1 k k

I (b ) I (b )1
L b I (b )

2 I (b ) I (b )

I (b ) 2I (b )I (b ) 4 (1 3 ) 1
1 ,

I (b ) I (b ) (1 ) b

   − µ = + −   
   

µ − µ − − + + − µ 

                        

(48)

2
2

2 4 2 3

k 1 2

k 1 k 2
k 1

2 2
k 1 k k 5k2

k 1 k 1

2
2 2 2
k 4k k 3k2 2

k 1 k 1

1 2 Q 4Q
R hG

4(1 ) R G 1 R G

( 1) 2 1
D I (b )

2k 1 (1 )(1 2 ) R 1

1 1
D I (b ) D F

1 2 R

2 1
D F D (2k 1) F .

1 2 R 2h

+∞

=

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

 − µ µ
Π = π − ⋅ − ⋅ × − µ π − µ π

− µ µ
× − ⋅ − ×

− − µ − µ − µ
− µ

× + ⋅ × +
− µ

µ π
+ ⋅ × + × − − µ 

∑

∑ ∑

∑ ∑

    

 

                                                                                                                                                             

(49)

Коэффициенты kD находим из системы уравнений 
Ритца

k

0.
D
∂π

=
∂

Обозначим

k k k2
k

1
M L (b ).

I
=                                                                 (50)

Выразим kM через две функции Бесселя [13] I0 и I1. 
Так как

2 k 0 k 1 k
k

2
I (b ) I (b ) I (b ),

b
= −                                                (51)

3 k 0 k 1 k2
k k

4 1
I (b ) I (b ) 1 8 I (b ),

b b

 
= + +  

                               (52)

то

0 k
k k 2

1 k

I (b ) (3 1)
M 2(1 2 ) b 1 .

I (b ) (1 )

 µ µ − = − µ − − − µ                          
(53)

Еще раз перепишем формулу (45) для осевой де-
формации (осадки) уплотнительного элемента с уче-
том выражения (47):

2

2 2 2
k 1 k

1 2 Qh 32 1 1
1 .

2(1 ) R G (1 ) (2k 1) M

∞

=

 − µ µ
∆ = ⋅ + ⋅ − µ π π − µ − 

∑     (54)

Для того чтобы получить такую силу цилиндриче-
ского уплотнительного элемента со свободными торца-
ми, нужно приложит силу

2
0Q 2(1 ) R G .

h
∆

= + µ π
                                                           

 (55)
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Сравнивая формулы (51) и (52), находим, что

0Q Q ,= β                                                                            (56)

где β  – коэффициент ужесточения уплотнительного 
элемента за счет прижимания к торцам металлических 
опорных шайб,

122
k

2 4
k 1 k

b1 64 1
1 2 .

1 R (2k 1) M

−∞

=

 − µ µ
β = − µ + + µ − 

∑                              (57)

Из этих формул могут быть сделаны выводы о 
том, что:

1) граничное условие на боковой поверхности 
уплотнения для 2σ  выполняется, т. е. 2 0σ = ;

2) нормальная сила в сечении, перпендикулярном 
оси уплотнителя, равно внешней нагрузке.

5. Определение напряженно-деформированного 
состояния уплотнительного элемента скважинного 

пакера и результаты расчетов

Вычислим напряжения по закону Гука:

22

z 2 3

k 1
1

1 k k 0 k k3
k 1

Q 16 h
1

R (1 )(1 2 ) R

( 1)
2I (b ) b I (b ) N cos (2k 1)S .

(2k 1) 2

+∞
−

=

 µ  σ = − + ⋅ ×   π − µ − µ π
− π

× − ρ −   − 
∑

    

(58)

2 k 1

r 2 3 3
k 1

1 k k 0 k 1 k

1
k

Q 16 h ( 1)
1

R 1 1 2 R (2k 1)

1 1 2
2 I (b ) b I (b ) I (b )

1

N cos (2k 1)S .
2

+∞

=

−

µ µ − σ = − + ⋅ × ×   π − µ − µ π −
 µ − µ − µ

× − ρ + ρ × − µ µ µρ 
π × − 



∑

      

(59)

Результаты расчетов по определению коэффи-
циента ужесточения β, а также напряжения для 
уплотнительного элемента пакера по параметрам 
 r

0,6 1,2; ; 0,47; 0,48; 0,49
h R
β

= − ρ = µ = , представлены на 

рис. 2, 3. 

Рис. 2. Зависимость распределения напряжений от 
геометрического параметра уплотнения

Рис. 3. Зависимость коэффициента ужесточения 
уплотнения от безразмерного геометрического параметра: 

1 – несжимаемая резина (µ=0,5), 2–4 – сжимаемая 
резина (µ=0,49; 0,48; 0,47 соответственно)

Как видно из расчетов, с увеличением параметра 
r/R безразмерное напряжение уменьшается по парабо-
лическому закону (рис. 2). Из рис. 3 видно, что малая 
сжимаемость оказывает существенное влияние на ко-
эффициент ужесточения. Из приведенных графиков 
следует, что приведенные выше результаты являются 
свидетельством того, что сжимаемость резины оказы-
вает существенное влияние на жесткость уплотнения.

6. Обсуждение результатов исследования

В данной работе задача теории упругости матери-
ала – резинового уплотнения пакера – рассмотрена 
как задача нахождения условного экстремума. С этой 
целью функционал энергии дополняли интегралом 
по объему уплотнителя от произведения множите-
ля Лагранжа на объемную деформацию. Из усло-
вий стационарности этого функционала и уравнения 
сжимаемости, благодаря такому подходу, определе-
ны перемещения и гидростатические напряжения. 
Вместе с тем, следует указать на определенные огра-
ничения, присущие полученным результатам. В част-
ности, речь может идти о следующем. Для больших 
деформаций, то есть когда имеет место предельный 
переход при коэффициенте Пуассона 0,5µ =  – усло-
вии сильной сжимаемости, вариационные уравнения 
Лагранжа дают иногда грубые погрешности. Тем не 
менее, данные ограничения в рассмотренной задаче 
не являются критичными, поэтому результаты дан-
ного исследования полезны и могут быть применены 
для многих видов уплотнительных систем. Учет на-
званных ограничений делает перспективным про-
должение исследований в данном направлении, т. к. 
позволит повысить точность расчетов для решения 
не только прикладных задач повышения надежности 
уплотняющих элементов пакеров, но и теоретическо-
го выявления закономерностей, возникающих в про-
цесс деформации уплотняющего элемента.
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7. Выводы

1. Полученная аналитическая формула для опре-
деления коэффициента ужесточения β , а также на-
пряжения для уплотнительного элемента пакера по  
параметрам / h 0,6 1,2; r/ R; 0,47; 0,48; 0,49β = − ρ = µ = , 
может быть применена для решения задач уплотнения 
скважинного пакера с учетом малой сжимаемости ре-
зины. При этом показано, что с увеличением параметра 
r/R безразмерное напряжение уменьшается по парабо-
лическому закону.

2. Показано, что на основе выбора координатных 
функций в функционале потенциальной энергии де-
формации, соответствующей реализации принципа 
Лагранжа для резиновых элементов пакера, можно 
учесть фактор сжимаемости резины. При этом по-
лученные результаты подтверждают, что сжима-
емость резины оказывает существенное влияние 
на жесткость уплотнительного элемента пакеров и 
данный фактор обязательно должен учитываться в 
аналитическом описании его напряженно-деформи-
рованного состояния.
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