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Звуковая волна, распространяющаяся в рас-
творе смесей электролитов (примером может 
служить морская вода), благодаря наличию в 
такой среде заряженных частиц способна ин-
дуцировать в ней токи и переменные электро-
магнитные поля. Внешний источник электро-
магнитного излучения в такой среде приводит 
к генерации индуцированного электромаг-
нитного поля, воздействующего на заряды 
электролита и приводящего, в свою очередь, 
к возникновению дополнительных колебаний 
плотности в области распространения звуко-
вой волны, т. е. к возникновению добавочных 
акустических гармоник. Таким образом, мож-
но говорить о нелинейном взаимодействии 
акустического и электромагнитного полей в 
такой среде, которое может быть названо маг-
нитоакустическим. Отметим, что этот вопрос 
рассматривался также в работах [Конторович, 
Глуцюк, 1961; Семкин и др., 2008а—в; Ершов и 
др., 2010; Шуман, 2012].

Рассмотрим ситуацию, когда в растворе 
смесей сильных электролитов присутствует 
источник электромагнитного поля частоты ω0.
Предположим далее, что в области простран-
ства, где есть такое электромагнитное поле, 
распространяется плоская монохроматиче-
ская звуковая волна с частотой ωv. Эта волна 
индуцирует электромагнитное поле, которое 
накладывается на поле источника и генерирует 
дополнительные акустические колебания. Ис-
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следуем это индуцированное поле и определим 
давление добавочных акустических гармоник 
на примере морской воды.

Примем следующую модель. Будем счи-
тать, что в морской воде в наибольшей кон-
центрации присутствует соль NaCl, ввиду 
чего ее электропроводность обусловливается 
преимущественно ионами Na+ и Cl–. При-
сутствие же других ионов не сильно влияет 
на электропроводность при условии, что эти 
ионы не содержатся в воде в значительных 
количествах. Запишем уравнения магнитной 
гидродинамики для раствора электролита NaCl 
[Франк-Каменецкий, 1964]:

tot tot1( ) ,
m v v v e v
t c

( )1 p R n v v
n

,

tot tot1( ) ,
m v v v e v
t c
+ +

+ + +

( )1 p R n v v
n

, (1)

где m – и v– — масса и распределение скоростей 
анионов хлора Cl–, m+ и v+ — масса и распреде-
ление скоростей катионов натрия Na+, а n — их 
общая концентрация. В данной модели полага-
ем концентрации катионов натрия и анионов 
хлора равными, так что условие электроней-
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тральности выполнено. Кроме того, считаем, 
что на анионы Cl– действует только давление p–,
а на катионы Na+ — только давление p+ (стан-
дартное приближение двухжидкостной гидро-
динамики). Коэффициенты R± в уравнении (1) 
описывают взаимное трение (передачу импуль-
са) при взаимодействии между ионами натрия 
и хлора. Вязкостью среды и взаимодействием 
ионов с нейтральными молекулами воды бу-
дем пренебрегать и, кроме того, будем считать 
движение ионов электролита безвихревым, 
т. е. положим rotv±=0. Входящие в уравнение 
(1) полные электрические Etot и магнитные Htot

поля, действующие в среде, являются суммой 
заданных внешних полей и полей, индуциро-
ванных движением ионов электролита:

tot ext indE E E ,
tot ext indH H H . (2)

Внешние переменные электрические и маг-
нитные поля Eext и Hext связаны между собой 
уравнениями Максвелла в вакууме. Индуциро-
ванное же магнитное поле Hind удовлетворяет 
уравнению Максвелла в среде:

( ) ( ) ( )
2 ind

ind ind
2 2

  ,    1 4 , rot ,
t

t t
cc t

H r
H r j r , (3)

где c — скорость света, а плотность индуци-
рованного тока jind определена следующим об-
разом:

( )ind en v vj . (4)

Введем среднюю массовую скорость соглас-
но соотношению

v vV , (5)

где ρ– =nm– и ρ+=nm+ — плотности катионов и 
анионов соответственно, а ρ=ρ–+ρ+ — их сум-
марная плотность. Тогда, учитывая малость от-
носительных изменений плотности и давления 
электролита в звуковой волне и пренебрегая 
нелинейными вкладами ~ ( )v v  в (1), полу-
чим уравнение для плотности индуцирован-
ного тока:

2 2ind
tot tot ind

0

1 ,
4 4
p p

t c
j E V H j , (6)

где ( )1/224p ne m  — плазменная частота, n

— равновесная концентрация ионов электро-
лита, ( )m m m m m  — приведенная мас-
са и 2

0 e R  — электропроводность электро-
лита. Появление в уравнении (6), выражающем 
закон Ома в среде, члена tot1 ,

c
V H , пропор-

ционального магнитному полю, связано с пре-
образованием Лоренца к движущейся системе 
координат.

Дополнив систему уравнений (1), (3) и (6) 
уравнением непрерывности

0 div 0t V , (7)

в котором ρ0 — равновесное значение плот-
ности, ρ’ — отклонение плотности от равно-
весного значения, получим уравнения для 
средней массовой скорости и для отклонения 
p p p от равновесного значения давле-

ния:

2
2

02 c
tt

V FV ,
2

2 2
0

1 divpp
c t

F , (8)

где c0 — скорость звука и ind tot1 ,
c

F j H .
Определим теперь источники внешнего 

электромагнитного поля Eext и Hext, действую-
щие на среду. Будем считать движение систе-
мы зарядов, создающих электромагнитное 
поле, нерелятивистским. Это условие эквива-
лентно тому, что размеры самой системы долж-
ны быть малы по сравнению с длиной излучае-
мой волны λ: a<<λ. Тогда можно рассматривать 
электромагнитное поле в магнитодипольном 
приближении. Анализируя частный случай 
излучающей системы с дипольным моментом, 
равным нулю, представим электромагнитное 
поле в виде [Ландау, Лифшиц, 1973]

( ) ( )ext 1, rot ,t t r
c

E r m r ,

( ) ( )ext , rotrot ,t t rH r m r , (9)

где точка над вектором означает дифференци-
рование по времени и

( ) [ ]0 0 0, cost t k rm r m (10)

— магнитный момент системы с амплитудой 
m0, а 0 0k c . Полученная система уравне-
ний (3), (6), (8) и (9) сильно нелинейна, и для 
ее решения заменим в нулевом приближении 
в уравнении (6) для плотности индуцирован-
ного тока среднюю массовую скорость V на 
скорость, создаваемую внешним акустическим 
источником:
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( )0 0 expv v vu i k r tV e ,

0v vk c , v v vke k , (11)

где u0 — амплитуда скорости внешнего акусти-
ческого источника. Тогда представим фурье-
компоненту плотности индуцированного тока 
в уравнении (6):

( ) ( )ind 0, vu ie
c

k rj r

( )0 0
0, rotrotv v

m ik re
r

e

( )0 0
0, rotrotv v

m ik re
r

e , (12)

где

( ) 0
2

01 4 pi
. (13)

Рассматривая индуцированное магнитное 
поле ( )ind ,H r  на расстояниях r<<λ (это нера-
венство надежно выполняется, например, для 
акустических волн ультразвукового диапазона 
с частотами ωv≤100 кГц, поскольку им соответ-
ствуют волны электромагнитного излучения с 
длиной λ≥103 м), сведем (3) к уравнению Гельм-
гольца:

( )ind ,H r

( ) ( ) ( )2
0

ind4 ,ik k
c H r

( )0
ind4 rot ,

c j r , (14)

решение которого может быть представлено 
в виде

( ) ( ) ( ) ( ){ 0ind
0, Re vi t

vt eH r h r

( ) ( ) ( )}0
0

vi t
v e +h r , (15)

где согласно формуле Кирхгофа для неогра-
ниченной среды [Тихонов, Самарский, 1972]

( ){ }02
1 exp

2 v
d i

c
rh r r

r r

( ){ }rot vik ref r (16)

и

( ) ( )2
0 2

4 ik
c

,

( ) ( )[ ] [ ]{ }0
0 03 3 , , ,v v

u
r

f r n m n e e m ,
rn
r

. (17)

Уравнение (15) описывает магнитное поле, 
индуцированное совместным действием элек-
тромагнитного и акустического полей. Оно 
зависит от гибридных частот ωv±ω0 и в случае 
резонанса ωv=ω0 содержит составляющую с 
удвоенной частотой, а также постоянное маг-
нитное поле:

( )ind 0
2 Re dH
c

rr
r r

{ } ( ){ }0exp rot vik rik er r f r . (18)

Аналогично из второго уравнения (8) можно 
определить звуковое давление добавочных гар-
моник. Пренебрегая нелинейными эффектами 
взаимодействия электромагнитного и акусти-
ческого полей высшего порядка и заменяя в 
уравнениях (8) в силе F полное магнитное поле 
Htot на внешнее Hext, в области расстояний r<<λ
получим

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0, Re vi t
v v vp t p er

( ) ( ) ( ){ 02
0 0Re 2 vi t

v vp e

( ) ( ) ( ) }02
0 02 v

v
i t

vp e , (19)

где

( ) 2
1

2
dp

c
r

r r

( ){ }
0

exp div vik ri e
c
r r r (20)

и

( ) [ ]0
1 2 0 36 v

u
u u u

r
r n m e ,

( ) ( )( ) ( ){ }1 0 0 03 , 3 , , ,v vu n m n e n m e m ,

( ) ( )( )2 0 0, 3 , ,v vu e m n m n e ,

( )2 2
3 0 03 ,u n m m . (21)

Давление p’ (r,t) в уравнении (19) связано с 
генерацией акустических гармоник посред-
ством индуцированного электромагнитного 
поля. Заметим, что в отличие от выражения 
(15) оно содержит гибридные частоты v 0
с удвоенной частотой электромагнитного поля, 
что непосредственно связано с нелинейным 
характером взаимодействия электромагнит-
ного и акустического полей в среде в процес-
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се такой генерации. В случае резонанса v 0
выражение (19) содержит постоянную состав-
ляющую давления добавочных акустических 
гармоник:

( )resp r

( ) ( ){ }02
1 Re div

2
vik rd e

c
r r

r r
. (22)

Поскольку интегралы, входящие в уравне-
ния (16) и (20), не вычисляются аналитически, 
рассмотрим их асимптотические значения 
при <<λ, где a — характерный размер из-
лучающей системы. Тогда для проекции инду-
цированного магнитного поля на направление 
вектора наблюдения n=r/r получим следующее 
выражение:

( )ind ,nH tr

( ) ( )0
2 exp expr rh t h t
c r + ,(23)

в котором

( ) ( ) ( )0 0
2

cos sin
1

v vt t
h t , (24)

а

( )
2

1 0
2 2 2

1
2 1 1 1

k

K
,

( )( )2 2 21 1 1 1K , (25)

( ) 2
0 04 v p  и 0p . Соглас-

но выражениям (23) и (24), индуцированное 
магнитное поле испытывает сильную частот-
ную дисперсию на гибридных частотах v 0.
Общее представление о характере проник-
новения магнитного поля в раствор смесей 
электролитов можно получить, исходя из вы-
ражений (23) и (25). Прежде всего заметим, что 
в квазистационарном случае при выполнении 
неравенств p 0, p v с учетом выраже-
ния (13) получим известное выражение для 
глубины проникновения магнитного поля при 
нормальном скин-эффекте [Ландау, Лифшиц, 
1982]:

0 02 v

c
. (26)

Для частот электромагнитного излучения, 
сравнимых с акустическими в диапазоне 

v 2×(104—105) Гц (λ≅9,4·104÷1,9·103 м) в слу-
чае морской воды (σ0≅3 См/м), будем иметь 
δ+≅5 ÷2 м, δ+<<λ. При этих условиях величи-
на индуцированного электрического поля 
Eind(r,t)~(δ+ Hind(r,t)<<Hind(r,t). Значения ве-
личины δ– в отличие от случая нормального 
скин-эффекта могут быть существенно выше, 
поскольку они зависят от разности частот 
акустического и электромагнитного полей 
p 0, содержащейся в знаменателях выра-

жений (25) и (26). При выполнении неравен-
ства { }0 0min ,pv , δ–>>δ+ и в случае 
резонанса v 0 формально получим δ–=∞. При 
этом характер убывания квазистационарного 
индуцированного магнитного поля с расстоя-
нием вглубь электролита изменяется с экспо-
ненциального на степенной (см. уравнение 
(30)) для его статической компоненты.

Для расчета углового интеграла, входящего 
в уравнение (23), выберем сферическую систе-
му координат с осью Z, параллельной направле-
нию распространения акустического сигнала, 
т. е. 0Z||ev, и с плоскостью XZ, проходящей через 
векторы ev и m0. Тогда угловой интеграл ₢ в 
уравнении (23) выразится через характерный 
размер излучающей системы a следующим об-
разом:

( ) ( )0 0
02

4sin
2 cos v

v
vv

k au c
k a

k aa
m

( )
( )

( )
( )3 2

9sin 9cos
sin sin cosv v

m
v v

k a k a

k a k a

( ) ( )
( )

0 0
02 2

3sin62 sin v
v

vv v

k au c
k a

k aa k a
m

( )3cos
cos cosv

m
v

k a
k a

, (27)

где θm — полярный угол вектора магнитного 
момента m0 (угол между вектором магнитно-
го момента и направлением распространения 
внешнего акустического сигнала), а θ и ϕ — 
полярный и азимутальный углы вектора на-
блюдения n в выбранной системе координат. 
Уравнение (27) описывает угловое распреде-
ление индуцированного магнитного поля. Рас-
смотрим различные предельные случаи полу-
ченного выражения. В случае низких частот 
звуковой волны, т. е. когда длина волны внеш-
него акустического источника намного больше 
характерного размера излучающей системы 
a(kva<<1), получим
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0
0

0

4 1 sin sin cos
5 3v m
u
c

m

]cos cosm . (28)

Из этого соотношения следует, что в низко-
частотном пределе индуцированное магнитное 
поле максимально в направлении вектора маг-
нитного момента (ϕ=π/2, θ=θm), когда последний 
параллелен направлению распространения 
акустического сигнала (θm=0, π). В то же время в 
случае, когда вектор магнитного момента пер-
пендикулярен направлению распространения 
звуковой волны (θm=π/2), индуцированное маг-
нитное поле равно нулю в плоскости YZ (ϕ=π/2). 
Оно также равно нулю вдоль оси Y (ϕ=θ=π/2) 
при любом направлении вектора магнитного 
момента. Кроме того, заметим, что в низкоча-
стотном пределе индуцированное магнитное 
поле вдоль вектора магнитного момента θ=θm в 
случае, когда последний параллелен направле-
нию распространения акустического сигнала 
(θm=0, π), в три раза больше, чем в случае, ког-
да звуковая волна распространяется перпен-
дикулярно направлению вектора магнитного 
момента (θm=π/2). В предельном случае высоких 
частот (kva>>1) из уравнения (27) получим

( )0 0
022 cos sin sin cosv m

v

u c
k a

a
m . (29)

Из выражения (29) следует, что в высоко-
частотном пределе индуцированное магнитное 
поле максимально в направлении магнитного 
момента (ϕ=π/2, θ=θm) в случае, когда послед-
ний перпендикулярен направлению распро-
странения звуковой волны (θm=π/2). В то же 
время магнитное поле отсутствует в плоско-
сти YZ и вдоль направления распространения 
акустического сигнала. Оно также равно нулю 
в случае, когда направление распространения 
акустического сигнала параллельно направле-
нию вектора магнитного момента. Полученные 
соотношения позволяют также определить ве-
личину проекции постоянного индуцированно-
го магнитного поля, возникающего в резуль-
тате магнитоакустического резонанса ( v 0):

( ) ( )00
2

sinind ,
k r

t
rc

nH r

( ) ( )( )
2

400
0 02 1

6
k r

k k r
c

, (30)

т. е. ввиду малости пространственной диспер-
сии слабо зависит от r.

Исходя из уравнений (19) — (21), для зву-
кового давления добавочных гармоник в наи-
более интересном случае гибридных частот 
± v 0 будем иметь

( ) ( ) ( )0
2, , ,p t t t
c r

r r r , (31)

где

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
0, sint k rr

( ) ( )( ) ( )2
0 0cos cos 2vk r t

( ) ( ) ( )( )1 2
0sin k r

( ) ( )( ) ( )1
0 0cos sin 2vk r t

( ) ( ) ( )( )2 1
0sin k r

( ) ( )( ) ( )2
0 0cos sin 2vk r t

( ) ( ) ( )( )2 2
0sin k r

( ) ( )( ) ( )1
0 0cos cos 2vk r t (32)

и k0 ± ±/c0. Выражения (31) и (32) показы-
вают, что давление добавочных акустических 
гармоник испытывает сильную частотную дис-
персию на гибридных частотах v 0, а так-
же сильную пространственную дисперсию с 
периодом порядка длины звуковой волны, за-
тухая с расстоянием по закону ~1/r. Заметим, 
что учет теплопроводности среды приводит к 
более сильному экспоненциальному затуха-
нию по типу скин-эффекта. Величины ( )1  и 

( )2  в уравнении (32) являются соответственно 
действительными и мнимыми частями интегра-
ла ( ) ( )1 2i , который описывает угловое 
распределение звукового давления добавоч-
ных акустических гармоник. Детальный анализ 
этого интеграла показывает, что динамическое 
звуковое давление добавочных гармоник, воз-
никающее в результате нелинейного взаимо-
действия акустического и электромагнитно-
го полей в среде, является пространственно 
неизотропной величиной. В общем случае он 
может быть рассчитан только численно. Одна-
ко в направлении распространения внешнего 
акустического сигнала в предельных случаях
низких ( vk a <<1) и высоких ( vk a >>1) гибрид-
ных частот могут быть получены простые ана-
литические выражения. В случае, когда vk a
<<1 и при v≠ 0, будем иметь
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2 246 1091 sin
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2

2 0 2
0 4

0

27 21 sin
10 3

v
m

v
u

a
m

2 220 41 sin
7 5
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Соответственно при vk a >>1 получим

( )

( )

2
1 0 2

0 0 2 5
0

cos 2 sin
2

v
v m

v

u c k a
a
m

2
sin 2

1124 1 sin
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(34)

2 2
sin 2

1cos 2 cos 1 sin
2

v

v m m

v

k a
k a

k a
.

В приведенных соотношениях vk
( )0 0v c . В свою очередь, для постоянного 

(магниторезонансного) давления добавочных 
акустических гармоник приближенно будем 
иметь

( ) ( )0
2

resp
c r

r r , (35)

где при kva<<1

( )
2

0
0 4 2

1
1

P u
a +

m
r

2

0

27 28 1 sin
10 3v m

a
c + , (36)

и соответственно в высокочастотном случае, 
когда kva>>1,

( ) ( )2
02

0 0 6 2 2

cos
2 1

v

v

k a
P u c

a +

m
r

2 2

0
27 cos sinm v m

a
c + . (37)

Заметим, что в отличие от динамического 
случая, постоянное магниторезонансное дав-
ление добавочных акустических гармоник 
пространственно изотропно. Из выражения 
(36) следует, что в низкочастотном пределе в 
случае, когда магнитный момент параллелен 
направлению распространения акустическо-
го сигнала (θm=0), постоянное давление до-
бавочных акустических гармоник в три раза 
больше, чем в случае, когда магнитный момент 
перпендикулярен направлению распростране-
ния звуковой волны (θm=π/2). Из полученных 
выражений следует, что индуцированное маг-
нитное поле Hind(r,t)~m0, в то время как давле-
ние ( ) 2

0,p t mr , т. е. ( ) ( )
2ind, ,p t tr H r , что 

указывает на нелинейность механизма генера-
ции добавочных акустических гармоник.

Таким образом, в статье рассмотрено взаи-
модействие акустического и электромагнит-
ного полей (магнитоакустическое взаимодей-
ствие), приводящее в области расстояний r~δ±
к генерации переменного электромагнитного 
поля и добавочных акустических гармоник в 
растворе смесей электролитов. Рассматрива-
ется нелинейный механизм генерации таких 
гармоник, возникающих в результате индук-
ции внешней электромагнитной волной допол-
нительного электромагнитного поля, которое, 
в свою очередь, генерирует в присутствии уже 
имеющегося внешнего акустического источ-
ника дополнительные акустические колеба-
ния на так называемый гибридных частотах. 
Отмечено, что в отличие от индуцированного 
магнитного поля добавочное постоянное зву-
ковое давление возникает при условии совпа-
дения частоты внешнего акустического поля с 
удвоенной частотой электромагнитной волны, 
так называемом нелинейном резонансе. Полу-
чены достаточно простые аналитические вы-
ражения для напряженности индуцированного 
магнитного поля и звукового давления доба-
вочных акустических гармоник. Исследованы 
их угловые распределения.

В заключение авторы выражают призна-
тельность доктору физ.-мат. наук В. Н. Шума-
ну за полезные и своевременные замечания, 
способствующие углубленному пониманию 
физического содержания проблемы.
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Interaction of  acoustic and electromagnetic field 
in a mixture of electrolytes

© L. M. Kuzmina, V. M. Rylyuk, M. I. Skipa, 2016

Nonlinear mechanism of interaction of acoustic and electromagnetic fields is considered. It is shown that 
the sound wave propagating in a mixture solution of electrolytes is able to induce alternating electromagnetic 
fields of the acoustic range and the presence of an external source of electromagnetic radiation in the region 
of the sound wave propagation leads to the appearance of additional acoustic harmonics. The strength of the 
induced magnetic field and the magnitude of sound pressure of harmonics are calculated. The conditions 
of the magnetic acoustic resonance, which leads to the appearance of the constant magnetic field and the 
sound pressure of additional acoustic harmonics, are considered.

Key words: acoustic and electromagnetic fields, sound wave, resonance frequencies, nonlinear interaction.
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