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Наблю дение геомагнитного поля, изм ерение величин его компонент и создание 
на их основе моделей геомагнитного поля, а такж е составление геомагнитных карт 
представляют основное направление геомагнитных исследований. Аналитическая мо­
дель геомагнитного поля позволяет вычислить величину лю бой компоненты геомаг­
нитного поля в какой-либо точке околоземного космического пространства и на Зем­
ле. П редлож ен новы й метод для построения региональной модели геомагнитного 
потенциала. Согласно фундаментальным исследованиям Гаусса, классическим пред­
ставлением геомагнитного потенциала стала его запись в виде бесконечного ряда 
ф ункций  Л еж андра. О бычно разлож ение геомагнитного потенциала в ряд по сф е­
рическим или эллипсоидальным функциям используется в большинстве случаев для 
моделирования глобального (нормального) геомагнитного поля с длиной ряда в 9— 
13 гармоник. О днако если речь идет не о всей сф ер е , а о ее отдельной части (сег­
менте сф еры  или ее т р ап ец и и ), то сф ерические ф ункции Л еж андра теряю т свою 
ортогональность. В связи  с этим для разработки  региональны х моделей поля п ри ­
меняю т различны е модиф икации сф ерического гармонического анализа с исполь­
зованием  сф ерических ф ункций  Л еж андра целой степени и действительного по­
рядка. Такие функции формирую т ортогональную по весу систему функций на про­
извольной сф ерической  трапеции, однако не имею т рекуррентны х соотнош ений, в 
связи с чем для их вычисления необходимо использовать расписание в гипергеомет- 
рический ряд. Областью определения таких ф ункций в сф ерической  системе коор­
динат служ ит сф ерически й  сегмент. П олучены рабочие формулы для построения 
упомянутой выш е модели. В качестве входных данны х для построения модели р е ­
гионального магнитного поля использованы  значения его компонент, полученные 
из изм ерений на геомагнитных обсерваториях. П редлож ено проводить вычисления 
региональной модели геомагнитного потенциала указанны м методом в рам ках про­
цедуры изъятие—вычисление—восстановление. Сначала находят систематическую  
составляющую компонент, применив глобальную модель геомагнитного поля. Далее 
вычисляют аномальные значения компонент. Использовав базовые функции, вычис­
ляю т модель регионального аномального геомагнитного поля. Для стабилизации р е ­
ш ения вводят парам етр регуляризации Тихонова.

Ключевые слова: региональное магнитное поле, сф ерические функции, модели­
рование.

Вступ. П росторовий розподіл геомагнітного поля та його еволю ційний процес є 
одним із найваж ливіш их складових у  геофізичних дослідженнях. П роцес побудови 
моделі глобального магнітного поля добре вивчений. Аналітичні моделі геомагнітного 
поля дають змогу визначити величину будь-якої компоненти поля у  будь-якій точці 
з координатами ф, 1, Н (висота). Подання в аналітичному вигляді є зручним для р о з­
в 'язанн я задач, пов 'язаних з дослідженням зовніш нього поля, при виріш енні питань
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навігації і орієнтації, виділення тренду (дослідження аномалій, створених коровими 
джерелами) тощо. Безумовно, у  кож ній з цих задач поставлено свої специфічні ви­
моги до аналітичного подання, але мож на виділити загальні вимоги, яким має задо- 
вільняти будь-яка сучасна аналітична модель. П о-перш е, у  моделі має бути певна 
точність, щоб р ізниця між  виміряними і розрахованим и значеннями не перевищ у­
вала деяку величину. Так, для оціню вання величини поля корових дж ерел різниця 
не має перевищ увати 250 нТл. За моделлю має бути виділено поле корових джерел, 
тобто необхідне виконання умови ^ Л  Z і ®  0, £ Л H , ®  0, X  Л Ті ®  0 на профілі пев­
ної довж ини або на площі певних розмірів. Д овж ина профіля може бути оцінена на 
підставі спектрального аналізу. М одель має задовільно передавати зм енш ення поля 
з висотою. Н а висотах до 400 км розбіж ність між виміряними і обчисленими зн а­
ченнями не має перевищ увати 50 нТл. М одель поля і вікові варіації мають правиль­
но передавати часові зміни поля (при усередненні за  деяким інтервалом часу). Ці 
вимоги необхідні для зіставлення м іж  собою різних аналітичних моделей. З істав­
лення коефіцієнтів р ізних моделей не дає змоги вибрати кращ у модель. Зменш ення 
різниць у  коеф іцієнтах означає, що під час створення моделей використовували од­
норідніш ий матеріал, а методики побудови моделей відрізнялися несуттєво.

Дані магнітних обсерваторій, безумовно, є якісніш им матеріалом для оціню ван­
ня репрезентативності створеної аналітичної моделі. Для задач, п ов 'язан и х  з ви ­
вченням явищ  в іоносф ері та магнітосфері, аналітична модель має правильно пере­
давати закон зменш ення поля з відстанню. Моделі, побудовані тільки за наземними 
даними, не задовільняю ть цю умову. Середньоквадратична помилка 250 нТл на по­
верхні Землі мож е бути отримана для максимального порядку моделі n = m  = 9, але 
при цьому виконання умови Х Л Z i ®  ° ,  Х Л Н і ®  ° ,  ^ Л  Tt ®  0 мож е бути на м ен­
ш их профілях і площах. Усі існуючі аналітичні моделі не можуть бути використані 
як “нормальне поле” для виділення аномалій протяжністю  200 км і менше, тому де­
яка частина головного поля входить помилкою в аномальне поле. Корегування мо­
делі для обмеж еної території за  додатковою інформацією  дає змогу одерж ати більш 
задовільне “нормальне поле”.

Для побудови глобальної моделі переваж но використовую ть глобальні сф еричні 
функції Лежандра, однак для побудови моделі регіонального магнітного поля такий 
підхід застосовувати не можна, оскільки у  такому разі сф еричні функції Л еж андра 
втрачають свою ортогональність і розв 'язок  стає нестабільним [Орлюк, 2000; Орлюк 
и др., 2017]. Для побудови моделі регіонального магнітного поля застосовую ть метод 
SCHA [Haines, 1985, 1988; Yankiv-Vitkovska, Dzhuman, 2017], який ґрунтується на ви­
користанні як базової системи ф ункцій сф еричних ф ункцій Л еж андра цілого сте­
пеня, але дійсного порядку, а також  інші методи, наприклад ASHA [De Santis, 1992; 
Dzhuman, 2014], TOSCA [De Santis, 1991], R-SCHA [Thébault et al., 2006], кож ен з яких 
має свої переваги та недоліки і є модифікацію  методу SCHA [Beggan et al., 2013; 
Thébault, Gaya-Piqué, 2008; Thébault e t al., 2010]. О сновними недоліками усіх п ере­
лічених методів м ож на вваж ати такі: а) для їх безпосереднього використання вхід­
ну інформацію  необхідно трансф ормувати з довільного регіону на сф еричний сег­
мент з центром на північному полюсі, через що втрачається ф ізичний зміст проце­
су; б) базовим ф ункціям  не властива ортогональність. У статті для побудови моделі 
регіонального магнітного поля запропоновано метод, у  якому як базові використо­
вують функції, ортогональної на довільній сферичній трапеції.

Гармонічний аналіз на "шапці" сфери (SCHA). У 1985 р. у  статті [Haines, 1985] для 
побудови моделі регіонального магнітного поля було запропоновано застосовувати 
метод SCHA (spherical cap harmonic analysis), теоретичні засади якого вперш е були р о з­
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роблені задовго до цього у  роботі [K elvin, Tait, 1896]. Ц ей метод передбачає н а ­
кладення граничних умов задачі Ш турма—Ліувілля [Hwang, Chen, 1997] на дифе- 
ренційне рівняння Л еж андра. У такому випадку за базову систему ф ункцій при й­
мають сф еричні функції Л еж андра цілого степе­
ня, але дійсного порядку P„km (cos 0), де nk — дійс­
не число, k  — упорядковувальний індекс. Алгорит­
ми для знаходж ення значень nk детально розгля­
нуто у  статті [M acdonald, 1900]. Ф ункції P„Rm (cos0) 
не мають простих рекурентних співвідношень, то­
му зазвичай їх знаходять за допомогою розкладен­
ня в гіпергеометричний ряд. Областю визначення 
таких функцій у  сферичній системі координат слу­
гує сф еричний сегмент 0 є [ 0, 0 о ], де 0 о — зен іт­
на відстань, що відображ ає координату межі сег­
мента (рис. 1).

Слід зауважити, що функції P„km (cos0) форму­
ють дві ортогональні системи функцій на сф ерич­
ному сегменті, проте загалом вони не є ортогональними. Зреш тою  будь-яку ф ун к­
цію F, задану на сф еричном у сегменті 0 є [ 0, 0 0 ] одиничної сф ери, мож на розклас­
ти в ряд ¥ k

Рис. 1. Сферичний сегмент.

F  ^  ( C m  cos m1 + S lm sin m l ) P„
k=0 m=0

„km (cos 0 ) , (1)

де та Sm  — невідомі коеф іцієнти моделі.km
О скільки вхідні дані розміщ ую ться здебільшого на довільній території, їх перено­

сять штучно на сегмент з центром на північному полюсі за  допомогою ф ормул [Уои- 
піб е1 аі., 2013]

tg a :
cos f  sin ( 1 - 1 0  )

sin f  cos f  0  -  cos f  sin f  0  cos ( 1 - 1  0  )
, cos 0 = sin f  sin f  0  -  cos f  cos f  0  cos ( 1 - 1 0  ) ,  (2)

де a  — азимут лінії, проведеної з полю са до точки; 0 — сф ерична відстань від по­
лю са до точки; (l , f ) — геоцентричні ш ирота і довгота точки; (1 0 , f  0 ) — геоцент­
ричні ш ирота і довгота полюса.

М етод SCHA мож на використовувати для моделю вання гравітаційного поля [De 
Santis, Torta, 1997], а також  для моделювання іоносф ери та її параметрів [Gao, Liu, 
2002; Liu et al., 2014]. Проте найбільшого застосування він набув при розв 'язанн і 
задач моделю вання регіонального магнітного поля Землі [Duzgit, Malin, 2000; Kotze, 
2001; Stening e t al., 2008].

Н а підставі методу SCHA побудовано методи ASHA і TOSCA, які також  здебіль­
шого використовую ть для обчислення регіонального магнітного поля Землі. М етод 
ASHA [De Santis, 1992] передбачає перехід від системи координат “ш апки” сф ери 
(r, 0, 1) до нової системи координат на половині сф ери  (r', 0 ', 1 ) :

r  = r ,
1  = 1, 

0 ' = 5 0 ,
(3)

де 5 = ------ , 0 0  — половинний кут “ш апки” сфери.
2 0 0
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П ерехід (3) у  геоцентричній системі координат м ож на записати у  вигляді

X ' = — , Y' = Y ^ in q  , Z ' = Z . (4)
5 Sin 0

У такому разі отримаємо неортогональну систему функцій, проте між функціями 
будуть прості рекурентні співвідношення.

М етод TOSCA [De Santis, 1991] полягає у  переміщ енні початку системи коорди­
нат з центру Землі до її поверхні. Таким чином, цей метод діє свого роду як фільтр, 
подає дані в дуже дрібних деталях (малі довж ини хвиль) у  центрі регіону і згладжує 
їх (великі довж ини хвиль) на ш ляху до меж і регіону.

О ригінальний підхід за  методом TOSCA полягає у  використанні методу SCHA у 
новій реф еренсн ій  системі зі зміщ еним центром вертикально вздовж  радіуса з цент­
ру  Землі. Ф ормули переходу між цими системами координат мають вигляд

X 1 = X , Y1 = Y, Z 1 = Z  -  Z  0, (5)

де X, Y, Z  — координати у  сферичній системі (після обертання вихідних даних на 
“ш апку” сфери); X v  Yj, Z 1 — координати у  новій зміщ еній реф еренсн ій  системі. 
Очевидно, перехід (3) у  сф еричних координатах матиме вигляд (рис. 2)

І 2 2 0 r1 =д/ r + z 0  -  2 z 0  r  cos 0 , 1 1 = 1 , 0 1 = arcsin ' r  sin — 
r1 1

(6)

П означивш и центральний кут сф еричної “ш апки” а  у  системі координат {г, 0, 1}
і, відповідно, а !  — у  системі координат {г^ 0 ̂  1 ̂ ,  мож на легко встановити між ни­
ми зв 'язок:

Рис. 2. Зміщення системи координат для використання методу TOSCA у вигляді 3D (а) і 2D (б). 
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г  = г- sin a
sin a (7)

Сферичні функції на сферичній трапеції. У статті [Dzhum an, 2017] запропоно­
вано використовувати як базову систему функцій, яку  зреш тою  також  побудовано 
на підставі методу SCHA, проте їй властива ортогональність за  вагою на довільній 
сф еричній трапеції. Базові функції для трапеції з координатами верш ин 0 min, 0 max, 
l  min, l  max у такому разі мають вигляд [Dzhuman, 2017]

Rkm ( 0 -1 ) = Pkm ( 0 ) c°s 2 p m - S km ( 0 -1 ) = Pkm ( 0 )sin 2 p m 1 1 min
1 — 1max min

- (8)

тоді як Pkm (0) мож на знайти з таких співвідношень:

Pkm ( 0 ) = Sin m ( 0 — 0 min) • F m  — n k - nk + m  +1- 1 + m,
1 — cos ( 0 — 0 min)

i f  0 min £ 0 £ 0 mean

Pkm ( 0 ) = ( — 1) k+m Sin m ( 0 max —0 ) • F m  — nk - nk + m  +1- 1 + m .
1 -  cos (0 max -  0 )

i f  0 mean £ 0 £ 0 max

(9)

У формулі (9) F  — позначення гіпергеометричного ряду [Смирнов, 1953]:

F  ( a - b - c - z) = 1 + ^
k=1

k—1

П
l=0

( a + 1) ( b + 1) 
(1 +1 ) (  c +1 )

z k = 1 + -------+
c 1!

ab z  a ( a +1) b ( b +1)
c ( c +1) 2!

+

Алгоритм знаходження величин ик також детально розглянуто у  статті [Dzhuman, 2017]. 
Для наочності на рис. 3 показано графік функцій (2) для т = 0 і к = 0 ... 3 на від­

р ізку  [20°; 70° ].

со

20 25 ЗО 35 40 45 50 55 60 65 70

Рис. 3. Функції (2) на відрізку [20°; 70°]: 1 — m = 0, k = 0; 2 — m = 0, k = 1; 3 — m = 0, k = 2; 4 — m = 0, k = 3. 
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П рактично будь-яку функцію  на довільній сферичній трапеції, в тому числі ф унк­
цію геомагнітного потенціалу, м ож на розкласти в ряд за ф ункціями (8).

Добре відомо, що компоненти геомагнітного потенціалу є ф ункціями перш их по-
(1Ркт (0)

хідних. Очевидно, особливий інтерес становлять вирази похідних ------------ (рис. 4):
с/0

аркт (0)Рис. 4. Графік функцій ------------ : 1 — т = 0, к = 0; 2 — т = 0, к = 1; 3 — т = 0, к = 2; 4 — т = 0, к = 3;
5 — т = 0, к = 4.
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(®) /л л Ч р /04 +---- ——  = т • ^ 0 - 0 т іп ) ры  (0) +
d 0 2

1 (m  -  nk ) (nk + m  + 1 К  m+1 ,0 0 лх
------------- ------------------ зіп (0 - 0 тіп ) Х1 + m

х F m  -  nk +1, nk + m  + 2, 2 + m ,
1 -  соз ( 0 - 0  тіп)

dPkm0( 0) = -  m  • с1§ ( 0 тах - 0  ) РШ ( 0) + (-1) „ .d0 2 1 + m
к+m+1 1 (m  -  пк ) ( пк + m  + 1 )з.п m+1 (0 0) х

----- зіп ( 0 тах - 0 )  х

X F m  -  Пк +1, Пк + m  + 2, 2 + m.
1 с°з ( 0 тах 0 )

іГ  0 теап < 0 < 0 тах-

(11)
Обчислення моделі регіонального магнітного поля з використанням процедури 

вилучення— обчислення— відновлення. Для побудови моделі регіонального магніт­
ного поля як вхідні дані використовую ть значення його компонент Ех, Бу , Ег, отрима­
ні як виміри з геомагнітних обсерваторій. Потенціал V геомагнітного поля пов 'язаний 
з трьома його компонентами Ех, Еу , Ег таким чином:

Вх = -  В  0 -
1 Э V 
г  Э0

Ву  = Вх - - -
1 ЭV 

г  зіп 0 Э1 В ,  ° -  Вг -
Э V 
Э г

(12)

Для якісніш ого використання обчислювальних ресурсів і отримання точнішої мо­
делі здебільшого використовую ть процедуру вилучення—обчислення—відновлення. 
Вона передбачає такі кроки.

1. Знаходять систематичну складову компонент Ехт , Еут, Ет , використовую чи 
деяку глобальну модель магнітного поля. Рівняння такої моделі має вигляд

V (г , 0 ,1 , і) -  Я £  X {gnm (0  соз (m1) + hnm ( і) зіп (m1) }pnm (соз 0) , (13)

де Я — середній радіус Землі; g nm та Ьпт — нормовані коеф іцієнти моделі; птах — 
максимальний порядок моделі.

2. О бчислюють аномальні значення компонент А Вх, А Ву, АВг за формулами

АВу  -  Ву  -  Bym (14)

3. “О бчислю ю ть” модель регіонального магнітного поля, а саме аномальні зн а ­
чення компонент А Вх, А Ву , А Вг , використовую чи відповідні базові функції, напри­
клад функції (8).

4. Знаходять суму глобальної і обчисленої регіональної моделі для її “відновлення”. 
Розкладемо геомагнітний потенціал V в ряд за функціями (8). О тримаємо

V (г , 0,1) -  Я £  £
ктах к ґ  п \Пк +1Я

с ш  с°з
1 -1 1  

1 2 - 1 1
+ зіп

1 -1 1  

1 2 - 1 1
>Ркт (0)- (15)

П п

Комбінуючи рівняння (15) з рівняннями (12) і зваж аю чи на формули (11), після не-
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значних математичних перетворень отримуємо формули для обчислення значень ано­
мальних компонент А В х, АВУ, АВ„:х у *

ЛВх = І  І
k=1 m=0

ґ R \„k  +2

\  Г У
Ckm cos 2 p m

і  - 1 і 

1 2 -  1 1
+ Skm sin 2 p m

1 - 1  і 

12 -  11
' P'km (q ),  (16а)

к к max

ЛВУ =■ І  І
k=1 m=0

R
rV У

m -  Ckm sin 2 p m
1 - 1 1 

1 2 - 1 1
+ Skm cos 2 p m

1 - 1 1 

1 2 - 1 1
x

x Pkm ( q )
sin (q ) ,

(16б)

Лв ,  = - І  І
k=1 m=0

R

r
(„k + l) 1 Ckm cos 2 n m

1 - 1 1 

1 2 -  11
+ Skm sin 2 p m

1 - 1 1 

12 -  11
x

(16в)

Для знаходж ення невідомих коефіцієнтів моделі мож на використати спосіб най­
менш их квадратів, стабілізувавш и р о зв 'я зо к  уведенням  парам етра регуляризац ії 
Тихонова а:

V T V + а X  T X  ®  min. (17)

Висновки. 1. Н аведено різні методи для моделювання регіонального магнітного 
поля Землі.

2. Запропоновано метод для обчислення регіональної моделі геомагнітного поля 
Землі, який має переваги порівняно з уж е існуючими методами.

3. О тримано робочі формули для побудови згаданої вищ е моделі.
Н аступний крок нашого дослідження — побудова і оціню вання точності регіо­

нальної моделі геомагнітного поля на території Ц ентральної Європи з використан­
ням запропонованого алгоритму.
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Modeling of regional magnetic field applying 
spherical functions: theoretical aspect

Yu. P. Sumaruk, L. M. Yankiv-Vitkovska, B. B. Dzuman, 2019

Observation of geomagnetic field, measurement of its components values and estab­
lishment on their base models of geomagnetic field as well as geomagnetic mapping are 
the main trend of geomagnetic studies. Analytical model of geomagnetic field allows 
calculating the value of any component of geomagnetic field at any point of near-earth 
space and on the Earth. A new method has been proposed for construction of geomag­
netic potential regional model. In accordance with Gauss' fundamental studies, classi­
cal concept of geomagnetic potential became its record as endless series of Legeandre 
functions. A program of writing the series of geomagnetic potentials according to their 
spherical or ellipsoidal functions is used for most cases for modeling of global (normal) 
geomagnetic field with the length of a series equal to 9—13 harmonics. However in ca­
se when the sphere is not complete and only its part ( a segment of the sphere or its 
trapezium) is taken into account the spherical Legeandre functions lose their orthogo­
nality. In this connection for elaboration of regional field models different modifications 
of spherical harmonic analysis with application of spherical Legeandre functions even 
grade and real order are used. Such functions form an orthogonal by weight system of 
functions on arbitrary spherical trapezium but do not have recurrent correlation there­
fore we are to use for their calculation an arrangement as hypergeometric series. The area 
of determination of such functions is spherical segment. Working formulae have been 
obtained for constructing the model mentioned above. As front-end data for construct­
ing a model of regional magnetic field the values of its components obtained at geomag­
netic observatories have been used. It has also been suggested to make calculations of 
regional model of geomagnetic potential by a method proposed within the limits of a pro­
cedure deletion-computing-restoration. Initially a systematic product of components is 
found using a global model of geomagnetic field. Then abnormal values of components are 
calculated. A model of regional abnormal geomagnetic field is computed using basic 
functions. A parameter of Tikhonov's regularizing is introduced to stabilize the solution.

Key words: regional magnetic field, spherical functions, modeling.
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