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Запропоновано метод отримання сшввудношень для визначення положення акус- 
тичних осей у триклшному середовищ1 i залежностей м1ж ними. Доведено, що ц1 
сшвв^дношення лiнiйно незалежнi над полем дшсних чисел. Однак будь-яке сшввудно- 
шення алгебрично залежить вуд будь-яких двох шших спiввiдношень. Дослуджено 
також взаемозв'язок отриманих спiввiдношень 3i спiввiдношеннями, виведеними у 
рангших роботах. Bиведенi формули визначають, як змiнюються цi сшввудношен- 
ня при поворотах навколо осей системи координат. Доведено, що виконання п'яти 
сшввудношень необхудно i достатньо для визначення вых акустичних осей у зада- 
нiй системi координат. Показано, що акустична вКь у заданому фазовому напрям- 
ку Кнуе тодi i тiльки тодi, якщо два спещальш вектори розмiрностi п'ять колшеар- 
нi. Для орторомбгчного середовища щ спiввiдношення подано у явному вигляд! од- 
норудними многочленами шостого степеня вуд компонент вектора фазового напрям- 
ку i третього степеня вуд ко еф щ ен п в  пружностт У площинах симетрп тыьки два 
сшввудношення не дор!внюють тотожно нулю. Теорiю продемонстровано на двох 
прикладах ашзотропних середовищ. У першому прикладу для триклшного середо­
вища, показано положення 16 акустичних осей як точки перетину г р а ф и в  трьох 
сшввудношень на площиш (кут з вертикаллю, азимут). У цьому випадку 6 точок вуд- 
повудають перетинанню лиспв фазових швидкостей P i S 1  хвиль, а 10 точок — пе- 
ретинанню лиспв S 1  i S2  хвиль. Другий приклад демонструе визначення вых акус­
тичних осей в ортором6!чному середовишД на пiдставi виведених сшввудношень. 
Для другого прикладу графiки сшввудношень наведено тыьки в першому квадран­
ту осюльки вони симетричнi вудносно координатних площин.

Ключов1 слова: триклшне середовище, акустична вшь, сингулярний напрямок, 
поверхня повтьностт

Введеиие. А кустическим и  осям и  (сингулярны м и направлениям и) н азы ваю тся  н а ­
правления, вдоль которы х  совпадаю т листы  поверхности  м едленности, или ф азо в ы х  
скоростей . Н аличие акусти ч ески х  осей  п ри сущ е м ногим  ан и зотроп н ы м  средам  и 
приводит к осл ож н ен и ю  волновы х полей  в окрестн ости  аку сти ч ески х  осей : в е к т о ­
ры  п о л яри зац и и  бы стро  и зм ен яю т н ап равл ен и я  [Shuvalov, 1998] и появляю тся  с и н ­
гулярны е точки  [A lshits, Lothe, 1979], на волновом  ф р о н те  возн и каю т каусти ки  и 
ко н и ч еск ая  р е ф р а к ц и я  [Kim e t al., 1993].

А кусти чески е оси  могут груп п и роваться  в линию  (при наличии  осевой  си м м ет­
рии) либо р асп ред ел яться  д и скретн о  по п оверхн ости  м едленности  [Vavrycuk, 2005]. 
К вадраты  ф азо в ы х  скоростей  удовлетворяю т полином иальном у уравн ен и ю  К рис- 
то ф ф ел я , д и скри м и н ан т которого  полностью  кон троли рует п олож ен и е  ак у сти ч ес­
ки х  осей  [Fedorov , 1968]. О днако и зуч ен и е  п ол ож ен и й  д и скретн о  расп о ло ж ен н ы х
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акусти ч ески х  осей  с пом ощ ью  одного у р авн ен и я  неудобно, п оскольку  одно у р а в н е ­
н ие долж но п он и ж ать  р азм ер н о сть  с двух (поверхность м едленности) до нуля (аку­
сти ч еск ая  о сь). В с вязи  с этим  и сп ол ьзую тся  си стем ы  у р а в н е н и й . В ы полнение 
каж дого  у р авн ен и я  оп ред еляет свою  линию  на п оверхн ости  м едленности , а их  п е ­
р есеч ен и я  определяю т акусти ч ески е  оси. А. Г. Х аткевич  вы вел  си стем у  трех  у р а в ­
нений, оп ред еляю щ и х акусти ч ески е  оси для тр и кли н н ой  среды  при  определенном  
вы боре си стем ы  коорд и н ат [K hatkev ich , 1962]. А кусти чески е оси для ор то р о м б и ­
ческой  среды , не н аход ящ и еся  в плоскостях  си м м етри и , определяю тся  систем ой  
тр ех  л и н ей н ы х  ур авн ен и й  относительно  квадратов м едленностей  [M usgrave, 1995; 
Schoenberg , H elbig , 1997]. М аксим альное количество  акусти ч ески х  осей  в триклин- 
ной, м оноклинной , ортором б и ческой  и тригональной  средах  р ав н о  16, в тетр аго ­
нальной  — 13, куб и ч еской  — 7, тр ан сверсал ьн о -и зотроп н ой  — 1 или б ескон еч н о  
м ного [Holm, 1992; D arinskii, 1994; B oulanger, H ayes, 1998; V avrycuk, 2005].

С ледует отм етить, что п оверхн ость  м едленности  для тр и кли н н ой  среды  о п р ед е­
л яется  м ногочленом  6-й степени  от трех  перем енны х, а поверхность групповы х ско­
р остей  нам ного  более сл ож н ая  [G rechka, 2017].

Теория. А кусти чески е оси (сингулярны е направления) в ан и зотроп н ой  среде х а ­
р ак тер и зу ю тся  тем, что вдоль ни х  совпадаю т ф азо в ы е  скорости  разл и чн ы х  типов 
волн. У читы вая, что квадраты  ф азо в ы х  скоростей  вдоль н ап равл ен и я  n = ( n p ) я вл я ­

ю тся собствен н ы м и  числам и сим м етри ч еской  м атрицы  К р и сто ф ф ел я  a ij  = Е с pijq Х
p  , q

Х n p  n q , совп ад ен и е  ф азо в ы х  ск о р о стей  о зн ач ает  наличие к р атн ы х  со б ствен н ы х  
чисел  этой  м атрицы . В сф ер и ч еск о й  систем е координат

n 1 = sin 0 cos j ,  n 2 = sin 0 sin j ,  n3 = cos 0 , (1)

где 0 — угол с вертикалью , j  — азимут.
Ч исло 1 явл яется  соб ствен н ы м  числом  си м м етри ч еской  м атрицы  A = (а - )  тогда и 

только тогда, если м атри ц а  F = ( f j ) = A -  11 вы рож д ен а, где I — ед и н и чн ая  м атр и ­
ца. Ч исло l  явл яется  кратн ы м  соб ствен н ы м  зн ач ен и ем  м атрицы  A тогда и только 
тогда, когда ран г м атрицы  F м еньш е ее р азм ер н о сти  не м еньш е чем  на 2.

П усть A i; и F i; о зн ачаю т ал геб раи ч ески е  доп олн ен и я элем ентов а-- и А  м атриц  A
V  V  л  T  ~  T  V  V

и F соответственно . О б озн ачи м  A  = ( A ij ) и I7 = ( F tj ) соответствую щ ие п р и со ед и ­
н ен н ы е м атрицы . М атри ц ы  A и F та к ж е  являю тся  сим м етрическим и .

М атри ц а  A им еет кр атн о е  соб ствен н ое  зн ач ен и е  1 тогда и только тогда, когда 
F = 0. В ы числения показы ваю т, что F j  = a tj  1 + A j  при i Ф j  и F ii = 1 2 -  ( a mm + a nn ) x 
Х 1 + A i i , где m и n —  п ара  дополнительны х чисел  к i, т. е. m  Ф i  и n  Ф i  и 1 < i, m ,  n  < 3.

С ледовательно, условие F = 0 равн оси льн о  систем е уравн ен и й

a t j  1 = -  A i j , 1 < i < j  < 3, (2)

1 2 -  (a mm + a n n ) 1  + A ii = ^  1 < i < 3 - (3)

Вместо соотн ош ен и й  (3) будем  использовать  соотн ош ен и я F ii = F --, п редставлен н ы е 
в виде

( a u  -  a j j ) 1  = A j j  -  A n , 1 < i < j  < 3. (4)

В ы полнение у р авн ен и й  (2), (4) равн оси льн о  тому, что м атри ц а  F явл яется  ска- 
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лярной . П ри  F Ф 0 эта  м атри ц а  н евы р о ж д ен н ая  и, следовательно, м атри ц а  A так ж е  
явл яется  скалярной . В этом  случае она и м еет тр ех кр атн о е  соб ствен н ое  значение. 
С ледовательно, вы п олн ен и е систем ы  у р авн ен и й  (2), (4) всегда равн оси льн о  н ал и ­
чию  кр атн ы х  к о р н ей  у  м атрицы  A [Norris, 1985].

Введем векторы  vi7- =
( a - лa ij , w ij = '  a ii -  aj j  '

A ij V J 0
ij

V A ii -  Aj j ,
, 1 < i < j  < 3 , и 2 х  6 м атрицу:

B = ( (  , v 13 , v 23 j w 12 5 w 13 , w2323 ) . (5)

С и стем а у р авн ен и й  (2 ), (4) и м еет р еш ен и е  тогда и только тогда, когда столбцы  
м атри ц ы  B к о л л и н е а р н ы е , т. е. ran k B < 1. П о ско л ьк у  w 13 = w 12 + w 23 , к р и тер и ем  
кратн ости  соб ствен н ы х  зн ач ен и й  м атрицы  A явл яется  колли н еарн ость  пяти в ек то ­
ров V12 , V13 , V23 , w 12 , w 23. П р и р ав н и вая  нулю  2 х 2-м иноры  м атрицы  B с и скл ю ­
ченны м  столбцом  w 13, получим  10 соотнош ений , обесп еч и ваю щ и х  кратн ость  со б ст­
вен н ы х  зн ачен и й  м атрицы  A . С ем ь из эти х  м иноров определяю т м ногочлены  R i из 
статьи  [Alshits, Lothe, 1979]:

R i = d e t(v  23, v 13) = a n  a i3 a 23 -  a 12 + a 12 a 23 -  a 22 a 23>

R  2 = d et  ( v  23, v  12 ) = a 11 a 12 a  23 a 12 a 13 a 12 a 23 a 33 + °13 °23>

R 3 = d et  ( v  13, v  12 ) = -  a 12 a 23 + a 12 a 13 a 22 -  a 12 a 13 a 33 + a 13 a 23’

R4 = det ( v 23, w 13 ) = det ( v 23, w 12 ) + det ( v 23, w 23 ) = a 11 a 23

a 11 a 12 a 13 a 11 a 22 a 23 a 11 a 23 a 33 + a 12 a 23 + a 12 a 13 a 33 + a 22 a 23 a 33 a 23,

R  5 = det ( v 13, w 23 ) = -  a 11 a 13 a 22 + a 11 a 13 a 33 + a 12 a 13 -  a 12 a 22 a 23 + a 12 a 23 a 33 -

-  a 13 + a 13 a 22 -  a 13 a 22 a 33,

R  6 = det ( w 23, v 12 ) = a 11 a 12 a 22 -  a 11 a 12 a 33 -  a 12 +

+ a 12 a 13 -  a 12 a 22 a 33 + a 12 a 33 + a 13 a 22 a 23 -  a 13 a 23 a 33,

R  7 = det ( w 23, w 12 ) = a 11 a 22 a 11 a 33 a 11 a 12 + °11°13 °11 a 22 +

+ a 11 a 33 + a 12 a 22 -  a 13 a 33 + a 22 a 33 -  a 22 a 23 -  a 22 a 33 + a 23 a 33- (6)

Эти м ногочлены  л и н ей н о  н езави си м ы  над полем  д ей стви тельн ы х  чисел  R , п осколь­
ку  м ногочлены  R i сод ерж ат одночлены , не входящ ие в другие м ногочлены  R j  (j  Ф i ) . 
Т аким и, наприм ер , являю тся  одночлены  b i :

b1 = a 11 a 13 a 23, b2 = a 11 a 12 a 23, b3 = a 12 a 13 a 22, b 4 = a 23, b5 = a 13,

b6 = a 12, b7 = a 12 a 22- (7)
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О тм етим , что вы р аж ен и я  R i являю тся  куб и чески м и  однородны м и м ногочлена­
ми от элем ентов ау  м атрицы  К ри стоф ф еля . В свою  очереди, элем енты  м атрицы  
К р и сто ф ф ел я  ау  являю тся  квадратны м и  однородны м и м ногочленам и  от п ер е м е н ­
ны х n 1, n 2, n 3 :

а 11 = c 11 n 1 + c 66 n 2 + c 55 n3 + 2  c 16 n 1 n 2 

a 22 = c 66 n 1 + c 22 n 2 + c 44 n 3 + 2  c 26 n 1 n 2 

a 33 = c 55 n 1 + c 44 n 2 + c33 n 3 + 2 c 45 n 1 n 2 

a 12 = c 16 n 1 + c 26 n 2 + c 45 n 3 + 2  d  12 n 1 n 2 

a 13 = c 15 nj2 + c 46 n 2 + c 35 n 3 + 2 d  14 n 1 n 2 

a 23 = c 56 n 2 + c 24 n 2 + c 34 n 3 + 2  d  25 n 1 n 2

+ 2  c 15 n 1 n 3 + 2  c 56 n 2 n 3, 

+ 2 c 46 n 1 n 3 + 2  c 24 n 2 n 3,

+ 2  c 35 n 1 n 3 + 2  c 34 n 2 n 3, 

+ 2  d  14 n 1 n 3 + 2  d  25 n 2 n 3, 

+ 2  d  13 n 1 n 3 + 2  d 36 n 2 n 3, 

+ 2  d  36 n 1 n 3 + 2  d  23 n 2 n 3, (8)

где d  12 = c 12 + c 66, d  13 = c13 + c 55, d  14 = c14 + c 56, d  23 = c 23 + c 44, d  25 = c 25 + c 46, d  36 = c 36 + c 45.
С ледователвно, м ногочлены  R i являю тся  однородны м и степени  6 относителвно 

np . Если м ногочлен  R t не р авен  тож дествен н о  нулю, его граф и к ом  явл яется  линия 
н а  плоскости  (0, j ). П ер ес е ч е н и я  этих  л и н и й  зад аю т н ап р авл ен и я  аку сти ч ески х  
осей .

И з соотн ош ен и я  A • A = det (A) I следует, что при  i Ф j  справедливы  равен ств а

a 1i A 1 j  + a 2i A 2 j  + a 3 i A 3 j  = ^  a 1j Au + a 2j A 2i + a 3j A 31 = 0, 

вы читая которы е, получаем  три  тож дества:

det (w 12, v 12 ) = R 1, det (w 13, v 13) = R 2, det (w 23, v 23 ) = R3-

(9)

(10)

Р авен ства  (10) позволяю т исклю читв м иноры  det ( w ^ , Vj2) , det (w 13, v 13) и det (w 23, v 23) 
из условий  колли н еарн ости  столбцов м атрицы  B.

С ледователвно, о ставш и еся  7 м иноров, п редставлен н ы е м ногочленам и  R i = 0, i = 
= 1, ..., 7, и з (6 ), об разую т полную  л и н ей н о-н езави си м ую  систем у. О днако  каж дую  
акусти ческую  осв м ож н о  определитв п ер есеч ен и ем  толвко двух н екоторы х  линий 
R i = 0, i = 1, ..., 7. Э тот ф ак т  о б ъ ясн яется  тем, что лю бой  м ногочлен  R i л и н ей н о  з а ­
ви си т от лю бы х двух других м ногочленов с ко эф ф и ц и ен там и  из колвца м ногочле­
нов R  aij  J .

Для получения таки х  л и н ей н ы х  соотн ош ен и й  м еж ду  R i рассм отри м  м атри ц у  C 
р азм ер о м  3 х 6 , им ею щ ую  ран г, не превосходящ и й  2, повторив верхню ю  строку  
м атрицы  B:

C = a12 a13 a 23 a11 -  a 22 a11 -  a33 a 22 -  a 33 (11)
^12 v 13 v  23 w  12 w  13 w  23 J

Р азлож и в 3 х 3 м и н оры  м атрицы  (11) по п ервой  строке, получим  и ском ы е соотн о ­
ш ения. Н априм ер , R i , i = 3, ..., 7 м ож но вы рази тв  ч ер ез  R1, R2 , исполвзуя со о тн о ш е­
ни я (6 ) и следую щ ие равен ств а  [K hatkevich, 1962; A lshits, Lathe, 1979]:
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a 12 a 13 a 23
?12 v 13 v 23

_ a 12 v 13 v 23 a 13 v 12 v 23 + a 23 v 12 v 13 =

= - a 12R 1 + a 13R 2 -  a 23R3 = 0 , (12)

a 13 a 23 a 11 a 33
13 23 w 13

= a 13 | v 23 w 13 a 23 | v 13 w 13 + (a 11 a 33 ) | v 13 v 23

= a 13R4 + a 23R2 -  (a 11 -  a 33 ) R1 = 0 , (13)

a 13 a 23 a 22 a 33
13 23 w = a 13 v 23 w 23 a 23 v 13 w 23 + (a 22 a 33 ) | v 13 v 23 =

23

= -  a 13R3 a 23 R 5 + (a33 a 22 ) R1 = 0, (14)

a 12 a 23 a 22 a 33
v 12 v 23 w = a 12 v 23 w 23 a 23 v 12 w 23 + (a 22 a 33 ) v 12 v 23 =

23

= a 12 R3 + a 23 R6 + (a 33 a 22 ) R2 = 0, (15)

a 12 a 11 a 22 a 22 a 33

'12 w 12 w 23
= a 12 w 12 w 23 (a 11 a 22 )\ v 12 w 23 + (a 22 a 33 )\ v 12 w 12 =

= - a 12 R7 + (a 11 a 22 ) R6 + (a 33 a 22 ) R1 = 0 - (16)

Д окаж ем , что вы п олн ен и е только пяти р авен ств  R1 = R 4 = R 5 = R 6 = R 7 = 0 н ео б х о ­
димо и достаточно, чтобы  м атри ц а  А им ела кратн ое  соб ствен н ое  зн ач ен и е  в лю бой 
систем е координат.

Н еобходим ость у тв ер ж д ен и я  следует из оп ред ел ен и я  вы р аж ен и й  R t , i = 1, ..., 7, 
которы е равн ы  0 при колли н еарн ости  столбцов м атрицы  B из (5). Д остаточность 
д о казы в ается  п еребором  следую щ их случаев и уточн ен и ем  соотнош ений:

1) a 12 = a 13 = a23 = 0 — кон троли рует колли н еарн ость  только соотн ош ен и е R7 = 0 ;
2) a 12 = a 13 = 0, a 23 Ф 0 — соотн ош ен и я  R4 = 0, R7 = 0 ;
3) a 12 = a23 = 0, a 13 Ф 0 — соотн ош ен и я  R5 = 0, R7 = 0 ;
4) a 13 = a23 = 0, a 12 Ф 0 — соотн ош ен и я  R6 = 0, R7 = 0 ;
5) a 12 = 0, a 13 Ф 0, a 23 Ф 0 . В этом  случае R 2 = a 13a 23 Ф 0 и из соотн ош ен и я (13) сле­

дует, что R 1 Ф 0 или R 4 Ф 0 , т. е . ко л л и н еар н о сти  н ет на осн ове  к р и тер и я
R1 = °  R 4, •, R7 = 0 ;

6) a 13 = 0, a 12 Ф 0, a 23 Ф 0 . В этом случае R 3 = - a  12a 23 Ф 0 и из соотнош ения (14) сле­
дует, что R 1 Ф 0 или R 5 Ф 0 , т. е. к о л л и н еар н о сти  н ет н а  осн ове  к р и т ер и я
R1 = °  R4, •••, R7 = 0 ;

7) a23 = 0, a 12 Ф 0, a 13 Ф 0 . В этом  случае R 1 = - a 12 a  2  Ф 0 , т. е. колли н еарн ости  нет 
на основе кр и тер и я  R1 = 0, R4, ..., R7 = 0 ;

8) a 12 Ф 0, a 13 Ф 0, a23 Ф 0. В этом  случае из условия R1 = 0, R4 = ... = R7 = 0 и соот­
нош ен и й  (13), (14) следует, что R  2 = 0, R  3 = 0, т. е. вы п олн яется  полная си сте ­
м а R1 = ... =  R7 = 0 для наличия коллинеарности .
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П о к аж ем , что среди  соотнош ений  R1 = 0, R4 = ... = R 7 = 0 н ет лиш них. Для этого 
рассм отри м  пять м атриц,

'  4 2 2 " '  1 0 0 " '  3 0 1 N '  3 1 0 N '  1 0 0 "

A 1 = 2 3 1 , A 4 = 0 3 1 , A 5 = 0 1 0 , A 6 = 1 3 0 , A 7 = 0 2 0
2V 1 3 7 0V 1 3 7 1V 0 3 7 0V 0 3 7 0V 0 3 7

все соб ствен н ы е числа 1 i которы х  разл и чн ы е и при  этом  для м атрицы  A i только
одно соотн ош ен и е R i Ф 0 , а другие R j = 0 при j  ф i j = 1, 4, 5, 6 , 7:

iиftf

<

4 = R 5 = R 6 = R  7 = 0 , 1 1 = 2 , 1 2 4 -  2 ^ 2 , 1 3 = 4 '

ft;<

= 3, R 1 = R  5 = R 6 = R 7--= 0 , 11 = 1, 1 2 = 2 , 1 3 = 4;

> ЦЛ >3 ЦЛ II= 3, R 1 = R  4 = R  6 := R 7--= 0 , 11 = 1, 1 2 = 2 , 1 3 = 4;

A 6 : R  6 = - 1, R 1 =- R  4 = R  5 = R  7 = 0 , 11 =: 2 , ! = 3, 1 3 = 4;

> -J >3 -J II: - 2 , R f -= R  4 = R  5 = R  6 = 0 , 11 == 1, 12: = 2 , 13 = 3.

Д ей стви тел ьн о , если  и гн ори ровать  соотн ош ен и е R i = 0 , придем  к вы воду, что 
м атри ц а  A i и м еет кр атн ы е  соб ствен н ы е числа, п оскольку  R j  = 0 при  j  Ф i . Это п р о ­
ти воречи е  показы вает , что необходим о учиты вать все пять соотнош ений .

Для среды  с ортором б и ческой  си м м етри ей  при условии  d 12 Ф 0 , d 13 Ф 0 и d  23 Ф 0 
аку сти ч ески е  оси , не н аход ящ и еся  в п лоскостях  си м м етри и , м ож н о  определить из 
у р авн ен и й  F12 = F13 = F23 = 0 , которы е сводятся к ли н ей н ы м  соотн ош ен и ям  о тн о си ­
тельно квадратов ком п он ен т век то р а  м едленности  s = ( s ^  s 2 , s3 ) [Schoenberg , Hel- 
big, 1997]:

m12 = c55 S1 + c44 S 2 + '33
{13ы23

'12
1 = 0 , (17)

/
m13 = c 66 s 1 + c 22 '

12 23
13

Sj  + C44S3 -  1 = 0 ,

m 23 = C11
12 13

23
S1 + C 66 S 2 + C55 S 3 1 = °.

(18)

(19)

И з соотн ош ен и й  (17)— (19) следует, что внутри  каж дого  октан та  м ож ет бы ть не 
более одной акусти ч еской  оси. О тм етим , что в ы р аж ен и я  m 12 , m 13 , m23 связан ы  с 
м ногочленам и  R i и соб ствен н ы м  зн ач ен и ем  1 м атрицы  A ф орм улам и

R1 = 1  a 13 а 23 (m23 -  m13 ) , R2 = ^  a12 a 23 ( 2 3  -  m12 ), R3 = ^  a12a 13 (m13 -  m12 )• (20)

В п ри л ож ен и и  1 п ри вед ен ы  ф орм улы  R i для ортором б и ческой  среды , явно  вы ра­
ж ен н ы е  ч ер ез  ком поненты  нап равляю щ его  в ек то р а  n = (n j ) ,  и к о эф ф и ц и ен ты  уп ру ­
гости cmn.
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В плоскостях  сим м етрии  п олож ен и е  акусти ч еской  оси м ож н о  определить одним 
у р авн ен и ем  относительно  tg 0, где 0 — угол с вертикалью . Н априм ер , в плоскости  
p 2 = 0 вы п олн яется  у р авн ен и е  [Schoenberg , H elbig , 1997]

m2 = (c55 -  c66 ) (c11 -  c66 ) a8 4 0 + [ (c33 -  c44 ) (c11 -  c66 ) + (c55 -  c44 ) (c55 -  c66 ) -  d 13 ] 2 0 +

+ (c33 -  c44 ) (c55 -  c 44 ) = (21)

В этом  случае в п лоскостях  сим м етрии  все в ы р аж ен и я  R t тож дествен н о  равны  
0, кром е R5 и R7 , оп ределяю щ и х аку сти ч ески е  оси (см. п р и л о ж ен и е  1):

R5 = n3 d 13 0 m2, R7 = - n3 [ (c11 -  c55 ) 0 -  (c33 -  c55 )] m 2- (22)

Д ругой  подход к и зучен и ю  сингулярны х  н ап равл ен и й  предлож ил  Н орис [Norris, 
2004]. Этот подход осн ован  на п р и вед ен н ой  н и ж е  теорем е  и п од черки вает т е н зо р ­
ны й х ар ак тер  исследуем ы х вы раж ен и й .

Теорема [Norris, 2004]. С им м ет рическая  м а т р и ц а  A  им еет  к р а т н о е  с о б с т в е н ­
н о е  зн а ч е н и е  т огда  и т олько  т огда , когда для  лю б ого  век т о р а  m = (m 1, m 2, m 3) 
в ы п о лн я ет с я  р а в е н с т в о  det (m , A m , A 2 m ) = 0 .

Действительно, м атрицу A м ож но привести к диагональному виду A = diag (1 1, 1 2, 1 3). 
В этой  систем е коорд и н ат тео р ем а  следует из равен ств

( m1 1 1 m1 Л 2 ^1 1 m1 '  1 11 1 2 '
det R ,  Am, A 2m j = det m 2 1 2 m 2 1 2 m 2 = m1 m 2 m3 det 1 1 2 12

m3 1 3 m3 1 3 m3 1 1 3 1 32V J \  J

= m1 m 2 m3 (1 3 -  1 2) (1 3 -  1 1) ( 1 2 -  1 1).

П оскольку  det ( , A m , A 2 m ) = p q rmp m q mr, p  < q < r , то к о эф ф и ц и ен ты  y  p qr =
= y  pqr ( a tj  ) являю тся  тен зо р о м  3-го р ан га  и определяю т си стем у  10 у р авн ен и й  для 
аку сти ч ески х  осей. В ы числения показы ваю т, что

y  111 = - R 3, y  112 = - 2R2 -  R 5, y  122 = 2R3 + R 4, y  113 = 2R1 + R 6, y  123 = -  R 7,

y  133 = R 3 -  R 4, y  222 = R 2, y  223 = R 1 -  R 6, y  233 = -  R 2 + R 5, y  333 = -  R 1- (23)

Н а векторн ом  п ростран стве, п орож д ен н ом  вы р аж ен и ям и  R i , д ей ствует группа 
SO 3 (R ) и об разует  7-м ерное н еприводим ое представление. П од действием  подгруп­
пы вр ащ ен и й  относительно  ф и кси р о ван н о й  оси векторн ое  п ростран ство  р а с щ еп ­
л яется  на прям ую  сум м у тр ех  двухм ерн ы х  и 1-го одном ерного  и н вар и ан тн ы х  под­
п ростран ств  [N orris, 2004]. В частности , справедливы  ф орм улы  для поворотов на 
углы  j  относительно  осей  O X f си стем ы  координат:

R  3j  = R  3,

R  j  + 2 R j ±  i (R  j  + 2 R  j )  = (R  6 + 2 R1 ± i ( r  5 + 2 R  2 )  exp ( ± / j ) ,

R 3j  + 2R  j ±  iR j =  (R 3 + 2R 4 ± iR 7 ) exp (+  2 i j ) ,
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O X x — 2 R j  -  R j  ± i (2  (  j  -  R j )  = ( 2 ( 1 -  R6 ± i ( 2 R 2 -  R 5 )) exp (m 3 icp), (24)

R j = R  2 ,

R j  - R j ±  i ( 2 R j  + R j )  = ( ( 6 - (  ± i ( 2 R 3 + R 4 )) exp ( ± i j ) ,

R j  + 2 R j  ± i R j  = (R 2 + 2 R 5 ± iR 7 ) exp (±  2 i j ) ,

0 X 2 —  R j  + 3 R j±  i (2 R j - R j ) = ( R 6 + 3 (  ± i (2R 3 -  R 4 )  exp (±  3 i j ) ,  (25)

R j =  Ri,

R j  -  R  j  ± i (R  4j  -  R j ) = ( 2 -  R  5 ± i (R  4 -  R  3 )) exp ( + i j ) ,

R j  + 2 R j  ± iR j  = (  + 2 R6 ± iR 7 ) exp (m 2 i j ) ,

0 X 3 — 3 R j + R j  ± i ( 3 R j  + R j )  = (3R 2 + R 5 ± i ( 3 + R 4) e x p  (m 3i j ) .  (26)

В статье [Vavrycuk, 2005] показан о , что м аксим альное количество  акусти ч ески х  
осей  для тр и кли н н ой  среды  равн о  16 и п риведен  п ри м ер  среды  с таким  их кол и ч е­
ством. С ледуя р ассуж д ен и ям  автора, для оп ред ел ен и я  м аксим ального  количества  
аку сти ч ески х  осей  допустим , что вектор  м едленности  s = (s^  52, 53 ) соответствует 
си нгулярном у направлению . В этом  случае м атрица b y  = c myn s m s n - b y  им еет ран г 1, 
т. е. и м еет вид ( g t g y ), где g = ( g 1, g 2, g 3 ) — н екоторы й  вектор  и by  — сим вол Кро- 
н екера . С ледовательно, сп равед ли ва  си стем а ш ести  у р авн ен и й  c myn s m s n = g i g j  + 
+ 5y относительно  ш ести  н еи звестн ы х  51, 52, 53, g 1, g 2, g 3 . У равнения им ею т сте ­
пень 2. П о тео р ем е  Б езу  [Shafarevich, 2010] эта систем а м ож ет им еть м аксим ально  
2 6 = 64 корня. О днако векторы  ± s и ±g определяю т одно направление. С ледова­
тельно, м аксим альное количество  аку сти ч ески х  осей  не больш е 6 4 /4  = 16.

Численные примеры

Рассм отрим  два п ри м ер а  р асч ета  п ол ож ен и я  акусти ч ески х  осей  на основе соот­
нош ен и й  (6). В первом  п ри м ере  и спользую тся к о эф ф и ц и ен ты  упругости  C таСь для 
тр и кли н н ой  среды  из статьи  [Vavrycuk, 2005], а во втором  — к о эф ф и ц и ен ты  у п р у ­
гости C ortho для стандартной  ортором бической  среды  из статьи  [Schoenberg, H elbig, 
1997], где

(27)

'1 3 7  52 57 -13 32 -  20
147 18 -  6 20 -  9

TRICL
100 22 -15 5

52 26 -  7
75 -  40

V 30

'  9 3,6 2, 25 0 0 0 "
9,84 2,4 0 0 0

5,9375 0 0 0
ORTHO

2 0 0
1 6 0

V 2,182’ У
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Н а рис. 1 п о казан ы  гр аф и к и  кр и в ы х  R i (0 , j )  = 0, i = 1, 3, 7 , для тр и кли н н ой  с р е ­
ды с парам етрам и  C TRICL . К руж очкам и  и ром би кам и  отм ечены  точки  (0, j ) , ч ер ез  
которы е проходят все три  кривы е. П одставляя полученны е углы  (0, j )  в со о тн о ш е­
ния (1), м ож но убедиться, что м атрица К р и сто ф ф ел я  при  этих  углах и м еет д ву к р ат ­
ное соб ствен н ое  зн ачен и е. В рассм атри ваем ом  п р и м ер е  р ом би кам и  отм ечены  ш есть 
точек  п ер есеч ен и я  листов ф азо в ы х  скоростей  qP с S ^  а круж оч кам и  — 10 точек  
п ер есеч ен и я  листов S 1 с S 2 . К оординаты  этих  точек  п ер есеч ен и я  определяю т н а ­
п р авл ен и я  16 ак у сти ч еск и х  осей . Все аку сти ч еск и е  оси  явл яю тся  стабильны м и , 
так  как  п ер есеч ен и я  кри вы х  остаю тся при лю бом  малом  возм ущ ен и и  к о э ф ф и ц и ­
ентов упругости . С ледует отм етить, что для к о эф ф и ц и ен то в  упругости  из м атрицы  
C trjcl только три  соотн ош ен и я Ri (0 , j )  = 0 , i = 1, 3, 7, полностью  определяю т все 
акусти ч ески е  оси. Г раф и ки  остальны х соотн ош ен и й  i = 2, 4, 5, 6 так ж е  проходят 
ч ер ез  отм еченны е ром би кам и  и к руж оч кам и  точки, но не п о казан ы  на рис. 1.

П оскольку  для ортором б и ческой  среды  кри вы е Ri (0 , j )  = 0 зер кал ьн о  си м м ет­
ри чн ы  относительно  прям ы х j  =  0 и j  =  ±  90°, то н ап равл ен и я  акусти ч ески х  осей  
достаточно найти  внутри  первого  квад ран та  и на его границах . Для рассм атриваем о­
го п ри м ера  с парам етрам и  упругости  из м атрицы  C ortho граф и ки  кри вы х  Ri (0, j )  = 0, 
i = 1, ..., 7, в первом  квад ран те  0 < 0 < 90°, 0 < j  < 90° п оказан ы  на рис. 2. В первом  
квадранте, вклю чая его границы , находятся ч еты ре акусти ч ески х  оси. С ледователь­
но , общ ее количество  аку сти ч ески х  осей  для данной  среды  равн о  10 [S choenberg , 
H elbig , 1997]. Н а рис. 3 и зо б р аж ен ы  гр аф и к и  п оверхн остей  у  = Ri (0 , j )  при  у  > 0.

Выводы. В статье р азр аб о тан  м етод получения соотнош ений , оп и сы ваю щ и х п о ­
л о ж ен и е  аку сти ч ески х  осей  в три кли н н ой  среде и зави си м остей  м еж ду  ним и. О п р е­
делено  и зм ен ен и е  соотн ош ен и й  при п оворотах  относительно  осей  систем ы  ко о р д и ­
нат. П оказано , что вы полнени е пяти соотн ош ен и й  необходим о и достаточно для оп и ­
сан и я  всех  акусти ч ески х  осей  в лю бой  ф и к си р о ван н о й  систем е координат. Т еори я 
п р о д ем он стри рован а  на двух п р и м ер ах  три кли н н ой  и ортором б и ческой  среды .

Рис. 1. Графики соотношений Rt (0, j )  = 0, i = 
= 1, 3, 7, для триклинной среды с параметрами 
C TRiCL. Ромбиками и кружочками отмечены точ­
ки пересечения листов фазовых скоростей qP 
с S1 и S1 с S2  соответственно.

Рис. 2. Графики соотношений Rt (0, j )  = 0, 
i = 1, ..., 7, для орторомбической среды с пара­
метрами C ORTHO. Положения четырех акусти­
ческих осей отмечены черными кружочками.
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0, град

20 • V
40

0, град 60
ср, град

Ф, град
ф, град

0, град0, град

Ф. град Ф, град

0, град0, град

град

град
град

Рис. 3. Поверхности R i (9, j) ,  i = 1, 7, в первом октанте для орторомбической
среды с параметрами C ortho .
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Для ортором б и ческой  среды  соотн ош ен и я  R t , i = 1, 7, явно  в ы р аж аю тся  ч ер ез
ком поненты  нап равляю щ его  векто р а  n = (n j ) , а к о эф ф и ц и ен ты  упругости  cmn — 
однородны м и м ногочленам и  ш естой  степени  от nj и третвей  степени  от cmn:

R 1 = n 1n 2 n 3 ( r 1

R 2 = n 1 n 2 n 3 ( r ;

R  3 = n 12 n 2 n  3 ( r:

R  4 = n 2 n 3 ( r 41 n 14 + r42 n 2 + r43

R  5 = n 1n 3 l( r 51 n 1 ^  ^ 2̂ n  2 + r53

R 6 = n 1n 2 I + r 62 n 4 + r 63

2 , 2 , 2 \ 
h + r12n 2 + r13n 3 ),

h + r32 n 2 + r33 n 3 ),

'44'

6 6 6 4 2  4 2  4 2  2 4R  7 = r 71 n ° + r72 n 6 + r73 n 6 + r 74 n [  n 2 + r 75 n 4 n 2 + r 76 n 2 n 2 + r77 n f  n 2 +
2 4 . 2 . 4 . 2 . 2 . 2

+ r78 n 1 n 3 + r79 n 2 n 3 + r710 n 1 n 2 n 3.

где

r11 = d  13 ( d  23 ( c 11 -  c 66 ) -  d  12 d  13 ) , r 12 = -  d  23 {d  23 (c 22 -  c 66 ) -  d  12 d  23 ) ,

r 13 = ( c 55 -  c 44 ) d  12d 23,

r21 = d  12 ( d 23 ( c 11 -  c 55 ) -  d  12d  13 ), r22 = - ( c 44 -  c 66 ) d  12d 23, 

r23 = - d 23 ( d  12 ( c 33 -  c 55 ) -  d  13d 23 ), 

r31 = - ( c  55 -  c 66 ) d  12 d  13, r32 = d  12 ( d  13 (c  22 -  c 44 ) -  d  12 d  23 ) ,

r33 = -  d  13 ( d  12 (c  33 -  c 44 ) -  d  13 d  23 ) ,

r 41 = (c 11 -  c 55 ) ( ( c 11 -  c 66 ) d  23 -  d  12 d  13 ), r 42 = (c  22 -  c 66 ) (c 44 -  c 66 ) d  23, 

r43 = - ( c 33 -  c 55 ) ( c 55 -  c 44 ) d 23,

r 44 = -  d  23 ( ( c 11 -  c 66 ) (c 44 -  c 66 ) + (c 22 -  c 66 ) ( c 11 -  c 55 )) + (c 44 -  c 66 ) d  12 d  13 + d  12 d  23,

r45 = d  23 ( ( c 11 -  c 55 ) (c  55 -  c 44 ) -  (c 33 -  c 55 ) ( c 11 -  c 66 )) + (c  33 -  c 55 ) d  12 d  13,

r46 = - d 23 ( ( c 55 -  c 44) ( c 44 -  c 66 ) -  ( c 22 -  c 66 ) ( c 33 -  C55 )) -  d 23,
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r 51 = ( c 11 -  c 66 ) (c 55 -  c 66 ) d  13, r52 = (c 22 -  c 44 ) ( (c 22 -  c 66 ) d  13 -  d  12 d  23 ), 

r 53 = (c  33 -  c 44 ) (c 55 -  c 44 ) d  13 ,

r54 = -  ( ( c 11 -  c 66 ( (c 22 -  c 44 ) + (c 22 -  c 66 ) (c 55 -  c 66 ))  d  13 + (c  55 -  c 66 ) d  12 d  23 + d  12 d  13 ,

r55 = ( ( c 11 -  c 66 ( ( c 33 -  c 44 ) + ( c 55 -  c 44 ) ( c 55 -  c 66 )) d  13 + d  13,

r56 = -  ( (c  22 -  c 44 ( (c 55 -  c 44 ) + (c  22 -  c 66 ) (c  33 -  c 44 )) d  13 + (c  33 -  c 44 ) d  12 d  23 ,

r61 = - ( c 11 -  c 55 ) (c  55 -  c 66 ) d  12, r62 = - ( c  22 -  c 44 ) (c  44 -  c 66 ) d  12,

r63 = (c  33 -  c 44 ) ( (c 33 -  c 55 ) d  12 -  d  12 d  23 ), 

r64 = ( ( c 11 -  c 55 ) (c  22 -  c 44 ) + (c  44 -  c 66 ) (c  55 -  c 66 ) ) d  12 -  d  12 ,

r65 = ( (c 33 -  c 55 ) (c 55 -  c 66 ) -  (c 33 -  c 44 ) ( c 11 -  c 55 )) d  12 -  (c 55 -  c 66 ) d  13 d  23 + d  13 d  12 ,

r 66 = ( ~ (c 22 -  c 44 ) (c 33 -  c 55 ) + (c 44 -  c 66 ) (c 33 -  c 44 )) d  12 + (c 22 -  c 44 ) d  13 d  23 ,

r71 = - ( c 11 -  c 55 ) ( c 11 -  c 66 ) (c 55 -  c 66 ) , r72 = (c 22 -  c 44 ) (c 22 -  c 66 ) (c 44 -  c 66 ) ,

r73 = (c  33 -  c 44 ) (c 33 -  c 55 ) (c  55 -  c 44 ) ,

2 2
r74 = - ( c  22 -  c 66 ) (c 55 -  c 66 ) + 2 (c  44 -  c 66 ) (c 55 -  c 66 ) ( c 11 -  c 66 ) + (c 22 -  c 44 ) ( c 11 -  c 66 ) -

-  (c 11 -  c 66 ) d  12 ,

r75 = (c 33 -  c 55 ) (c  55 -  c 66 ) -  2 (c  55 -  c 44 ) (c 55 -  c 66 ) ( c 11 -  c 55 ) -  (c 33 -  c 44 ) ( c 11 -  c 55 ) +

+ ( c n  -  c 55 ) d  13,

2 2
r76 = - ( c  33 -  c 44 ) (c 44 -  c 66 ) -  2 (c 55 -  c 44 ) (c 44 -  c 66 ) (c 22 -  c 44 ) + (c 33 -  c 55 ) (c  22 -  c 44 ) -

-  ( c 22 -  c 44 ) d 23 ,

r77 = ( c 11 -  c 66 ) (c 44 -  c 66 ) -  2 (c 44 -  c 66 ) (c 55 -  c 66 ) (c 22 -  c 66 ) -  ( c 11 -  c 55 ) (c 22 -  c 66 ) +

+ ( c 22 -  c 66 ) d  12,

r78 = -  ( c 11 -  c 55 ) (c 55 -  c 44 ) + 2 (c 55 -  c 44 ) (c 55 -  c 66 ) (c 33 -  c 55 ) + ( c 11 -  c 66 ) (c  33 -  c 55 ) -

-  ( c 33 -  c 55 ) d  13 ,

r79 = (c 22 -  c 44 ) (c 55 -  c 44 ) + 2 (c  55 -  c 44 ) (c 44 -  c 66 ) (c  33 -  c 44 ) -  (c 22 -  c 66 ) (c 33 -  c 44 ) +

+ ( c 33 -  c 44 ) d 23 ,
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r 710 -  2  [ ( с  44 -  c  66 ) ( c 11 c  33 + c  22 c  55 ) — ( c  55 — c  66 ) ) c  22 c  33 + c 11 c  44 ) + ( c  55 — c  44 )x 

x  ( c 11 c 22 + c 33 c 66 ) — ( c  55 — c 44 ) ( c 44 -  c 66 ) c 55 -  c 66 ) ] — ( c 44 — c 66 ) d  f3 +

+ ( c  55 — c  66 ) d  23 — ( c  55 — c  44 ) d  12 .
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Ю.В. РОГАНОВ, А. СТОВАС, В.Ю. РОГАНОВ

Properties of acoustic axes in triclinic media

Yu. V. Roganov, A. Stovas, V. Yu. Roganov, 2019

We developed a m ethod of obtaining relationships that describe the position of the 
acoustic axes in a triclinic medium and the dependencies between them. It is proved 
that these relations are linearly independent in real number system. However, any re­
lationship algebraically depends on other two relationships. The relation between de­
rived relationships and those obtained in earlier papers is also investigated. The formu­
lae defining the change of these relationships when rotating around the axes of the co­
ordinate system are derived. It is proved that the fulfillment of five relations is neces­
sary and sufficient for the definition of all acoustic axes in a given coordinate system. 
It is shown that the acoustic axis in a given phase direction exists if and only if the 
specified two vectors of dimension five are collinear. For an orthorhombic medium, the­
se relations are represented in an explicit form by homogeneous polynomials of the 
sixth degree in the components of the phase direction vector and the third degree in 
the stiffness coefficients. It is shown that in symmetry planes, only two of these relati­
ons are not identically equal to zero. The theory is illustrated in two numerical examp­
les of anisotropic media. In the first example, for a triclinic medium, the positions of the 
sixteen acoustic axes are shown as the intersection points of the graphs of three rela­
tionships on the plane (phase polar and azimuth angles). In this case, six points corres­
pond to the intersections of P and Sj phase velocities sheets, and ten points correspond 
to the intersections of Sj and S 2  phase velocities sheets. The second example demon­
strates the definition of all acoustic axes in an orthorhombic medium based on the deri­
ved relationships. To illustrate this example, we consider only one quadrant due to sym­
metry with respect to symmetry planes.

Key words: triclinic medium, acoustic axis, singular direction, slowness surface.
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